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ΠΡΟΔΟΓῸΣ ΤΗΣ Ε΄ ἘΚΔΟΣΕΩΣ 


Τὸ ἀνὰ χεῖρας ἔργον ἀποτελεῖ τὴν Ε΄ ἔκδοσιν τῆς «᾿ Αλγέβρας ». 
Ἢ ἐξάντλησις τῶν προηγουμένων ἐκδόσεων, κατέστησεν ἐπιβεβλημένην 
γέαν ἔκδοσιν, πλέον συγχθονιομέν ἣν καὶ ἱκανὴν νὰ ἀνταποκριϑῇ εἰς τὰς 
ἀπαιτήσεις τῶν ἀσχολουμέγων σήμερον μὲ ϑέματα ἀλγεβρικά, τὰ ὁποῖα 
ἂν πολλοῖς, ἅπτονται καὶ τῆς περιοχῆς τῆς ἀνωτέρας ἀναλύσεως. Ἥ 
εὐμενεστάτη ὑποδοχή, ἧς ἔτυχεν ἦ ἡμετέρα « “Αλγεβρα" κατὰ τὰς τέσ 
σαρας μέχρι τοῦδε ἐκδόσεις της, ἐνδεικτικὴ τῆς ἐκτιμήσεως καὶ τῆς 
ἀγάπης μεϑ᾽ ἧς περιβάλλεται τὸ ἔργον μου παρὰ τῶν ἀξιοτίμων κι κ. 
Συναδέλφων καϑηγητῶν τῶν Μαϑηματικῶν καὶ τῶν ἀγαπητῶν μαϑὴ 
τῶν τῶν ᾿Ελληνικῶν Σχολείων Μέσης Παιδείας, μὲ ὑπεχρέωσεν γὰ 
καταβάλω συνεχῆ προσπάϑειαν διὰ τὴν συμπλήρωσιν καὶ βελτίωσιν 
τῆς ὕλης της. 

“Η ΚΕ ἔκδοσι: οὐσιωδῶ: διαφέρει τῶν προηγουμένων, τόσον ὡς 
πρὸς τὸ περιεχόμενον, ὅσον καὶ ὧς πρὸς τὴν διάταξιν τῆς ὕλης. Ση- 
μειοῦμεν τὰς πλέον σπουδαίας τῶν μεταβολῶν καὶ συμπληρώσεωνν 
διότι: ἄλλως μακρὸς ϑὰ ἐγίνετο ὃ λόγος, περιοριζόμενοι νὰ τονίσωμεν, 
ὅτι ἡ νέα «"Αλγεβρα » εἶναι σχεδὸν νέον ἔργον. 

Ἢ ὕλη τοῦ ἄλλοτε« ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΟΣ » τῆς ’Αλγέβρος προ 
σετέϑη εἷς τὰς οἰκείας ἑνότητας, ὥστε ἦ διαστρωμάτωσις τῆς ὕλης νὰ 
ἀποκτήσῃ ὀργανικότητα καὶ ἀλληλουχίαν. ᾿Επειδὴ δὲ ἡ ὕλη αὕτη ἀφορᾷ 
κυρίως εἰς μαϑητὰς Πρακτικῶν Δυκείων καὶ ὑποψηφίους ᾿Ανωτάτων 
Σχολῶν, ἐσημειώσαμεν δι᾿ ἀστερίσκου τὰ σχετικὰ κεφάλαια, ὥστε τὸ 
βιβλίον γὰ εἶναι εὔχρηοτον καὶ διὰ τὰ τμήματα κλασσικῆς κατευϑύνσεως 
τῶν Γυμνασίων μας. 

Εὐϑὺς ἐξ ἀρχῆς ἐπιμένομεν ἐπὶ τῆς χρήσεως τῶν ὅρων «οσχετικὸς» 
ἢ « πραγματικὸς » ἀριϑμός, ἀντὶ τοῦ ἀντεπιστημονικοῦ «᾿Αλγεβρικός». 

᾿Ενωρὶς ἐκϑέτομεν τὸ κεφάλαιον περὶ ριζῶν, ὥστε ἡ ὕλη τῶν κε 
φαλαίων περὶ ἐξισώσεων ρητῶν ἢ ἀρρήτων, ὡς καὶ τῶν ἀνισοτήτων νὰ ᾿ 
ἀναπτύσσεται ἀπροσκόπτως, ὡς ἕν ἑνιαῖον ὅλον. 

"Ιδιαιτέρω: ἑπλουτίσϑη ἡ ὕλη τῶν κεφαλαίων ἐπὶ τῆς ἀπροσδιορί 
στου ἀναλύσεως πρώτου καὶ ἀνωτέρου βαϑμοῦ, ἡ ϑεωρία τῶν πολυὼω 


Ι 


Πρόλογος 


γύμων, τῶν ἀπολύτων τιμῶν, τῶν ἀκολουϑιῶν καὶ σειρῶν, ἡ Σὺυν" 
δυαστική, τὸ περὶ δριξουσῶν. 

Ὡσαύτως ἰδιαιτέρα φροντὶς κατεβλήϑη διὰ τὴν ἀνάπτυξιν τῆς 
ϑεωρίας τῶν Συναρτήσεων καὶ τῶν γραφικῶν αὐτῶν παραστάσεων, τῆς 
ϑεωρίας τῶν παραγώγων καὶ τῶν ἐφαρμογῶν αὐτῶν. 

Πλεῖστα ὅσα κεφάλαια ἐγράφησαν εἰς τὴν νέαν ἔκδοσιν ἐξ ὗπαρ 
χῆς. Αἱ ἀσκήσεις τῶν παλαιῶν ἐκδόσεων καιόπιν ἐπιλογῆς συμπεριελή- 
φϑησαν εἷς τὸ παρὸν ἔργον, ἐπλουτίσϑησαν δὲ μὲ νέας ἀσκήσεις, ποΐ- 
λαὶ τῶν ὅποίων εἶναι ϑέματα δοϑέντα τελευταίως εἰς ἐξετάσεις ᾿Ανωτά- 
τῶν ᾿Ελληνικῶν καὶ ξένων Σχολῶν. ὋΟ ἀριϑμὸς τῶν 4665 ἀσκήσεων, 
τῶν περιεχομένων εἷς τὴν νέαν ἔκδοσιν, ἀποτελεῖ εὔγλωττον μαρτυρίαν, 
τοῦ ϑησαυροῦ τῶν ἀλγεβρικῶν ϑεμάτων, τὰ ὅποῖα ἐξετάξονται εἷς τὴν 
ἔκδοσιν ταύτην. 

Εὐελπισιῶ ὅτι καὶ ἡ νέα «"Αλγεβρα» ϑὰ ἀποτελέσῃ ἀπαραίτητον 
βοηϑημα διὰ τοὺς διδάσκοντας καὶ τοὺς διδασκομένους τὰ Μαϑημα- 
τικά, τοῦτο δὲ ϑὰ εἶναι καὶ ἦ βαϑυτέρα καὶ μεγαλυτέρα ἱκανοποίῃ. 
σίς μου. 

"Απὸ τῆς ϑέσεως ταύτης ϑεωρῷῶ ὑποχρέωσίν μου νὰ ἐκῳράσω 
ϑερμοτάτας εὐχαριστίας πρὸς τὸν κι ᾿Ιωάνην Ταμβακλῆν, 
διακεκριμένον καϑηγητὴν τῶν Μαϑηματικῶν τῆς Βαρβακείου Προτύπον 
Σχολῆς, δὲ ἣν μοὶ παρέσχε πολύτιμον βοήϑειανν διὰ τῆς συνεργασίας 
του εἷς τὴν παροῦσαν ἔκδοσιν τῆς ᾿Δλγέβρας, τόσον ὡς πρὸς τὸν ἐμ΄ 
πλουτισμὸν καὶ τὴν ἀναπροσαρμογὴν τῆς ὕλης, ὅσον καὶ ὧς πρὸς τὴν 
διόρϑωσιν τῶν τυπογραφικῶν δοκιμίων. 

'Ἔν ᾿Αϑήναις τῇ 10 ᾿Οκιωβρίου 1959 

Π. Γ. ΤΟΓΚΑΣ 


"Απαγορεύεται ἣ ἀνατύπωσις τοῦ παρόντος συγγράμματος ἐν 
ὅλῳ ἢ ἐν μέρει, ἄνευ ἐγγράφου ἀδείας τοῦ συγγραφέως. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Α΄. 
ΣΧΕΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 


1. Προεισαγωγικαὶ γνώσεις 


1, Ὁ ρισμὸς καὶ σκοπὸς τῆς ᾿Αλγέβρας. Ἢ Αλγεβρα εἶναι 
ἕνας κλάδος τῶν Μαϑηματικῶν ἐπιστημῶν καὶ ἔχει σκοπὸν νὰ γενι- 
κεύῃ καὶ νὰ ἁπλοποιῇ τὰ ζητήματα τῆς ᾿Αριϑμητικῆς᾽ δηλ. ἦ ΓΑλγε- 
βρα εἶναι μία γενικὴ ᾿Αριϑμητική" εἶναι, κατὰ τὸν Νεύτωνα, μία διε- 
ϑνὴς "Δριϑμητική. 

2. Χρῆσις τῶν Γραμμάτων. λιὰ νὰ γενικεύῃ καὶ νὰ ἁπλοποιῇ 
ὅλα τὰ ζητήματα, τὰ ἀναφερόμενα εἷς τοὺς ἀριϑμούς, ἢ Αλγεβρα 
χρησιμοποιεῖ τὰ γράμματα τῆς ἀλφαβήτου μὲ τὰ ὅποῖα παριστάνει 
τοὺς ἀριϑμούς, 

Κατὰ συνϑήχην, χρησιμοποιεῖ τὰ πρῶτα γράμματα τῆς ἀλφαβή- 
του α, β,Υ, δι. ἡ. διὰ νὰ παραστήσῃ τοὺς γνωστοὺς ἀριϑμοὺς καὶ τὰ 
τελευταῖα γράμματα... φ, χ, Ψν ὦ ἢ χ, γ, Ζ διὰ νὰ παραστήσῃ τοὺς 
ἀγνώστους ἀοιϑμούς. 

Ὅταν εἷς ἕνα ζήτημα ἕνα ποσὸν δύναται νὰ λαμβάνῃ διαφόρους 
τιμάς, κατὰ τὰς διαφόρους περιστάσεις, αἷ τιμαὶ τοῦ ποσοῦ αὐτοῦ δύ- 
νανται νὰ παρασταϑοῦν μὲ τὰ γράμματα 


΄ φ“᾿"᾿ 


α΄, α΄, α΄... .. αἰ) 
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τὰ ὁποῖα ἐχφωνοῦνται: ἄλφα τονούμενον, ἄλφα δίσ' 
τονον, ἄλφα τρίστονον,.... ἄλφα νίτονον, 

ἢ μὲ τὰ γράμματα α,, α:ν ἂ,ν. .«..ἂν, 
τὰ ὁποῖα ἐκφωνοῦνται : ἄλφα ἕν, ἄλφα δύο, ἄλφα τρία. ... 
ἄλφα νί. 

8, ᾿Αλγεβρικὰ σύμβολα. Ὅπως εἷς τὴν ᾿Αριϑμητικήν, οὕτω 
καὶ εἷς τὴν ἼΑλγεβραν χρησιμοποιοῦμεν διάφορα σημεῖα ἢ σύμβολα 
διὰ νὰ δηλώσωμεν τὰς πράξεις, αἷ ὁποῖαι πρέπει νὰ γίνουν ἐπὶ τῶν 
ἀριϑμῶν καὶ τὰς σχέσεις, αἱ ὁποῖαι ὑπάρχουν μεταξύ των. 

ἴον. Σημεῖα πράξεων. Εΐς τὴν ᾿Αλγεβραν (ὅπως εἷς τὴν ᾽Αρι" 
ϑμητικὴν) τὸ σημεῖον τῆς προσϑέσεως εἶναι τὸ -Ἐ- (σὺν) καὶ τὸ ση- 
μεῖον τῆς ἀφαιρέσεως εἶναι τὸ --- (πλήν). 

ΠΧ. τὸ σα β- Ὑ παριστάνει τὸ ἄθροισμα τῶν ἀριθμῶν α, β, γ. 

Τὸ α--βὶ παριστάνει τὴν διαφορὰν τοῦ ἀριθμοῦ βὶ ἀπὸ τοῦ ἀριθμοῦ α͵ 

Τὸ σημεῖον τοῦ πολλαπλασιασμοῦ εἶναι τὸ Χ΄ ἢ τὸ - τὸ ὅποϊον 
ἐχφωνεῖται ἐ πί. 

Π.χ. τὸ 5. 4. 12 παριστάνει τὸ γινόμενον τῶν ἀριθμῶν 5, 4, 12. 

“Ὅταν οἵ παράγοντες ἑνὸς γινομένου παρίστανται μὲ γράμματα, 
παραλείπομεν συνήϑως τὸ σημεῖον τοῦ πολλαπλασιασμοῦ καὶ γράφο- 
μεν τὰ γράμματα τὸ ἕνα πλησίον τοῦ ἄλλου. ᾿ 

Πχ. τὸ γινόμενον ἀΧβΧγ ἢ α- β΄. Υ γράφεται ἁπλῶς αβγ καὶ ἀπαγ- 
γέλλεται: ἄλφα ἐπὶ αὶ ἐπὶ γάμμα ἢ ἁπλῶς ἄλφα 
βῆτα γάμμα. 

Τὸ σημεῖον τῆς διαιρέσεως εἶναι τὸ : τὸ ὁποῖον ἐκφωνεῖται δι ά, 

Π. χ. α: βὶ παριστάνει τὸ πηλίκον τῆς διαιρέσεως τοῦ ἀριθμοῦ α διὰ 
τοῦ β. 

Τὸ πηλίκον α: βὶ παρίσταται συνήϑως καὶ ὗὕπὸ μορφὴν κλά- 
σματος Ἔ- 

Τὸ σύμβολον ΥΓ δηλώνει τὴν ἐξαγωγὴν τῆς τεατραγωνικῆς ρίζης. 

Π. χ. τό γ παριστάνει τὴν τετραγωνικὴν ρίζαν τοῦ 9. 

2ον. Σημεῖα συγκρίσεως. Εϊΐς τὴν ΓΑλγεβραν, αἷ σχέσεις ἰσότη" 
τος καὶ ἀνισότητος μεταξὺ δύο ἀριϑμῶν σημειοῦνται μὲ τὰ αὐτὰ ση- 
μεῖα, τὰ ὅποῖα χρησιμοποιεῖ ἢ ᾿Αριϑμητική. 

Π.χ. διὰ νὰ δείξωμεν, ὅτι οἱ ἀριθμοὶ α καὶ β εἶναι ἴσοι, γράφομεν αΞεβ 
καὶ ἐκφωνοῦμεν: ἄλφα ἴσον βῆτα. 

Διὰ νὰ δείξωμεν, ὅτι ὃ ἀριϑμὸς α εἶναι μεγαλύτερος τοῦ β, γρά- 
φοβὲεν α»}»β καὶ ἐκφωνοῦμεν: ἄλφα μεγαλύτερον τοῦ 
βῆτα. 
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Διὰ νὰ δείξωμεν, ὅτι ἕνας ἀριϑμὸς α δέν εἶναι ἴσος μὲ ἕνα ἄλλον 
ἀριϑμὸν β, χωρὶς ὅμως νὰ ϑέλωμεν νὰ δηλώσωμεν, ποῖος ἐκ τῶν δύο 
εἶναι μεγαλύτερος, γράφομεν αφῇ καὶ ἐκφωνοῦμεν: ἄλφα δι ά- 
φορον τοῦ βῆτα. 


4. Παρενϑέσεις. Εἰς τὴν ᾿Αλγεβραν, ὅπως καὶ εἷς τὴν ᾿Αρι- 
ϑμητικήν, χρησιμοποιοῦμεν τὰς παρενϑέσεις (...}, ὅταν ϑέλωμεν νὰ 
δηλώσωμεν, ὅτι αἱ πράξεις, αἷ ὅποῖαι περικλείονται μεταξὺ 'τῶν πα- 
ρενϑέσεων. πρέπει νὰ ϑεωροῦνται, ὅτι ἔχουν ἐκτελεσϑῆῇ. 

ΠΧ. Τὸ 6-8---5 φανερώνει ἁπλῶς τὰς πράξεις, τὰ ὁποίας πρέπει νὰ 
κάμωμεν ἐπὶ τῶν ἀριθμῶν 6, 8, 5. 

Ἐνῷ τὸ (6:8--5) παριστάνει τὸ ἐξαγόμενον τῶν πράξεων αὐτῶν, αἱ 
ὁποῖαι ὑποτίθενται, ὅτι ἔχουν ἐκτελεσθῆ. 

Ἐπίσης διὰ νὰ παραστήσωμεν τὸ γινόμενον τοῦ ἀθροίσματος 1-9 ἐπὶ 
τὴν διαφορὰν 12-8 γράφομεν 

(-9) Χ ((2--8. ἤ ἁπλούστερον (7-.-9.12---8).. 

τὸ (α-Ἐβ)γ- δ: Ἐε) 
παριστάνει τὸ γινόμενον τοῦ ἀθροίσματος α-Ἐβ, τὸ ὁποῖον θεωρεῖται ἐκτε- 
λεσθέν, ἐπὶ τὸ ἄθροισμα γ-δ-Γε, τὸ ὁποῖον θεωρεῖται ἐπίσης ὡς ἐκτελεσθέν. 

Αἱ παρενϑέσεις εἶναι τριῶν εἰδῶν : ᾿ 
αἷ συνήϑεις παρενϑέσεις (.. }» 


ς 9 , 


αἵ ἀγκύλαι [.. .], αἷ ὁποῖαι περικλείουν τὰς παρενϑέσεις [...(...}} 


καὶ αἱ ἑνωτικαὶ γραμμαί Ι. ἘΝ ᾿ , αἷ ὅποῖαι περιχλείουν παρενϑέ" 
σεις καὶ ἀγκύλας ᾧ «« «1. «ν (ὐννλννν] νον 


Παρατήρησις. Δὲν πρέπει νὰ συγχέωμεν τὰς παραστάσεις 
δ--ἀ4ἀχκ θ- 2 καὶ (65--4 Χ (6:2). 

Ἢ πρώτη φανερώνει, ὅτι πρέπει νὰ προσθέσωμεν εἰς τὸ 5 τὸ γινόμε- 
νον 4Χ6 καὶ ἔπειτα εἰς τὸ ἐξαγόμενον 29 νὰ προσθέσωμεν τὸ 2. Τὸ ἐξα- 
γόμενον τῆς πρώτης εἶναι 5-24-[2::31. 

Ἢ δευτέρα φανερώνει, ὅτι πρέπει νὰ πολλαπλασιάσωμεν τὸ ἄθροισμα 
5-[.4, δηλ. τὸ 9, ἐπὶ τὸ ἄθροισμα 6-{-2, δηλ. ἐπὶ τὸ 8. Τὸ ἐξαγόμενόν της θὰ 
εἶναι 9).8-Ξ-72. 


5. Πλεονεκτήματα ἀπὸ τὴν χρῆσιν τῶν γραμμάτων καὶ 


τῶν σημείων. Διὰ νὰ κατανοήσωμεν πῶς ἦ "άλγεβρα, μὲ τὴν χρῆσιν 
τῶν γραμμάτων καὶ τῶν σημείων ἁπλοποιεῖ καὶ γενιχεύει ὅλα τὰ ζη- 
τήματα τῆς ᾿Αριϑμητικῆς, ϑὰ δώσωμεν ἕνα ἁπλοῦν παράδειγμα. 
"ἃς ὑποϑέσωμεν, ὅτι ἔχομεν νὰ λύσωμεν τὸ κάτωϑι πρόβλημα: 
Προόβλημα : Μία ἁιαξοστοιχία διανύει 46 χιλιόμετρα τὴν ὥραν᾽ 
πόσα χιλιόμετρα ϑὰ διανύσῃ εἰς 8,56 ὥρας ; ᾿ 
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᾿Αφοῦ ἡ ἁμαξοστοιχία εἰς 1 ὥραν διανύει 45 χιλιόμετρα 
εἰς 3,5 ὥρας θὰ διανύσῃ 35 φορὰς περισσότε- 
ρον χιλιόμετρα, δηλ. θὰ διανύσῃ 
᾿ς ἢ 45 χλμ,.Χ35 ἢ 157,5 χλμ. 

᾿Εὰν εἷς τὸ πρόβλημα αὐτὸ ἀλλάξωμεν τὴν ταχύτητα τῆς ἅμαξο- 
στοιχίας καὶ τὸν χρόνον τῆς κινήσεώς της, δηλ. ἔάν, ἀντὶ τῶν ἄρι" 
ϑμῶν 4 καὶ 8,5 ϑέσωμεν ἄλλους ἀριϑμούς, ϑὰ ἔχωμεν νὰ λύσωμεν 
ἕνα ἄλλο πρόβλημα, ὅμοιον πρὸς τὸ δοϑέν. 

Εἷς τὴν ᾿Αριϑμητικὴν ὅλα τὰ προβλήματα τοῦ εἴδους αὐτοῦ λύον" 
ται κατὰ τὸν αὐτὸν τρόπον, ἀλλὰ πρέπει χάϑε φορὰν νὰ κάμωμεν 
τοὺς ἰδίους συλλογισμούς, διὰ νὰ εὕρωμεν τὸ ζητούμενον. ᾿ 

Τοὐναντίον, εἷς τὴν ΓΑλγεβραν ὅλα τὰ προβλήματα τοῦ εἴδους 
αὑτοῦ, χάρις εἷς τὴν χρῆσιν τῶν γραμμάτων, λύονται μὲ ἕνα μόνον 
γενικὸν πρόβληιια. 

Πράγματι" τὸ ἀνωτέρω πρόβλημα εἷς τὴν ᾿Αλγεβραν διατυπώ- 
νεται ὡς ἕξῆς : 

ἽΕνα κινητὸν διανύει ὃ χιλιόμετρα τὴν ὥραν᾽ πόσα χιλιόμετρα ϑὰ 
διανύσῃ εἷς ἐ ὥρας ; 

᾿Αφοῦ εἰς 1 ὥραν διανύει ν χιλιόμετρα, 

εἰς τ ὥρας θὰ διανύσῃ νχίε ἢ νι χιλιόμετρα. 

Τὸ διάστημα λοιπόν, ποὺ θὰ διανύσῃ τὸ κινητὸν εἰς ἰ ὥρας, εἶναι νί, 

᾿ΕἘἀάν παραστήσωμεν μὲ Χ τὸ διάστημα αὐτό, θὰ ἔχωμεν τὴν ἰσότητα 


᾿Ἐὰν τώρα ϑέλωμεν νὰ λύσωμεν ἕνα οἱονδήποτε πρόβλημα τοῦ 
εἴδους αὑτοῦ, ἀρκεῖ νὰ ἀντιγαταστήσωμεν εἰς τὴν ἰσότητα αὑτὴν τὰ 
γράμματα ν καὶ ἴ μὲ τοὺς ἀοιϑμούς, τοὺς ὁποίους παριστάνουν. 

Οὕτω, ἐὰν ϑέλωμεν νὰ εὕρωμεν πόσον διάστημα ϑὰ διανύσῃ μία 
ἁμαξοστοιχία εἷς 2,0 ὥρας, ἄν κινῆται μὲ ταχύτητα 80 χλμ. τὴν ὥραν, 
πρέπει νὰ ἀντικαταστήσωμεν εἷς τὴν ἰσότητα (1) τὸ ν μὲ 80 καὶ τὸ 
τ μὲ 2,5. Τὸ ζητούμενον διάστημα ϑὰ εἶναι λοιπόν. 

χϑεῦῦ χιλιόμ. Χι Ξ,ὕπεε 195 χιλιόμετρα. 

6 Τύποι. Μία ἰσότης, ὅπως ἢ ἰσότης χΞεενῖ, ἧ ὁποία δίδει τὴν 
τὴν τιμὴν ἑνὸς ἀγνώστου ποσοῦ, ὅταν γνωρίζωμεν ἄλλα ποσά, τῶν 
ὁποίων αἷ τιμαὶ παρίστανται μὲ γράμματα, λέγεται τύπος. 

᾿Επίσης ἡ ἰσότης ΤΞΞ ἡ Σ τὴν ὁποίαν εὑρήκαμεν εἷς τὴν 
Ἀριϑμητικὴν καὶ ἧ ὁποία δίδει τὸν τόκον Τ' ἑνὸς κεφαλαίον Καὶ εἷς Χ 
ἔτη πρὸς Ε'5}., εἶναι ἕνας τύπος. 


Προεισαγωγιμαὶ γνώσεις τ 


Γενικῶς: Τύπος εἶναι μία ἰσότης, ἡ ὁποία δίδει ὑπὸ μορφὴν συμ’ 
πυκνωμένην, τὴν σειρὰν τῶν πράξεων, τὰς ὁποίας πρέπει νὰ ἐκτελέσω" 
μεν ἐπὶ τῶν δεδομένων ἑνὸς προβλήματος, διὰ νὰ εὕρωμεν τὸ ζητού-" 
μενον- 

Ἢ "Αλγεβρα προσπαϑεῖ νὰ δώσῃ εἷς κάϑε μαϑηματικὸν ζήτημα 
μίαν γενικὴν λύσιν, ἣ ὁποία νὰ ἐκφράζεται μὲ ἕνα ἢ περισσοτέρους 
τύπους" διὰ τοῦτο δυνάμεϑα νὰ εἴπωμεν, ὅτι ἧ γἌλγεβρα εἶναι ἡ ἐπι" 
στήμη τῶν μαϑηματικῶν τύπων. 

Ἵ, Πλεοονεκτήματα τῶν τύπων. ἴον. νας τύπος ἐπιτρέπει 
νὰ λύσωμεν ὅλα τὰ προβλήματα, τὰ ὁποῖα διαφέρουν μόνον κατὰ τὰ 
ἀριϑμητικὰ δεδομένα των. 


Οὕτω ὁ τόπος ΕΞξεβυ ἐπιτρέπει νὰ εὕρωμεν τὸ ἐμβαδὸν ἑνὸς τυχόντος 
ὀρθογωνίου, ὅταν γνωρίζωμεν τὴν βάσιν τοῦ β καὶ τὸ ὕψος τοὺ υ. 


φον. ᾿Επίσης ἕνας τύπος φανερώνει κατὰ ἕνα τρόπον σύντομον 
καὶ σαφῇ τὰς σχέσεις, αἷ ὁποῖαι ὑπάρχουν μεταξὺ τῶν δεδομένων καὶ 
τοῦ ἀγνώστου ἑνὸς προβλήματος, ἐνῷ ἧ διατύπωσις τῶν σχέσεων αὖ- 
τῶν διὰ λόγων ϑὰ ἦτο γενικῶς μακρὰ καὶ σύνϑετος. 

Π.χ. Ὁ τύπος ΤΞΞ 





10ῦ δεικνύει ἀμέσως, ὅτι : 


Διὰ νὰ εὕρωμεν τὸν τόκον ἑνὸς κεφαλαίου πρέπει νὰ πολλαπλασιά 
σωμεν τὸ κεφάλαιον ἐπὶ τὸ ἐπιτόκιον, τὸ γινόμενον ἐπὶ τὸν χρόνον καὶ 
τὸ νέον γινόμενον νὰ διαιρέσωμεν διὰ 100. 

᾿Ἐπίσης ἀντὶ νὰ εἴπωμεν : 

Τὸ μῆκος τῆς περιφερείας Γ' ἑνὸς κύκλου εἶναι ἴσον μὲ τὸ γινόμε" 
γον τοὺ ἀριϑμοῦ πὶ ἐπὶ τὴν διάμετρόν του (διπλάσιον τῆς ἀκτῖνος), ἄρ᾽ 
κεῖ νὰ γράψωμεν ΓΞ 5πῈΕ. 

Δυνάμεϑα νὰ μετασχηματίσωμεν ἕνα τύπον καὶ νὰ λάβωμεν 
ἐξ αὑτοῦ ἄλλους τύπους, οἵ ὅποῖοι μᾶς ἐπιτρέπουν νὰ λύσωμεν νέας 
σειρὰς προβλημάτων. ᾿Αργότερον ϑὰ ἴδωμεν, πῶς κάμνομεν αὐτοὺς 
τοὺς μετασχηματισμούῦς. 

8. ᾿Αριϑμητικὴ τιμὴ ἑνὸς τύπου. ᾿Δριϑμητικ ἡ τιμὴ 
ξνὸς τύπου λέγεται τὸ ἐξαγόμενον, τὸ ὅποῖον εὑρίσκομεν, ἐὰν 
ἀντικαταστήσωμεν τὰ γράμματα τοῦ τύπου μὲ ἀριϑμοὺς καὶ ἐκτελέ- 
σωμεν τὰς πράξεις, αἷ ὁποῖαι σημειώνονται. 

Πιχ. Ἢ ἀριθμητικὴ τιμὴ ἜΑ ΤΟΣ νὶ, διὰ νΞξ45 καὶ Ὁ 3. εἶναι 

Ἡ ἀριθμητικὴ τιμὴ τοῦ τύπου ΧΞΞ ΞΡ, διὰ αΞε3β3, βεξᾶ, γξξά εἶναι 

3.8.4 
τῶ- ΞΞ 48. 


"Ασκήσεις - 1, 8, 8, 4, ὃ, 6, 7. 


ὅτ ος 


8 Σχετικοὶ ἀριϑμοὶ ὁ 
3. Σχετικοὶ ἀριϑμοὶ 


9. Ποσά, τὰ ὁποῖα δύνανται νὰ μετρηϑοῦν κατὰ δύο 
ἀντιϑέτους φοράς. Μερικὰ ποσὰ δύνανται νὰ μετρηϑοῦν κατὰ δύο 
ἀντιϑέτους φοράς : 

Π.χ. Ο δρόμος, τὸν ὁποῖον διανύει ἕνα αὐτοκίνητον, τὸ ὁποῖον 
ἀναχωρεῖ ἐκ Τριπόλεως καὶ κινεῖται ἐπὶ τῆς ὁδοῦ ᾿Αϑηνῶν---Καλαμῶν, 
δύναται νὰ μετρηϑῇ κατὰ δύο ἀντιϑέτους φοράς, καϑόσον τὸ αὑτοκί- 
γητον διευϑύνεται εἴτε πρὸς τὰς Καλάμας, εἴτε πρὸς τὰς ᾿Αϑήνας. 

Ἢ ϑερμοκρασία ἑνὸς τόπου δύναται νὰ μετρηϑῇ κατὰ δύο ἀντι- 
ϑέτους φοράς : ἄνω τοῦ μηδενὸς ἢ κάτω τοῦ μηδενός. ᾿ 

Ἢ χρονολογία ἑνὸς γεγονότος δύναται νὰ μετρηϑῇ ἐπίσης κατὰ 
δύο τρόπους : πρὸ Χοιστοῦ, ἢ μετὰ Χριστόν. ᾿ 

Διὰ νὰ προσδιορισϑοῦν ἀκριβῶς τὰ ποσὰ τοῦ εἴδους αὐτοῦ, δὲν 
ἀρκεῖ νὰ μετρηϑοῦν μὲ μίαν μονάδα μετρήσεως καὶ νὰ παρασταϑῇ τὸ 
μέτρον των μὲ ἕνα ἀριϑμόν᾽ πρέπει ὁ ἀριϑμὸς αὐτὸς νὰ συνοδεύεται 
καὶ μὲ μίαν ἔκφρασιν, ἧ ὁποία νὰ δηλώνῃ τὴν φορὰν κατὰ τὴν ὁποίαν 
ἐμετρήϑησαν τὰ ποσὰ αὐτά: 

Τὰ τοιαῦτα ποσὰ λέγονται προσανατολισμένα ποσὰ ἢ 
μεγέϑη. 

Παραδείγματα. ἴον. ᾿Ἂς ὑποθέσωμεν, ὅτι ἕνα κινητὸν κινεῖται ἐπὶ 
μιᾷς εὐθείας χ΄χ (Σχ. 1) καὶ ὅτι κατά τινα στιγμὴν εὑρίσκεται εἰς τὸ ση- 


Σχ. 1 


μεῖον Ο. ᾿Εὰν τὸ κινητὸν κινούμενον ἐπί τῆς εὐθείας αὐτῆς, ἀπομακρυνθῇ 
ἀπὸ τὸ σημεῖον Ο κατὰ 4 μέτρα, δὲν ὁρίζεται ἀκριβῶς ἡ θέσις τοῦ κινητοῦ" 
διότι τὸ κινητὸν δύναται νά κινηθῇ πρὸς τὰ δεξιὰ ἢ πρὸς τὰ ἀριστερὰ τοῦ 
Ο. Πρέπει νὰ εἴπωμεν, ὅτι διήνυσε 4 μέτρα πρὸς τὰ δεξιὰ τοῦ Ο, ὁπότε 
θὰ εὑρίσκεται εἰς τὸ σημεῖον Μ, ἢ ὅτι διήνυσε 4 μέτρα πρὸς τὰ ἀριστε- 
ρἃ τοῦ Ο, ὁπότε θὰ εὑρίσκεται, εἰς τὸ σημεῖον Μ΄. 

2ον. Ἧ μέση θερμοκρασία ἑνὸς τόπου, δὲν καθορίζεται, ἐὰν εἴπωμεν, 
ὅτι εἶναι 2, 3, 4.... βαθμοί᾽ πρέπει νὰ δηλώσωμεν, ἐὰν οἱ βαθμοὶ ἐμετρήθη- 
σαν ἄνω ἢ κάτω τοῦ μηδενός. 


Διὰ νὰ ἁπλοποιήσωμεν τὰς ἐκφράσεις : πρὸς τὰ δεξιὰ ἢ πρὸς τὰ 
ἀριστερὰ τοῦ σημείου Ο, ἄνω ἢ κάτω τοῦ μηδενὸς κλπ. παραδεχόμε- 
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ϑα νὰ δηλώνωμεν τὴν φορὰν τῶν μεγεϑῶν μὲ τὰ σημεῖα -ἰ- καὶ ---ν 
τὰ ὁποῖα λέγονται σημεῖα προσανατολισμοῦ. 

Π.χ. θὰ λέγωμεν : ὅτι τὸ κινητὸν διήνυσε -4 μέτρα ἀντὶ νὰ εἴπωμεν 
4 μέτρα πρὸς τὰ δεξιὰ τοῦ σημείου Ο᾽ ἢ ὅτι διήνυσε ---4 μέτρα, 
ἀντὶ νὰ εἴπωμεν 4 μέτρα πρὸς τὰ ἀριστερ ἁ τοῦ Ο. 

᾿Ἐπίσης λέγομεν, ὅτι ἡ θερμοκρασία ἑνὸς τόπου κατά τινα στιγμὴν 
εἶναι -Ε12᾽, ἀντὶ νὰ εἴπωμεν 125 ἄ ν ὦ τοῦ μηδενός, ἢ ὅτι εἶναι ---10 βαθμοί, 
ἀντὶ νὰ εἴπωμεν, ὅτι εἶναι 10 βαθμοὶ κ ἀ τ τοῦ μηδενός. 


10. ᾿Ανάγκη τῆς δημιουργίας νέων ἀριϑμῶν. ᾿Εκτὸς τῶν 
λόγων, ποὺ ἀνεφέραμεν ἀνωτέρω. ὑπάρχουν καὶ ἄλλοι λόγοι, οἱ 
ὁποῖοι μᾶς ἐπιβάλλουν νὰ δημιονργήσωμεν νέους ἀριϑμούς. 

Π.χ. Δὲν δυνάμεθα νὰ ἐκτελέσωμεν τὴν ἀφαίρεσιν 6---15, ὅπου ὁ ἀφαι- 
ρετέος 15 εἶναι μεγαλύτερος τοῦ μειωτέου. 

“Ὅπως εἷς τὴν ᾿Αριϑμητικὴν ἐδημιουργήσαμεν τὰ κλάσματα διὰ 
νὰ κάμωμεν δυνατὴν καὶ τελείαν κάϑε διαίρεσιν καὶ εἷς περίπτωσιν 
ἀκόμη, ὅπου ὁ διαιρέτης εἶναι μεγαλύτερος-τοῦ διαιρετέον, οὕτω καὶ 
ἐδῶ πρέπει νὰ δημιουργήσωμεν ἕνα νέον εἶδος ἀριϑμῶν, τοὺς σχετι- 
κοὺς ἀριϑμούς, ὥστε νὰ εἶναι δυνατὴ κάϑε ἀφαίρεσις. 


11. Θετικοὶ καὶ ἀρνητικοὶ ἀριϑμοί. “Ολοι οἱ ἀριϑμοὶ τῆς ἀριϑ 
μητικῆς, ἐκτὸς τοῦ μηδενός, οἱ ὅποῖοι ἔχουν ἔμσιροσϑέν τῶν τὸ σημεῖον 
τοῦ προσανατολισμοῦ -ἰ- (πρόσημον -ἰ“), λέγονται ϑετικοὶ ἀριϑ μοί. 


Πιχ. Οἱ ἀριθμοὶ -Ε1, 12, Ἐ-Ξ, -ΕΥ̓ΤΒ εἶναι θετικοὶ ἀριθμοὶ 


καὶ ἐκφωνοῦνται κατὰ σειράν : 
σὺν ἕνα. σὺν δώδεκα, σὺν τρία τέταρτα, σὺν τε- 
τραγωνικὴ ρίζα τοῦ 15. , 

“Ὅλοι οἷ ἀριϑμοὶ τῆς ἀριϑμητικῆς, ἐκτὸς τοῦ μηδενός, οἱ ὅποῖοι 
ἔχουν ἔωπροσϑέν των τὸ σημεῖον τοῦ προσανατολισμοῦ --- [([πρόσημον---), 
λέγονται ἀρνητικοὶ ἀριϑμοί. 


7 “Ξε 

ΠΟ. οἱ ἀριθμοὶ --5, -- -' - γ28 εἶναι ἀρνητικοὶ ἀριθμοὶ καὶ 
ἐκφωνοῦνται κατὰ σειράν : 
πλὴν πέντε, πλὴν ἑπτὰ ὄγδοα, πλὴν τετραγῶνι: 
κὴ ρίζα τοῦ εἴκοσι ὀκτώ. 

12. Σχετικοὶ ἀριϑμοί. Τὸ σύνολον τῶν ϑετικῶν καὶ ἀρνη- 
τικῶν ἀριϑμῶν. συμπεριλαμβανομένου καὶ τοῦ μηδενός, χωρὶς κανένα 
σημεῖον προσανατολισμοῦ, λέγονται σχετικοὶ ἀριϑμοί. 


ΠΧ. Οἱ ἀριθμοὶ ---4, -ΕἸ2, ἀξ, --, 06,ϑ,.,. -ἸΥΕΥ̓Β, - ΥΩ 
εἶναι σχετικοὶ ἀριθμοί. ᾿ 
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᾿Εχτὸς τῶν ϑετικῶν καὶ ἀρνητικῶν ἀριϑμῶν, οἱ σχετικοὶ ἀριϑ' 
μοὶ περιλαμβάνουν καὶ τὸ μηδὲν Ο, τὸ ὁποῖον δὲν εἶναι οὔτε ϑετικόν, 
οὔτε ἄρνητιιόν. Τὸ μηδὲν 0 δὲν ἔχει κανένα σημεῖον προσανατολισμοῦ. 

18. Φυσικοὶ ἀριϑμοί, Οἱ ἀκέραιοι ἀριϑμοὶ τῆς ᾿Αριϑμητικῆς, 
δηλ. οἵ 1, 2, 8, 4,...., λέγονται φυσικοὶ ἀριϑμοί. 

14. "“Ομόσημοι ἀριϑμοί. Ἑτερόσημοι ἀριϑμοί 4ύο ἢ περισ- 
σύτεροι σχετικοὶ ἄἀριϑμοὶ λέγονται ὅμ ὀ σημοῖιν ἐὰν ἔχουν τὸ αὐτὸ ση" 
μεῖον προσανατολισμοῦ καὶ ἑτερόση μοι, ἐὰν δὲν ἔχουν τὸ αὐτὸ 
σημεῖον προσανατολιασμοῦ. 


Π.χ. Οἱ ἀριθμοὶ - ὃ, Ἐ ἐδ Υ̓25 εἶναι ὁμόσημοι. 


Ἐπίσης οἱ ἀριθμοὶ ---7, ---4,5, -ῷ εἶναι ὁμόσημοι. 


Οἱ ἀριθμοὶ ---8, -[ 4, 3, --Υ Ὗ. εἶναι ἑτερόσημοι. 


15. ᾿Απόλυτος τιμή. ᾽᾿Απόλυτος τιμὴ ἢ μέτρον ἑνὸς 
σχετικοῦ ἀριϑμοῦ εἶναι ὅ ἴδιος ἀριϑμός, χωρὶς τὸ σημεῖον του. 

Π. χ. ἡ ἀπόλυτος τιμὴ τοῦ -Ε8 εἶναι 8, καὶ τοῦ ---12 εἶναι 12. 

Ἢ ἀπόλντος τιμὴ ἑνὸς σχετικοῦ ἀριϑμοῦ α παρίσταται μὲ τὸ 
σύμβολον [|α]. 


ΠΧ. ἡ ἀπόλυτος τιμὴ τοῦ --5 παρίσταται μὲ τὸ σύμβολον [|--5|, 
καὶ ἐκφωνεῖται: ἀπόλυτος τιμὴ τοῦ πλὴν 5. 


Κατὰ τὸν δρισμὸν τῆς ἀπολύτου τιμῆῇς ϑὰ εἶναι 
[--|ῦ τοῦ. {-Ἐ1|-ετ΄Ψ 

10. Συνϑήκη. Κάϑε ϑετικὸς ἀριϑμὸς εἶναι ἴσος μὲ τὴν ἀπόλυτον 

τιμήν τον. 
ΠΧ. «ἴδ, ξὸ 3: τς 
5 5 

Ἢ παραδοχὴ αὐτή, ὡς ϑὰ ἴδωμεν κατωτέρω, δὲν εἰσάγει καμ- 
μίαν ἀντίφασιν. Χάρις εἷς αὑτὴν οἵ ϑετικοὶ ἀριϑμοὶ παρίστανται, 
ὅπως οἱ ἀριϑμοὶ τῆς ᾿Αριϑμητιχῆς. 

Οἱ μόνοι λοιπὸν νέοι ἀριϑμοί, ποὺ εἰσάγονται εἷς τὴν Αλγε- 
βραν, εἶναι οἵ ἀρνητικοὶ ἀριϑμοί. 

17. ᾿Αντίϑετοι ἀριϑμοί. Δύο σχετικοὶ ἀριϑμοὶ λέγονται ἂν 


τίϑετοι ἢ συμμετρικοί, ἐὰν ἔχουν τὴν αὐτὴν ἀπόλυτον 


τιμὴν καὶ διάφορα σημεῖα. 
Πχ. Οἱ ἀριθμοὶ -5 καὶ --Ξ εἶναι ἀντίθετοι. 
Ὁ σχετικὸς ἀριθμός, ὁ Ἰἀντίθετος τοῦ --15 εἶναι ὁ -Ἐ15. 
Ὃ σχετικὸς ἀριθμός, ὁ ἀντίθετος τοῦ αἁ εἶναι ὁ --α. 








" 
Ζ 
᾿ 
Ἂ 
ἔς 
τὸ 
Η 
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Σ ἢ μ. Δὲν πρέπει νὰ λέγομεν πο τέ, ὅτι δύο σχετικοὶ ἀριϑμοὶ εἶναι 
ἴσοι καὶ ἔχουν διάφορα σημεῖα, ἀλλὰ ὅτι εἶναι ἀντίϑετοι ἣ συμ- 
μετροικοί. 

18, Ἰσότης σχετικῶν ἀριϑμῶν. Δύο σχετικοὶ ἀριϑμοὶ λέγονται 
ἴσοι ἐὰν ἔχουν τὴν αὐτὴν ἀπόλυτον τιμὴν καὶ τὸ αὐτὸ σημεῖον προσ’ 
ανατολισμοῦ. 

Οὕτω Εϑεξι-5, ἐνῷ (--52 (5. 

Ὁμοίως ἢ ἰσότης αξεβ 
ἐκφραζει, ὅτι οἱ δύο σχετικοὶ ἀριϑμοὶ α καὶ β ἔχουν τὴν αὐτὴν 

ἀπόλυτον τιμὴν καὶ τὸ αὐτὸ σημεῖον. 

Δύο σχετικοὶ ἀριϑμοὶ εἶναι ἄνισοι, ἐὰν διαφέρουν, εἴτε κα- 
τὰ τὴν ἀπόλυτον τιμήν, εἴτε κατὰ τὸ σημεῖον τοῦ προσανατολισμοῦ, εἴτε 
καὶ κατὰ τὴν ἀπόλυτον τιμὴν καὶ κατὰ τὸ σημεῖον τοῦ προσανατο.- 
λισμοῦ. ᾿ 

Πχ. Οἱ ἀριθμοὶ -ἴδ καὶ -8 εἶναι ἄνισοι. Ἐπίσης οἱ ἀριθμοὶ 
ἜΘ. καὶ - καθὼς καὶ οἱ -Ἰ..Ὸ καὶ --7 εἶναι ἄνισοι. 

19. ᾿Ιδιότητες τῆς ἰσότητος. Αἱ ἰδιότητες τῆς ἰσότητος εἶναι : : 

1ον. ᾿Εὰν αξξβ ϑὰ εἶναι καὶ βετεα (συμμετρικός νόμος). 

2ον. ᾿Εὰν αΞξβ καὶ βξξγ, ϑὰ εἶναι καὶ ἀξξξεγ (μεταβατικὸς νόμος). 


20. Πραγματικοὶ ἀριϑμοί. Οἱ σχετικοὶ ἀριϑμοὶ καὶ τὸ μηδὲν 
ἀποτελοῦν τὸ σύνολον τῶν πραγματικῶν ἀριϑμῶν. “Ὅταν λέγωμεν, 
ὅτι ἕνας ἀριϑμὸς α εἶναι πραγματιχός, ἐννοοῦμεν, ὅτι ὃ α εἶναι εἴτε 
ϑετικὸς ἀριϑμός, εἴτε ἀρνητικός, εἴτε μηδέν. 

Σ ἡ μ. ᾿Αργότερον θὰ ἴδωμεν, ὅτι ἐκτὸς τῶν πραγματικῶν ἀριϑμῶν 
ὑπάρχουν εἰς τὴν ΓΑλγεβραν καὶ οἱ λεγόμενοι μιγαδικοὶ ἀριδμοί, ἜΣ ὅλων δὲ 
τῶν ἀριϑμῶν, ᾿Αλγεβοικοὶ καλοῦνται ἐκεῖνοι, οἱ ὁποῖοι 
εἶναι ρίζαι ἀκεραίου πολυωνύμον μὲ συμμέ: 
τρους συντελεστάς. Οἱ πραγμοτικοὶ ἀλγεβρικοὶ ἀριϑμοὶ εἶναι 
ὁπωσδήποτε σχετικοὶ ἀριθμοί, δηλ. ἢ ϑετικοὶ ἢ ἀρνητικοὶ ἢ μηδέν᾽ ἀλλὰ ὅλοι 
οἵ σχετικοὶ ἀριδμοὶ δὲν εἴναι καὶ ἀλγεβρικοὶ ἀριϑμοί, Οὕτω ὁ γνωστὸς ἀριϑ- 
μὸς πεεϑ,14189.,... 0, (λόγος περιφερείας πρὸς τὴν διάμετρόν της), δὲν εἶναι 
ρίζα ἀκεραίου πολυωνύμου καὶ συνεπῶς δὲν εἶναι ἀλγεβυιχὸς ἀριθμός. Οἱ μὴ 
ἀλγεβρικοὶ ἀριθμοί, ὅπως τὸ π, λέγονται ὑπερβατικοὶ ἀριϑμοί. 

ἀσκήσεις 8, 9, 10. 

«21. Διατάξεις τῶν σχετικῶν ἀριϑμῶν κατὰ τάξιν μεγέ- 
ϑους. Δς συγχοίνωμεν μεταξύ των, τοὺς σχετικοὺς ἀριϑμούς, οἵ 
ὁποῖοι παριστάνουν τὴν περιουσιακὴν κατάστασιν δύο προσώπων Α 
καὶ Β κατά τινα ἡμέραν καὶ τὰ ὁποῖα “πρόσωπα εἶχον τὸ αὐτὸ 
ποσὸν α εἷς τὸ Ταμεῖον των. 
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Ἔστω, ὅτι ὃ Α εἰσέπραξε 3000 δρχ. δηλ. ἔχει α- 2000 δρχ. 
ὃ Β ἐπλήρωσε 8000 δρχ. δηλ. ἔχει α---8000 δρχ. 
Εἶναι φανερόν, ὅτι, ἧ περιουσία τοῦ Α εἶναι μεγαλυτέρα τῆς 
περιουσίας τοῦ Β. 
Δηλ. τὸ -Ἐ2000 εἶναι μεγαλύτερον τοῦ ---8000. 
Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν, ὅτι 
Ι. Κάϑε ϑετικὸς ἀριϑιιὸς εἶναι μεγαλύτερος ἀπὸ κάϑε ἀρνητικὸν. 
ἀριϑμόν. 
Κατὰ τὰ ἀνωτέρω θὰ εἶναι 4» ---2Ζ8, 1) -- 754. 
3ον "ἔστω, ὅτι ὃ Α εἰσέπραξε 8000 δροχ-, δηλ. ἔχει α-[-8000 δρχ. 
ὃ Β εἰσέπραξε 1000 δρχ., δηλ. ἔχει α-[-1000 δρχ- 
Εἶναι φανερόν, ὅτι ἧ περιουσία τοῦ Α εἶναι μεγαλυτέρα τῆς πε’ 
οιουσίας τοῦ Β. 
Δηλ. τὸ -Ε3000 εἶναι μεγαλύτερον τοῦ -ἘΊΟΟΟ. 
"Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν ὅτι : 
11. "Εν δύο ϑετικῶν ἀριϑμῶν μεγαλύτερος εἶναι ἐκεῖνος, ὁ ὁποῖος 
ἔχει μεγαλντέραν ἀπόλυτον τιμήν. 
Κατὰ τὰ ἀνωϊέρω θὰ εἶναι 8)» 44ἁ 106)» 105. 
ϑον. "ἔστω, ὅτι ὁ Α ἡπλήρωσε 8000 δρχ.. δηλ. ἔχει α---8000 δρχ. 
ὁ Β' ἐπλήρωσε 1000 δρχ., δηλ. ἔχει α--- 1000 δρχ. 
Πλονφιώνερος εἶναι ὁ Β,, διότι ἡ πληρωμή του εἶναι μικροτέρα. 
Δηλι τὸ --ἰ000. εἶναι μεγαλύτερον τοῦ --Ά000. 
"ἕν τπῶν ἀνωτέρω συνάγομεν, ὅτι : 
ΠῚ, "ν ὀνο ἀρνητινῶν ἀριϑμῶν μεγαλύτερος εἶναι ἐκεῖνος, ὅ 
ὅποῖος ἔχει 'μιμθονέραν ἀπόλυτον τιμήν. 
Κατά τὰ ἀνωτέρω θὰ εἶναι --5) --600, --1)»---2564. 
ἀον. ναι φανερόν, ὅτι εἶναι προτιμότερον νὰ μὴν ἔχῃ κανεὶς 
τίποτε, δηλ. νὰ ἔχῃ Ὁ δραχμάς παρὰ νὰ ὀφείλῃ ἕνα ποσόν. 
Δηλ. τὸ 0 εἶναι μικρότερον τοῦ -[-200 καὶ μεγαλύτερον τοῦ ---ἸΌ00. 
ΙΝ. Κάϑε ϑετικὸς ἀριϑμὸς εἶναι μεγαλύτερος τοῦ μηδενός 
Κάϑε ἀρνητικὸς ἀριϑμὸς εἶναι μικρότερος τοῦ μηδενός. 
Κατὰ τὰ ἀνωτέρω θὰ εἶναι 8).»0, ΟΣ» --75, ---2ά«(Ὁ. 
Κατόπιν τῶν ἀνωτέρω δυνάμεϑα νὰ γράψωμεν τοὺς πραγματικοὺς 
ἀριϑμοὺς κατὰ τὴν ἀκόλουϑον σειρὰν μεγέϑους : 
-τοῦ ,.... -τῦ, -4, -8, --Ὦ, ---1,0, -ΕἘ1,-Ἐ2, 8, -Γά,... τὸ, 
Μὲ τὸ σύμβολον οὐ (ἄπειρον) παριστάνομεν ἕνα ἀριϑμὸν ἀπεί- 
ρῶς μεγάλον κατ᾽ ἀπόλυτον τιμήν. 
«Εἷς τὴν σειρὰν αὐτὴν κάϑε ἀριϑμός, ὁ ὅποῖος εὑρίσκεται ἀριστε- 
ρὰ ἑνὸς ἄλλου εἶναι μικρότερος αὐτοῦ. 
"Ασκήσεις : 11, 12, 18. 
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8. Γεωμετρικὴ παράστασις τῶν 
σχετικῶν ἀριϑμῶν 


32.. Γραφικὴ παράστασις ἑνὸς σχετικοῦ ἀριϑμοῦ. Γνω- 
οἰζομεν, ὅτι κάϑε ἀριϑμὸς τῆς ᾿Αριϑμητικῆς δύναται νὰ παρασταϑῇ 
μὲ ἕνα εὐθύγραμμον τμῆμα καὶ ἀντιστρόφως εἰς κάϑε εὐϑύγραμμον 
τμῆμα, τὸ ὁποῖον παριστάνει ἕνα μέγεϑος δύναται νὰ ἄντιστοιχίσῃ 
ἕνας ἀριϑμὸς τῆς ᾿Αριϑμητικῆς, ἀρκεῖ νὰ λάβωμεν ὡς μονάδα μετρή-" 
σεὼς ἕνα εὐθύγραμμον τμῆμα. 

Διὰ νὰ παραστήσωμεν γεωμετρικῶς ἕνα σχετιχὸν ἀριϑμὸν πρέ- 
πει νὰ ϑεωρήσωμεν, ὅτι τό εὐθύγραμμον τμῆμα δύναται νὰ διανυϑῇ 
ἀπὸ ἕνα κινητόν, εἴτε κατὰ μίαν ὡρισμένην φοράν, εἴτε κατὰ τὴν ἄν- 
τίϑετον φοράν 

Οὕτω τὸ εὐθύγραμμον τμῆμα ΑΒ (Σχ. 2) 
δύναται νὰ διανυϑῇ εἴτε ἐκ τοῦ α πρὸς τὸ ΣΧ. 2 
Β, εἴτε ἀντιϑέτως ἐκ τοῦ πρὸς τὸ Α. Τὰ δύο 
εὐϑύγοαμμα τμήματα ΑΒ καὶ ΒΑ ἔχουν προφανῶς τὴν αὑτὴν ἄριϑμη- 
τικὴν τιμήν, ἀλλὰ εἶναι διακεκριμένα μεταξύ τῶν, ἐπειδὴ διηνύϑησαν 
ἀπὸ ἕνα κινητὸν κατά δύο διαφόρους φοράς. 

“Ὥστε ἕνα εὐθύγραμμον τμῆμα, τοῦ ὁποίου τὸ μέτρον εἶναι ἕνας 





--- 


Β 


σχετικὸς ἀριϑμός, εἶναι ἕνα τμῆμα προσανατολισμένης 
εὐθείας ἢ ἑνὸς ἄξονος. 


953. "Αξων. Ἔστω μία ἀπεριόριστος εὐϑεία χ'χ. Ἕνα κινητὸν 
ς 





Σχ. 3 


δύναται νὰ διανύσῃ τὴν εὐθεῖαν αὐτήν, εἴτε κατὰ τὴν φορὰν τοῦ βέ- 
λους β, εἴτε κατ᾽ ἀντίϑετον φοράν. Διὰ νὰ διαχρίνωμεν τὰς δύο φο- 
ρὰς μεταξύ των, δίδομεν εἷς μίαν ἐξ αὐτῶν, αὐϑαιρέτως, τὸ ὄνομα 
ϑετικὴ φορά, ὅπότε ἣ ἄλλη ϑὰ ὀνομασϑῇ ἀρνητικὴ φορά. 

Συνήϑως ὡς ϑετικὴν φορὰν λαμβάνομεν τὴν φορὰν ἐκ τοῦ χ΄ πρὸς 
τὸ χ καὶ ὡς ἀρνητικὴν τὴν φορὰν ἐκ τοῦ χ πρὸς τὸ χ΄. 

Ἢ ἀπεριόριστος εὐϑεῖα Χ'Χ ἐπὶ τῆς ὁποίας ἔχει δρισϑῇ ἡ ϑετικὴ 
φορὰ καὶ κατὰ συνέπειαν καὶ ἧ ἀρνητικὴ φορὰ λέγεται ἄξων ἢ 
προσανατολισμένη εὐϑεῖα. 
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94. Θετικὰ καὶ ἀρνητικὰ εὐϑύγραμμα τμήματα (διανύ- 
σματα). Ἔστωσαν Α καὶ Β δύο σημεῖα τοῦ ἄξονος χ΄ Χ. 


β 


----Ὁ 
---- 


Ι 
χ' Α Β [ΕΣ 
Σχ. 4 





Τὸ εὖϑ. τμῆμα ΑΒ τοῦ ἄξονος χ΄χ (Σχ. 4) δύναται νὰ διανυϑῇ ἀπὸ 
ἕνα κινητόν, εἴτε κατὰ τὴν φορὰν ἐκ τοῦ Α πρὸς τὸ Β, εἴτε κατὰ τὴν 
φορὰν ἐκ τοῦ Β πρὸς τὸ Α. Ὅταν τὸ κινητὸν ἀκολουϑῇ τὴν φορὰν 
τοῦ ἄξονος, τότε τὸ εὖϑ. τμῆμα, τὸ διανυόμενον ὕπ᾽ αὑτοῦ, ϑὰ ϑεω- 
οἶται ϑετικόν, ἄλλως ϑὰ ϑεωρῆται ἀρνητικόν- 

Πχ. Τὸ εὖθ. τμῆμα ΑΒ εἶναι θετικόν, ἐνῷ τὸ ΒΑ εἶναι ἀρνητικόν. 

Τὸ σημεῖον, ἀπὸ τὸ ὁποῖον ἐκκινεῖ τὸ κινητόν, διὰ νὰ διανύσῃ τὸ 
εὖϑ. τμῆμα, ὀνομάζεται ἀοχὴ τοῦ εὖϑ. τμήματος καὶ τὸ 
σημεῖον εἰς τὸ ὅποῖον φϑάνει τὸ κινητόν, λέγεται τέλος τοῦ ε ὑ ὃ. 
τμήματος. 

95. ᾿Αλγεβρικὴ τιμὴ ἑνὸς εὖὐῦ. τμήματος τοῦ ἄξονος Χ΄Σ. 
Ἔστωσαν Α καὶ Β δύο σημεῖα τοῦ ἄξονος χ΄χ (Σχ. 58). Θὰ ὀνομάσω- 
μὲν ἀλγεβροικὴν τιμὴν τοῦ εὖϑ. τμήματος ΒΑ τὸν ἀριϑμόν, ὃ ὅποῖος 
ἔχει ὧς ἀπόλυτον τιμὴν τὸν ἀριϑμόν, ὅ ὁποῖος ἐκῳφράζει τὸ μῆ- 
κος του, μετρηϑὲν διὰ δοθείσης μονάδος, καὶ ὡς σημεῖον τὸ -Ἢ ἢ τὸ 
-- καϑόσον τὸ εὖδ. τμῆμα εἶναι ϑετικὸν ἢ ἀρνητικόν. 


χ' Α Β Χ 
Σχ. 5 

ΠΧ. Ἢ ἀλγεβρικὴ τιμὴ τοῦ εὐθ. τμήματος ΑΒ (Σχ. 5) εἶναι - 5, ἐνῷ 
τοῦ εὖθ. τμήματος ΒΑ εἶναι ---5. 

Ἢ ἀλγεβοικὴ τιμὴ ἑνὸς εὖϑι τμήματος ΔΒ παρίσταται μὲ τὸ σύμ- 
βολον ΑΒ, τὸ ὁποῖον ἀπαγγέλλεται: ἀλγεβοικὴ τιμὴ το ῦ 
εὐϑυγράμμον τμήματος ΑΒ. 

Οὕτως, ὅπως φαίνεται εἷς τὸ σχῆμα (6) ϑὰ εἶναι : 

ἈΒ---[ὃὉ, ΒΑ4--- -ὅ, καὶ ΑΒ-Ξἰ ΑΒ|-ε ΒᾺ-ϑῦ.Ψ 

᾿Αντιστρόφως Διὰ νὰ παραστήσωμεν γραφικῶς ἕνα σχετικὸν 
ἀριϑμὸν ἐργαζόμεϑα ὡς ἕξῆς : 

"Επὶ ἑνὸς ἄξονος χ'χ (Σχ. 6) ἐκλέγομεν αὐϑαιρέτως ἕνα σημεῖον 
Ο, τὸ ὅποῖον ϑεωροῦμεν, ὅτι παριστάνει τὸ μηδέν. 

"Ἔπειτα λαμβάνομεν ἐπὶ τοῦ ἄξονος καὶ κατὰ τὴν ϑετικὴν ἢ κα΄ 
τὰ τὴν ἀρνητικὴν φοράν, καϑ᾽ ὅσον ὃ δοϑεὶς ἀριϑμὸς εἶναι ϑετικὸς ἢ 


'Δσκήσει. Δ 


ἄἀρνητικός, ἕνα εὐθύγραμμον τμῆμα, τὸ ὁποῖον νὰ ἔχῃ μῆκος, (μετρη- 
ϑὲν διὰ τυχούσης μονάδος μήκους), ἴσον μὲ τὴν ἀπόλυτον τιμὴν τοῦ 
δοϑέντος ἀοιϑμοῦ. 


ΟΕ. Β Ο Α Χ 
; Σχ. 6 
Οὕτω ὁ σχετικὸς ἀριθμὸς (-[:5) παρίσταται διὰ τοῦ εὐθυγρ. τμήματος 
ΟΑ τοῦ ἄξονος χ΄χ. 
Ὁ σχετικὸς ἀριθμὸς (---59) παρίσταται διὰ τοῦ εὖθ. τμήματος ΟΒ. 

48. Προσδιορισμὸς ἑνὸς σημείου ἐπὶ ἑνὸς ἄξονος. Τετμη- 
μένη ἑνὸς σημείου. Ἔστω ὁ ἄξων χ΄Χ καὶ Ο τυχὸν σημείου αὐτοῦ. 
-....-. .... -ἰποιππεπει-οισπεισε οι" τ ---» 

Σ΄ Α οΟ. Μ᾽ Χ 
Σχ. 7 





“Ἕνα σημεῖον Μ τοῦ ἄξονος αὑτοῦ ϑὰ εἶναι τελείως ὡρισμένον, 
ἐὰν γνωρίζωμεν τὴν ἀλγεβρικὴν τιμὴν τοῦ εὖϑ. τμήματος ΟΜ. 

Ἢ ἀλγεβοικὴ αὐτὴ τιμὴ τοῦ εὖϑ. τμήματος ΟΜ λέγεται τετμη- 
μένη τοῦ σημείου Μ. : 

Ὥστε: Τετμηὴ μένη ἕνὸς σημείου Μ τοῦ ἄξονος ΧΧ εἶναι ἧ 
ἀλγεβρικὴ τιμὴ τοῦ εὖϑ. τμήματος ΟΜ. 


Οὕτω : Ἧ τετμημένη τοῦ σημείου Μ εἶναι 5 
» » » » Αν» -3 


1ον. Ὅλα τὰ σημεῖα, τὰ ὁποῖα κεῖνται πρὸς τὰ δεξιὰ τοῦ σημείου 
Ο ἔχουν ϑετικὴν τετμημένην. 

2ον. “Ὅλα τὰ σημεῖαν τὰ ὁποῖα κεῖνται πρὸς τὰ ἀριστερὰ τοῦ σὴ" 
μείου Ο ἔχουν τετμημένην ἀρνητικήν. 

8ον. Ἢ τετμημένη τοῦ σημείου Ο εἶναι μηδέν. 


"Ασκήσεις 
1. Τὸ ἐμβαδὸν ἑνὸς τριγώνου δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου ε-θν, Νὰ 


ὑπολογισϑῇ τὸ ἐμβαδόν του, ἐὰν εἶναι : 
τον. βεξιῦ μέτρα, υπε8 μέτρ. 8ον. βεΞ134 μι, υΞΞ 12,8 μέτρα. 
8ον, βεξ4.8 μέτρα, υΞεϑ,ιδ μέτρ. 40ν. βεξιδ8,4 μ., υΞε1 μέτρα. 
2. Τὸ ἐμβαδὸν ἑνὸς τραπεζίου δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου ΕΞΞ (51 εὖ, 
ὅπου Β εἶναι ἣ μεγάλη βάσις του, β ἧ μικρὰ βάσις του καὶ υ τὸ ὕψος του͵ 
Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ ἐμβαδόν του, ἐὰν εἶναι : 
1ον. Βεϑῶδ8 μέτρα, βεειῖϊ μέτρα, υτξ8 μέτρα. 
ον Βε-ῖθῦ,00 μέτρα, πε49.5 μέτρα, υΞΞ34.8 μέτρα. 
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ὅ. Τὸ ἐμβαδὸν ἑνὸς κύκλου δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου Ε -Ξ- πΒ", ὅπου 
ππεϑ,1415 καὶ Ε ἦ ἀκτὶς τοῦ κύκλου. Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ ἐμβαδόν του 
ἐὰν εἶναι: 

ον. Βξξέ μέτρ. 2ον. Ἐ--8,1ῦ μέτρο. ϑον. Ἐτεθ,30 μέτρο. 

4. Τὸ διάστημα 5, ποὺ διανύει ἕνα κινητὸν κατὰ τὴν ἐλευϑέραν πτῶσιν 


: Ἐν παν τότες δες αν " Ἶ ; ᾿ 
του, δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου 5-Ξ ---- κι᾽, ὅπου γεεϑ,80 καὶ ἰΞξεχρόνος εἰς 


ΕῚ 
δευτερόλεπτα. Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ διάστημα αὐτό, ἐάν: 
ἴον. {ξΞ4 δευτερ. ον, {ΞΞ12 δευτερ. ϑ8ον. {Ξε1δ δευτερ. 


5. Τὸ διάστημα 5, ποὺ διανύει ἕνα κινητόν, ὅταν ἐκσφενδονίξζεται μὲ 
ΐ Ε : ; " 
ἀρχικὴν ταχύτητα νο δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου βεαν, ταν εἰ. Νὰ ὑπολογι- 


σϑῇ τὸ διάστημα, αὐτό, ἐὰν εἶναι : 
ἴον. γνοξξθθ μέτρα, ἰξξῦ δεύυτερ., σξξθ.80. 
2ον. νϑξεῦθῦ μέτρα, ἘΞΞ10 δευτερ, 8Ε-ΞΞ9,80, 

6. Ἢ ταχύτης τοῦ ἤχου εἰς τὸν ἀέρα, εἰς ϑερμοκρασίαν ὃ, δίδεται ὑπὸ 
τοῦ τύπου ὃ Ξ- 881,3 [1 αϑ, ὅπου α εἶναι ὁ συντελεστὴς τῆς δια- 
στολῆς τοῦ ἀερίου. Ποία εἶναι ἡ ταχύτης τοῦ ἤχου. ὅταν ἡ ϑερμοχρασία εἶνοι 
3855 χαὶ ἀΞξΞθ,. 0868 ; 

7. Τὸ μῆκος Μ μιᾶς μεταλλικῆς ράβδου εἰς ϑεομοκρασίαν ὃ", δίδετοι 
ὑπὸ τοῦ τύπου; Ἀπαμί(1-αϑ)7, ὅπον μ εἶναι τὸ μῆκος τῆς ράβδου εἰς 0" 
καὶ α ὁ συντελεστὴς διαστολῆς. ᾿Ἐὰν ἀξξθ 0000144 καὶ μΞξ8 μέτρα: 1ον, Ποῖον 
ϑὰ εἶναι τὸ μῆκος Μ τῆς ράβδου εἰς 165, 3ον. Ποία ϑὰ εἶναι ἢ διαφορὰ τῶν 
μηχῶν μεταξὺ 160 καὶ 485. 

8. Γράψατε τρεῖς ϑετικοὺς καὶ τρεῖς ἀρνητικοὺς ἀριϑμούς. 

φΦ. Ποῖαι εἶναι αἱ ἀπόλυτοι τιμαὶ τῶν ἀριϑμῶν : 

--ῦῷ, 24, --2ῦ, ρακθε᾽ ὩΣ --Ὁ,28, Ἕ Ξ᾿ 
10. Ποῖοι εἶναι οἱ ἀντίϑετοι τῶν ἀριϑμῶν :! 
8 ἘΘῈΝ 
τῦ, -τῆῦ, --ἰτ, --ῦδ, ἘἸπ4, 0,16; 


11. Νὰ τεϑοῦν οἱ κάτωϑι ἀριϑμοὶ κατὰ σειρὰν οὕτως, ὥστε : 1ον. αἱ ἀπό 
λυτοι τιμαί τῶν νὰ βαίνουν ἐλαττούμεναι. 3ον. Οἱ σχετικοὶ ἀριϑμοὶ νὰ βαί- 
νουν αὐξανόμενοι : 


πὸ, 84, -ὔθ, --4τ μ68, -- ΕΝ τ 
12. Νὰ τεϑοῦν οἱ κάτωϑι ἀριϑμοὶ κατὰ σειρὰν οὕτως, ὥστε νὰ βαίνουν 
αὐξανόμενοι : 
4 18 16 48 1- ἢ 
πντ τ α ο ει πιο τ, 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Β’ 
ΠΡΑΞΕΙ͂Σ ΕΠΙ ΤΩΝ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 


27. Αἱ πράξεις ἐπὶ τῶν πραγματικῶν ἀριϑμῶν σημειοῦνται μὲ τὰ 
αὑτὰ σημεῖα, ὅπως εἷς τὴν ᾿Αριϑμητικήν καὶ δίδομεν εἷς τὸ ἐξαγόμε- 
γον τὸ αὐτὸ ὄνομα. 

Οὕτω, ξὰν α καὶ β εἶναι δύο πραγματικοὶ ἀριϑμοί, τὰ α-, α--β, 


αβ καὶ α:β ἢ τ: παριστάνουν ἀντιστοίχως τὸ ἄϑροισμά των, τὴν 


διαφοράν των. τὸ γινόμενόν των καὶ τὸ πηλίκον των. 

Διὰ γὰ μὴ γίνεται σύγχυσις τῶν σημείων -{- καὶ --- τοῦ προσ- 
ανατολισμοῦ δύο πραγματικῶν ἀριϑμῶν μὲ τὰ σημεῖα -[- καὶ --- τῆς 
προσϑέσεως καὶ τῆς ἀφαιρέσεως αὐτῶν, ϑὰ ϑέτωμεν προσωρινῶς τοὺς 
πραγματικοὺς ἀριϑμοὺς ἐντὸς παρενϑέσεως. | ὶ 

Πχ. Τὸ (--5.{-.-.8 παριστάνει τὸ ἄθροισμα τῶν ἀριθμῶν ---5 καὶ -8 
καὶ ἐκφωνεῖται: πλὴν 5 καὶ σὺν 8. 


1. Πρόσϑεσις πραγματικῶν ἀριϑμῶν 


28. ᾿Αϑροισμα δύο πραγματικῶν ἀριϑμῶν. Διακρίνομεν δύο 
περιπτώσεις : 

Ι. ᾿Εὰν οἱ προσϑετέοι εἶναι ὁμόσημοι. 

Π. ᾿Εὰν οἱ προσϑετέοι εἶναι ἑτερόσημοι. ; 

Ι.Περίπτωσις. ᾿Αϑροισμα δύο ὁμοσήμων πραγματικῶν ἀριϑμῶν. 
1ον. "ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν τὸ ἄϑροισμα τῶν πραγματικῶν 
ἀριϑμῶν -Ε 12 καὶ -8. 

᾿Επειδὴ 12 ϑετικαὶ μονάδες καὶ 8 ϑετικαὶ μονάδες κάμνουν 90 
ϑετικὰς μονάδας, δυνάμεϑα νὰ γράψωμεν 

(-ςἨ12)- (8) --20, 
“Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι (- 14)-Ἐ{-1δ) -ΞΞΞ- 29 


᾿ Ὶ 8 ΒΛ. ἢ 
(. τ)τ(τ.ξ( - πτ( π)Ξ τε 
2ον. “ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν τὸ ἄϑροισμα τῶν πραγμα- 
τικῶν ἀοιϑμῶν --12 καὶ ---ϑ. 
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"Ἐπειδὴ 12 ἀρνητικαὶ μονάδες καὶ 8 ἀρνητικαὶ μονάδες κάμνουν 

20 ἀρνητικὰς μονάδας, δυνάμεϑα νὰ γράψωμεν 
(---19)-{---8)-----20. 

“Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι (---ὃ)-(---9)5:--- 1 4. 

11. Πεοίσετωσις. "Αϑροισμα δύο ἑτεροσήμων πραγματικῶν ἀριϑ- 
μῶν : Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν τὸ ἄϑροισμα τῶν ἑἕτεροσήμων 
ἀριϑμῶν ---ἴ καὶ -[-20. 

"Ἐπειδὴ 1 ἀρνητικαὶ μονάδες ἐξουδετεροῦν 1 ϑετικὰς μονάδας, 
μένουν ἀκόμη 18 ϑετικαὶ μονάδες. 

“Ὥστε ϑὰ εἶναι (--- -ἘΓΕ20)ΞΞ- 18. 

Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι (-156}--Ἐ--26ὅ)Ξ----Ι1ο. 

Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν τὸν κάτωϑι κανόνα : 

Κανών. 1. Τὸ ἄϑροιομα δύο ὃ μὸ σή μω ν πραγματικῶν ἄριϑ 
μῶν εἶναι ἕνας πραγματικὸς ἀριϑμός, ὁ ὅποῖος ἔχει ὡς ἀπόλυτον τιμὴν 
τὸ ἀριϑμητικὸν ἄϑροισμα τῶν ἀπολύτων τιμῶν τῶν δύο ἀριϑμῶν καὶ 
ὧς σημεῖωυν τὸ κοινὸν σημεῖον τῶν δύο αὐτῶν ἀριϑμῶν. 

11. Τὸ ἄϑροισμα δύο ἑτεροσήμων πραγματικῶν ἀριϑμῶν 
εἶναι ἕνας πραγματικὸς ἀριϑμός, ὃ ὁποῖος ἔχει ὡς ἀπόλυτον τιμὴν τὴν 
ἀριϑμητικὴν διαφορὰν τῶν ἀπολύτων τιμῶν τῶν δύο αὐτῶν ἀριϑμῶν 
καὶ ὡς σημεῖον τὸ σημεῖον ἐκείνου ἔκ τῶν δύο ἀριϑμῶν. ὃ ὁποῖος ἔχει 
τὴν μεγαλυτέραν ἀπόλττον τιμήν. 


29. Παρατηρήσεις. [. Τὸ ἄϑροισμα δύο ἀντιϑέτων (συμμετοι- 
κῶν) ἀριϑμῶν εἶναι μηδέν. 

Πιχ. (τ8). Ἐ{-8ξξθ. 

Διότι οἱ ἀντίθετοι ἀριθμοὶ εἶναι ἑτερόσημοι καὶ ἡ διαφορὰ τῶν ἀπο" 
λύτων τιμῶν τῶν εἶναι μηδέν. 

11. οταν ὃ ἕνας ἀπὸ τοὺς δύο προστιϑεμένους ἀριϑμοὺς εἶναι 
μηδέν, τὸ ἄϑροισμά των εἶναι ἴσον μὲ τὸν ἄλλον ἀριῶμόν. 

Πχ. (5). 0-ξ- 5, 0-||---8):----8. 

ΠΙ. Εἰς τοὺς πραγματικοὺς ἀριϑμοὺς ἢ λέξις προσϑέτω, δὲν ἐπι" 
φέρει ἀναγκαστικῶς καὶ τὴν ἔννοιαν τῆς αὐξήσεως, ὅπως εἷς τὴν 
"Αριϑμητικήν. 

ΠΧ. Ὁ ἀριθμὸς 12 δὲν αὐξάνει, ἂν προσθέσωμεν εἰς αὐτὸν τὸν (--Ἰ7)" 
πράγματι, κατὰ τὸν κανόνα τῆς προσθέσεως θὰ εἶναι 

(2)-.[({--17}:-....5. 
᾿Ασκήσεις - 18, 14. :1δ.. 16. 


80. Αϑροισμα πολλῶν πραγματικῶν ἀριϑμῶν. Συγκεκριμέ- 
νον παράδειγμα. Τὸ ταμεῖον ἑνὸς ἐμπόρου παρουσιάζει τὴν κάτωϑι 
κίνησιν κατὰ τὴν διάρκειαν μιᾶς ἡμέρας : 
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Μίαν εἴσπραξιν 12000 δραχμῶν, μίαν πληρωμὴν 8000 δραχμῶν, 
μίαν πληρωμὴν 8000 δραχμῶν καὶ τέλος μίαν εἴσπραξιν 5000 δραχμῶν. 
Νὰ εὑὕρεϑῇ τὸ συνολικὸν ποσόν, τὸ ὁποῖον ϑὰ εὑρίσκεται εἷς τὸ 
ταμεῖον, εἷς τὸ τέλος τῆς ἡμέρας. 
Παριστάνομεν μὲ ϑετικοὺς ἀριϑμοὺς τὰς εἰσπράξεις καὶ μὲ ἀρνη" 
τιχλχοὺς ἀριϑμοὺς τὰς πληρωμάς : 
Ἔν πρώτοις ὁ ἔμπορος εἰσπράττει -[-129000 ὃρχ. 
Μετὰ τὴν πληρωμὴν τῶν 8000 δρχ., τὸ ταμεῖον του ἔχει 
(-Ἐ12000) - (-- Ξ000) ΞΞ- 9000 ὃὄρχ. 
Μετὰ τὴν δευτέραν πληρωμὴν τῶν 8000 δρχ. τὸ ταμεῖον ἔχει 
(-9000)--(---8000)-ΞΞ- 1000 δρχ. 
Μετὰ τὴν εἴσπραξιν τῶν 6000 δρχ. τὸ ταμεῖον ἔχει 
(-Ὀς 1000)-{(-86000)-Ξ- 000 δρχ. 
Τὸ δλικὸν ποσόν, τὸ ὁποῖον ϑὰ ἔχῃ τὸ ταμεῖον εἷς τὸ τέλος τῆς 
ἡμέρας, εἶναι -6000 δραχμαί᾽ ὥστε ϑὰ εἶναι : 
(-12000) -(---8000)- (---8000)-Ἐ (-[-6000)ΞΞ- 6000. 
Τὸ τελικὸν ἐξαγόμενον -Γ 6000 λέγεται ἄϑροισμα τῶν πρα- 
γματικῶν ἀριϑμῶν -Ε12000, ---8000, ---8000 καὶ -[-ὅ000. 
᾿Απὸ τὸ παράδειγμα αὐτὸ καὶ ἀπὸ ἄλλα ὅμοια πρὸς αὑτὸ δυνά" 
μεϑα νὰ δρίσωμεν τὸ ἄϑροισμα πολλῶν πραγματικῶν ἀριϑμῶν ὡς ἕξῆς : 
Ὃρισμός. "Αϑροισμα πολλῶν πραγματικῶν ἀριϑμῶν λέγεται ὃ 
πραγματικὸς ἀριϑμός, τὸν ὅποῖον εὑρίσκομεν ὡς ἑξῆς  προσϑέτομεν 
τοὺς δύο πρώτους ἀριϑμούς᾽ εἷς τὸ ἄϑροισμα αὐτῶν προσϑέτομεν τὸν 
τρίτον ἀριϑμόν" εἷς τὸ νέον ἄϑροιαμα αὐτῶν προσϑέτομεν τὸν τέταρτον 
ἀριϑμόν καὶ οὕτω καϑεξῆς, ἕως ὅτου λάβωμεν ὅλους τοὺς ἀριϑμούς. 
Οἱ προσϑετέοι ἀριϑμοὶ λέγονται ὅροι τοῦ ἀϑροίσματος. 
Παράδειγμα : Νὰ εὑρεθῇ τὸ ἄθροισμα : 


(--Ἰἰοῖ 4: Ἐ{--9)..-{--:} 
Προσθέτομεν τοὺς δύο πρώτους ὅρους ---ἸόΖο͵Ι͵ καὶ -Ε7 καὶ εὑρίσκομεν 


ἄθροισμα (--ο0.-Ἐ{7}:ΞΞ---3. 

Εἰς τὸ ἄθροισμα αὐτὸ --3, προσθέτομεν τὸ τρίτον ὅρον --4 καὶ 
εὑρίσκομεν ἄθροισμα (--3.-Ἐ( 4ἡ--- ΕἸ. 

Εἰς τὸ νέον ἄθροισμα -Ε1, προδθέτομεν τὸν τέταρτον ὅρον --9 καὶ 
εὑρίσκομεν ἄθροισμα (10: {--9)- --8. 

Εἷς τὸ νέον ἄθροισμα --ὃ προσϑέτομεν τὸν τελευταῖον ὅρον --Ἰ1 καὶ 
εὑρίσκομεν ἄθροισμα (--8.{ς--11)------19, 

Τὸ ζητούμενον λοιπὸν ἄθροισμα εἶναι --19 καὶ δυνάμεθα νὰ γρά- 
ψῶμεν ι-Ἰο  ) Ἐ{: 4 Ἐ{--9).}{--11)ΞΞ---19. 


Εἰς τὴν πρᾶξιν, διὰ νὰ εὕρωμεν τὸ ἀνωτέρω ἄϑροισμα, λέγομεν 
συνήϑως : 
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πλὴν 10 καὶ σὺν7 ἴσον πλὴν 3 πλὴν3 καὶ 
σὺν 4 ἴσον σὺν 1’ σὸν 1 καὶ πλὴν 9 ἴσον πλὴν 8' 
πλὴν 8 καὶ πλὴν 11 ἴσον πλὴν 19. 


᾿Ασκήσεις : 17, 18. 


81. ᾿Ιδιότητες τῆς προσϑέσεως. Αἴ ἰδιότητες τῆς προσϑέ- 
σεως, τὰς ὁποίας ἐγνωρίσαμεν εἷς τὴν ᾿Αριϑμητικήν, ἰσχύουν καὶ διὰ 
τοὺς πραγματιχοὺς ἀριϑμούς. 


32. ᾿Ιδιότης Ι. Τὸ ἄϑροισμα δύο ἣ περισσοτέρων πραγματι- 
κῶν ἀριϑμῶν (ὅρων) δὲν μεταβάλλεται, ἄν ἀλλάξωμεν τὴν 
ϑέσιν τῶν. | 

Εἶναι φανερόν, ὅτι τὸ τελικὸν ἐξαγόμενον, τὸ ὁποῖον εὑρήκαμεν 
εἷς τὸ συγκεχριμένον παράδειγμα τῆς 8 30 εἶναι ἀνεξάρτητον τῆς τά- 
ἕξεως κατὰ τὴν ὁποίαν ἔγιναν αἷ εἰσπράξεις καὶ αἱ πληρωμαὶ τοῦ ἐμπό- 
ρον δηλ. ϑὰ εἶναι : 

(-[-12000)-{---8000)-Ε{--8000)--{(--δ000)-ΞΞ 
Ξα(--8000)-{-5000)-Ὁ (-[12000)-Ἐ{-8000). 


Γενικῶς ϑὰ εἶναι : 


(--, )-{--β»-Ἐ{-- »)  δ)εε(---"ν) τ τ-ἡ-ἘΓἘΒ) (δὶ 


88. Ἰδιότης 1. Τὸ ἄϑροοισμα πολλῶν πραγματικῶν ἀριϑμῶν 
δὲν μεταβάλλεται, ἐὰν ἀντικαταστήσωμεν δύο ἢ σπεερισσοτέρους 
ἐξ αὐτῶν μὲ τὸ ἄϑροισμά των. 

“Ἔστω τὸ ἄϑροισμα α-β-γ-Ἐδ-ε᾽ ἐὰν ἀντικαταστήσωμεν τοὺς 
β καὶ ὃ μὲ τὸ ἄϑροισμά των (β-[-δ) λέγω, ὅτι ϑὰ εἶναι 

α-Ἐβ-Ἐγ- δ. εξξα-Ἐ(β- δ) -Ἐγ-Γε. 

᾿Ἐὰν ὅλοι οἱ ὅροι τοῦ ἀϑροίσματος α-β-γ-δ- ε ἔχουν τὸ 
αὐτὸ σημεῖον, ἣ ἀπόδειξις γίνεται, ὅπως εἷς τὴν ᾿Αρυϑμητικήν᾽ δηλ. 

εἶναι κατὰ σειράν 
α-Ἐβ- ἐγ δ-  ἐβξεβ- δι α-Ἐγτε 
' Ξεί(β- δ) ατΓ γτε 
πεα- (β- δ) ἘγΓε.. 

᾿Ἐὰν οἱ ὅροι του ἔχουν διάφορα σημεῖα, δυνάμεϑα νὰ δικαιολο- 
γήσωμεν τὴν ἀνωτέρω πρότασιν, ἂν λάβωμεν τὸ συγκεχριμένον παρά- 
δειγιια τῆς 8 80. 

Εἶναι φανερόν, ὅτι εἰς τὸ συγκεκριμένον αὐτὸ παράδειγμα ϑὰ 
ἠδυνάμεϑα νὰ ἀντικαταστήσωμεν πολλὰς ἐμπορικὰς πράξεις μὲ μίαν 
χαὶ νὰ προσϑέσωμεν ἔπειτα τὰ διάφορα ἐξαγόμενα τῶν πράξεων 
αὐτῶν. 





[ 
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"Ιδιαιτέρως ϑὰ ἠδυνάμεϑα νὰ προσϑέσωμεν πρῶτον ὅλας τὰς εἶσ» 
πράξεις καὶ νὰ τὰς ἀντικαταστήσωμεν μὲ μίαν εἴσπραξιν καὶ ἔπειτα 
ὅλας τὰς πληρωμὰς καὶ νὰ τὰς ἄἀντικαταστήσωμεν μὲ μίαν. Γνωρίζον- 
τες τότε τὰς συνολικὰς εἰσπράξεις καὶ τὰς συνολικὰς πληρωμάς, ϑὰ 
ἠδυνάμεϑα νὰ εὕρωμεν εὐκόλως τὸ τελικὸν ἐξαγόμενον. 
Π. χ. ὅλαι αἱ εἰσπράξεις εἶναι: (Ἐ12000)-{(-- 5000)ΞΞ-ΕἸ7ΌΟῸ 
ὅλαι αἱ πληρωμαὶ εἶναι: (--- 3000).-Ἐ{--- 8000)-----Ἰ1000 
Τὸ τελικὸν ἐξαγόμενον θὰ εῖναι : (Ἐ17000)Ἐ{--000)-Ξ-Ὁ 6000 
Θὰ εἶναι λοιπόν : 
(-Γ12000) Ὁ (--8000)-{-(--- 8000)-  (-δ6000)-Ξ 
ΞΕ(ΕΙΤΟΟΟ)-Ἐ{---11000)ΞΞ- 6000. 


“Ὥστε γενικῶς ϑὰ εἶναι : 


(--α)ὐ ἘΓΕβ) (-- εὐ" (Ἐ δ)εε (6. β) Ἐ(Ε δ) -Εἰ(τ-α)-Ε{--0}} 








84. ᾿Εφαρμογή. Πῶς εὐρίσκομεν τὸ ἄϑοοισμα πολλῶν 
πραγματικῶν ἀριϑμῶν ; Στηριζόμενοι εἷς τὴν ἀγωτέρω ἰδιότητα 
δυνάμεϑα νὰ ὑπολογίσωμεν εὐκολώτερον ἕνα ἄϑροισμα πραγματικῶν 
ἀριϑμῶν, ἐὰν ἐφαρμόσωμεν τὸν κάτωϑι πρακτικὸν κανόνα : 


Κανών. Διὰ νὰ εὕρωμεν τὸ ἄϑροισμα πολλῶν πραγματικῶν ἀριϑ- 
μῶν προσϑέτομεν χωριστὰ τοὺς ϑετικοὺς καὶ χωριστὰ τοὺς ἀρνητικοὺς 
ἀριϑμοὺς καὶ προσϑέτομεν ἔπειτα τὰ δύο ἐξαγόμενα. 

Παράδειγμα. Νὰ εὑρεθῇ τὸ ἄθροισμα: 

(3.Ἐ{- ὸ ῳὴὺμ: --Ἰο. Ἐ8.Ἐ{:12 
Τὸ ἄθροισμα τῶν θετικῶν ἀριθμῶν εἶναι : 
(3. {-.8).- {Ἐ12)Ξ-23 
Τὸ ἄθροισμα τῶν ἀρνητικῶν ἀριθμῶν εἶναι : 
(---Ὁ-}{--10):Ξ---Ὁ1 

Τὸ ζητούμενον ἄθροισμα εἶναι : ᾿({23).-{--ὄ17}Ξ--Ἐ6 

Συνήθως αἱ πράξεις διατάσσονται ὡς ἑξῆς : 

(3. {--10.--68.-Ἐ Ε12)ΞΞ(-23,-- 17}: -ῈἘ6 


896. Πόρισμα. Εἷς ἕνα ἄϑροισμα δυνάμεϑα νὰ παραλείψωμεν δύο 
ἀντιϑέτους ὅρους. ἐὰν ὑπάρχουν τοιοῦτοι. 
Π.χ. εἰς τὸ ἄθροι᾽σμα (--3.Ἐ{8.Ἐ{--.Ξ 1.0. -8) δυνάμεθα νὰ παρα- 


λείψωμεν τοὺς ἀντιθέτους ἀριθμοὺς -Ε8 καὶ ---8, διότι τὸ ἄθροισμά τῶν εἶναι 
μηδέν. Θὰ εἶναι λοιπόν: 


(--3.:{.8.}{--Τ0)-ς--8.:- ἰ---3,.}{--10)-----13, 
86, ᾿Ιδιότης ΠΙ. Εἰς ἕνα ἄϑροισμα πραγματικῶν ἀριϑμῶν δυ- 
γάμεϑα νὰ ἀντικαταστήσωμεν ἕνα ὅρον του δι᾽ ἄλλων, οἱ ὁποῖοι 
γὰ ἔχουν αὐτὸν ὡς ϑροισμα.᾿ 
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Ἢ ἰδιότης αὐτὴ προκύπτει ἀπὸ τὴν ἰδιότητα 11. Κατ' αὐτὴν ϑὰ 
εἶναι : α-[-β-γ-Ἐ δ- ἐξξα-(β-Ἐδ)-Ἐγτ 

᾿Εὰν ἐναλλάξωμεν τὴν ϑέσιν τῶν μελῶν τῆς ἰσότητος αὐτῆς, κατὰ 
τὴν συμμετρικὴν ἰδιότητα τῆς ἰσότητος (δ 19), ϑὰ ἔχωμεν : 


α-ἰ-(β- δ). Ἐγ-Ἐεξξα -Ἐβ Ἐγεδι ε 


817. ᾿Ιδιότης ΙΨ. Διὰ νὰ προσϑέσωμεν δύο ἢ σπιεερισσότερα 
ἀϑροίσματα σχηματίξομεν ἕνα ἄϑροισμα, τὸ ὅποῖον νὰ περιέχῃ 
ὅλους τοὺς ὅρους τῶν δοϑέντων ἀϑροισμάτων. 

Π.χ. ἐὰν εἶνι ΣΞαΈβΕγ, Σ΄--α΄ Ἐβ, Σ' πα" Ἐβ'Ἐγ΄“Ἐδ', 
θὰ εἶναι (ἃ 36) 

ΒΞΕΣ-ΈΣ΄ Σ΄ ΞΞ  Ἐβ- γα -Ἐβ᾽ (α΄ Ἐβ΄ Ἐγ΄ δ΄ 
᾿ς ΞΕ ΈΒΈΥ Ῥ α΄ ρ΄ Ἡ α΄ Ἐβ' Ἐγ'Ἐδ΄ 

άσκησις τ .19. . 

838. ᾿Απλοποίησις τῆς γραφῆς ἑνὸς ἀϑροίσματος. Διὰ νὰ 
παραστήσωμεν ἁπλούστερον ἕνα ἄϑροισμα πραγματικῶν ἀριϑμῶν πα- 
οαδεχόμεϑα - 

ἴον. Νὰ παραλείπωμεν τὸ σημεῖον -ἰ- τῆς προσϑέσεως μεταξὺ 
τῶν ὅρων τοῦ ἀϑροίσματος. 

2ον. Νὰ γράφωμεν ὅλους τοὺς ὅρους τοῦ ἀϑροίσματος, χωρὶς τὰς 
παρενϑέσεις των, τὸν ἕνα πιλησίον τοῦ ἄλλου καὶ μὲ τὸ σημεῖον του. 

8ον. Νὰ παραλείπωμεν τὸ σημεῖον -Ἐ, ἐὰν τοῦτο εὑρίσκεται ἔμ 
προσϑὲν τοῦ πρώτου ὅρου : 

Κατὰ τὰ ἀνωτέρω, τὸ ἄθροισμα 

(19),..--8.{({15.{--ἰ1:8.{-Γ:5) 
γράφεται ἁπλούστερον 9--8-15---18- 5 
Εἷς τὴν ᾿Αριϑμητικὴν τὸ ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα 
9--8-[18--18-8 

ϑὰ ἡρμηνεύετο ὡς μία σειρὰ διαδοχικῶν προσϑέσεων καὶ ἀφαιρέσεων 
τῶν ἀριϑμῶν 9, 8, 1ὅ, 18, ὅ τῆς ᾿Αριϑμητικῆς. Εἰς τὴν “Αλγεβραν 
ταριστάνει ἕνα ἄϑροισμα, τὸ ὅποϊον ἔχει ὡς ὅρους τοὺς πραγματικοὺς 
ἰριϑμοὺς -9,--8, -ΕἸ1ὅ, --Ἰ8, -ΕἘδ μεταξὺ τῶν ὁποίων ὑπονοεῖται, 
ἔτι ὑπάρχει τὸ σημεῖον» τῆς προσϑέσεως. 

Διὰ νὰ ὑπολογίσωμεν ἕνα ἄϑροισμα πραγματικῶν ἀριϑμῶν, τοῦ 
'ποίου ἔχει ἁπλοποιηϑῆ ἧ γραφή, ὑπονοοῦμεν. ὅτι μεταξὺ τῶν ὅρων 
ου, ὑπάρχει πάντοτε τὸ σημεῖον -[- τῆς προσϑέσεως καὶ ἔφαρμόζομεν 
πειτα ἕνα ἀπὸ τοὺς δύο τρόπους, ποὺ ἐδείξαμεν εἷς τὰς 8 80 καὶ 84. 

'Παράδειγμα, Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ ἄθροισμα : 

--4-[9-8---12-5--0Ὸ 
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ἴος τρόπος. Λέγομεν: --4 καὶ -[9 ἴσον -5' 5 καὶ -Ἐδ8 ἴσον -13. 
-Ε13 καὶ ---Ἰ2 ἴσον -ΕἸ1΄ -ΕἸ καὶ -Ἐ5 ἴσον -Ἔδ᾽ -Ἐ6 καὶ ---10 ἴσον ---4. Θὰ 
εἶναι λοιπόν ; --4-.::9-:8--12-[5---10-----4 ᾿ 

2ος τρόπος. Προσθέτομεν πρῶτον ὅλους τοὺς ὅρους, οἱ ὁποῖοι ἔχουν 


ἔμπροσθέν τῶν τὸ σημεῖον -[-, δηλ. τοὺς -Ἐ9, -Ἐ8 καὶ -Ἐ5 καὶ εὑρίσκομεν 
ἄθροισμα -Ε22. 


Ἔπειτα προσθέτομεν ὅλους τοὺς ὅρους, οἱ ὁποῖοι ἔχουν ἔμπροσθέν των 
τό σημεῖον ---, δηλ. τοὺς ---4, --12, --10 καὶ εὑρίσκομεν ἄθροισμα ---26. 
Ἔπειτα προσθέτομεν τὰ δύο ἐξαγόμενα -Ε22 καὶ --26 καὶ εὑρίσκομεν 
τελικὸν ἐξαγόμενον ---4' ὥστε θά εἶναι: 
--4-9-:8---12-[5---Ἰ0ΞΞ22---26-:-.--4 
᾿Ασκήσεις: 20, 21], 22, 


3. ᾿Αφαίρεσις πραγματικῶν ἀριϑμῶν 


39. 'Ορισμός Διαφορὰ δύο πραγματικῶν ἀριϑμῶν α καὶ β λέγε- 
ται ἕνας τρίτος πραγματικὸς ἀριϑμὸς ὃ, ὅ ὅποῖος προστιϑέμενος εἷς τὸν 
δεύτερον β δίδει τὸν πρῶτον α. 

Ἢ διαφορὰ ὃ τῶν ἀριθμῶν ἁ καὶ βὶ γράφεται α-βεϑδ. 

Ἡ διαφορὰ τῶν (-[8) καὶ (-Ε10) » (Ἐ8).----ΕΟἩ10). 

Ἢ διαφορὰ τῶν (-- καὶ (--5) » (--γ----- 5. 

Κατὰ τὸν δρισμὸν αὐτὸν 

Ι 


ἐὰν εἶναι | α--ἢξξδ [ πρέπει νὰ εἶναι 








β-ὅὄξξα 





4υ. Πῶς εὑρίσκομεν τὴν διαφορὰν δύο πραγματικῶν ἀρι- 
ϑμῶν; "Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν τὴν διαφορὰν 
(-[:[8)--ἰ--12) 
᾿Εὰν παραστήσωμεν μὲ χΧ τὴν διαφορὰν αὑτήν, δηλ. ἐὰν ϑέσωμεν 
(-8)---ἰ-- 12) Ξτεχ 
τότε, κατὰ τὸν δρισμὸν τῆς ἀφαιρέσεως, ϑὰ εἶναι 
(--12)-Ἐκεξ 8) (Ὁ) 
Προσϑέτομεν καὶ εἷς τὰ δύο μέλη τῆς ἰσότητος (1) τὸν (-[ 19) καὶ 
ἔχομεν (--12)-Ἐχ- (-12)ΞΞ -[8)-Ἐ{- 19). 
᾿Εὰν παραλείψωμεν (δ 86) τοὺς ἀντιϑέτους ἀριϑμοὺς ---19 καὶ 
-Ε12, ἢ προηγουμένη ἰσότης γράφεται 
χϑε(-Ἐ8)-Ἐ{-12). 
Εὑρήκαμεν λοιπόν, ὅτι 


(-[8) --ἰ--- 19) εχ σα -ἘΒΕΕ (12) 
(--8)--ἰ, -19)55(-:-8)-({-12). 


Παρατηοοῦμεν, ὅτι διὰ νὰ εὕρωμεν τὴν διαφορὰν τῶν ἀριϑμῶν 


ἢ ἁπλούστερον 
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-Ἐδ καὶ --12 προσϑέτομεν εἷς τὸν μειωτέον -Ἐξ τὸν ἀντίϑετον τοῦ 
ἄφαιρετέου ---12. 

Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι 

(--9,.--Ἠἰ-θ)ΞΞ(--9).-{-- α). 

"Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν τὸν ἀκόλουϑον κανόνα : 

Κανών : Διὰ νὰ ἀφαιρέσωιιεν ἀπὸ ἕνα πραγματικὸν ἀριϑμὸν ἕνα 
ἄλλον, προσϑέτομεν εἰς τὸν πρῶτυν (μειωτέον) τὸν ἀν τί ϑ ε- 
τον τοῦ δευτέρου (ἀφαιρετέον). 

Κατὰ τὸν ἀνωτέρω κανόνα ϑὰ εἶναι : 

(-- 6. -ἰ20γεξί-- 6.-{{20):Ξ- 14 
(- 8--ἰ(15εξς- 8,.}{---15)-:--23 
(Τ᾿ 5.---- Ὥξξη.- 5.π6- 2ΞΞ-ΕῚΖ 
({22.---(- Θεξ( 24).}{--- 9)55- 15 
᾿Ασκήσεις : 28, 384, δ. . 


41. ᾿Εκτέλεσις οἱασδήσοτε ἀφαιρέσεως. ᾿Εκ τῶν ἀνωτέρω 
παρατηροῦμεν, ὅτι ἧ ἀφαίρεσις ἑνὸς πραγματικοῦ ἀριϑμοῦ ἀπὸ ἄλλου 
ἀνάγεται εἷς τὴν πρόσϑεσιν τοῦ ἀντιϑέτον τοῦ ἀφαιρετέον εἷς τὸν 
μειωτέον. ᾿Επειδὴ δὲ ἧ πρόσϑεσις δύο πραγματικῶν ἀριϑμῶν εἶναι 
πάντοτε μία πρᾶξις δυνατή, συνάγομεν, ὅτι καὶ ἦ ἀφαίρεσις δύο πρα- 
γματικῶν ἀριϑμῶν εἶναι μία πρᾶξις πάντοτε δυνατή" δηλ. δυνάμεϑα νὰ 
ἐχτελέσωμεν οἷανδήποτε ἀφαίρεσιν καὶ εἷς τὴν πεοίπτωσιν ἀκόμη, ποὺ 
ὃ ἀφαιρετέος εἶναι μεγαλείτερος τοῦ μειωτέου. 

Πράγματι ἔστω, ὅτι θέλομεν νὰ εὕρωμεν τὴν διαφορὰν 5-.28, 

Ἢ διαφορὰ αὐτὴ γράφεται (-[5)--[(-28). 

Κατὰ τὸν κανόνα τῆς ἀφαιρέσεως θὰ εἶναι 

(5.--ἰ- -28)εξ(-. 5). {{-.28)-Ξ--23 

“Ὥστε εἶναι 5--28-:---23 

Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι 1-,Οῦ-Ξ---99. 0.---36::---36 

42, Παρατηρήσεις. 1. Εἷς τὴν Δλλγεβραν ἧ ἀφαίρεσις δὲν συν" 
ἐπάγεται ἀναγκαστικῶς τὴν ἔννοιαν τῆς ἐλαττώσεως. 

Πράγματι’ ἐὰν θέλωμεν νὰ ἀφαιρέσωμεν ἀπὸ ἕνα ἀριθμὸν τὸν ---20, 


πρέπει νὰ προσθέσωμεν εἰς τὸν ἀριθμὸν αὐτὸν τὸν -ΕἘ20, δηλ. αὐξάνομεν τὸν 
ἀριθμόν. 
11. Τὸ σύμβολον ---αοῶ σημαίνει τὸν συμμετρικὸν τοῦ πραγματικοῦ 
ἀριϑμοῦ α. 
Οὕτω: ἐὰν αΞε-2, ϑὰ εἶναι ---οΑΞξΞ--Ἕ-[-2)-:Ξ--- 
ἐὰν αΞ---8, ϑὰ εἶναι --τ-αΞε--(-- 8) ΞΞ- 8 
Παρατηροῦμεν, ὅτι τὸ ---α δύναται νὰ ἔχῃ μίαν τιμὴν ϑετικὴν ἢ 
ἀρνητικήν. Διὰ τοῦτο δὲν πρέπει νὰ ϑεωροῦμεν τὰ σύμβολα 
-οα, ---β, ---Ύ,..., ὧς ἀρνητικοὺς ἀριϑμοὺς πάντοτε. 
άσκησις: 96. 
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48 ᾿Αλγεβοικὸν ἄϑροισμα. Μία σειρὰ διαδοχικῶν προσϑέσεων 


καὶ ἀφαιρέσεων πραγματικῶν ἀριϑμῶν λέγεται ἀλγεβρυεὸν ἄϑροισμα 
Π.χ. (3.-8.}{--9.(-12.--0-6 
εἶναι ἕνα ἀλγεβρικὸν ἄθροισμα. 


Ἕνα ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα δύναται πάντοτε νὰ ἀναχϑῇ εἷς ἕνα 
ἄϑροισμα πραγματικῶν ἀριϑμῶν. 
Πράγματι" ἔστω τὸ ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα . 
(-Γ16)---ἰ-8)-Ἐ{-20)---ἰ(--8)-{-Ὄ.2) (1) 
Κατὰ τὸν κανόνα τῆς 8 40 διὰ νὰ ἀφαιρέσωμεν τὸ -[-8 πρέπει 
νὰ προσϑέσωμεν τὸ -- καὶ διὰ νὰ ἀφαιρέσωμεν τὸ ---9 πρέπει νὰ 
προσϑέσωμεν τὸ -[-9. Τὸ ἀνωτέρω λοιπὸν ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα (1) 
γράφεται (-[1δ)-{--8).-Ἐ-30})-Ἐ{-[9)-Ἐ{-- 19) (2) 
δηλ. τὸ ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα (1) εἶναι ἴσον μὲ ἕνα ἄϑροισμα πραγματι- 
κῶν ἀριθμῶν. 
Τὸ ἄϑροισμα (2) δύναται νὰ γραφῇ ἁπλούστερον (8 38) 
1ὅ---8-[20-[9---12 (8). 
Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι τὸ ἀλγεβοικὸν ἄϑροισμα 
(--4.-(Ἕ-8)--ἰ--8)-} ([[9)--ἰἝ-Ε10) 
γράφεται (--6ἡ:[--8)..(-.8)-{-9)-{--1ὸ} 
ἢ ἁπλούστερον ---5-8-[9 - 10 


44. Πρακχτικὴ παρατήρησις. ᾽Εὰν συγχρίνωμεν τὰ ἀλγεβρικὰ 
ἀϑροίσματα (1) καὶ (8) διαπιστώνομεν, ὅτι ἢ ἁπλοποίησις τῆς γραφῆς 
ἑνὸς ἀλγεβρικοῦ ἀϑροίσματος στηρίζεται εἰς τὸν κατωτέρω πρακτικὸν 
κανόνα: 

Εἰς ἕνα ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα, δύο διαδοχικὰ ὅμοια σημεῖα ἄντι- 
καϑίστανται μὲ τὸ σημεῖον -[- καὶ δύο διαδοχικὰ διάφορα σημεῖα ἄντι 
καϑίστανται μὲ τὸ σημεῖον ---. 

Κατὰ τὸν κανόνα αὑτὸν ϑὰ εἶναι 

--ἰ--θ)Ξ- -Ἐ6 --(8)Ξ---ὃ 
-Ἐ(ηθ)-- 6 Ἐ{(--8)-Ξ---8 
καὶ γενικῶς α-Γ(--β)--(---γ)ὄ --(([ δ)τεα---β-γ--- ὃ 

45. Πῶς ὑπολογίξζομεν ἕνα ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα : Διὰ νὰ 
ὑπολογίσωμεν ἕνα ἀλγεβοικὸν ἄϑροισμα ἐργαξόμεϑα, ὅπως εἷς τὴν 8 80. 

Παράδειγμα. Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ ἀλγεβρικὸν ἄθροισμα : 

-8:-Ὸ12-10.--20-[4---9 

Λέγομεν --8 καὶ -Ε12 ἴσον -[4᾽ -4 καὶ -Ε1ὸῸ ἴσον -Ε14᾽ -Ε14 καὶ ---20 

ἴσον --δ’' --ὄ καὶ -[4 ἴσον --2" --2 καὶ --9 ἴσον --11. “Ὥστε θὰ εἶναι 
-8-12-10---20-4---9-----11 
᾿Ασκήσεις : 27, 28. 
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4β. ᾿Ιδιότητες τοῦ ἀλγεβοικοῦ ἀϑοοίσματος. "Ἐπειδὴ ἕνα 
ἀλγεβοικὸν ἄϑροισμα εἶναι ἄϑροισμα πραγματικῶν ἀριϑμῶν ἕπεται, ὅτι 
αἱ ἰδιότητες τοῦ ἀϑροίσματος τῶν πραγματικῶν ἀοιϑμῶν, τὰς ὁποίας 
ἐγνωρίσαμεν εἷς τὰς 8 82---87 ἰσχύουν καὶ διὰ τὰ ἀλγεβρικὰ ἀϑροί- 
ὅματα: Π. χ. ϑὰ εἶναι : 
1. α--β-γ--ὃ--ετι--β---δ- [α--Ἐ- Ύ 
1. α--β--γ-δ--εξε(α- δ) {(--β---ττε) 
Π. ατἰ(--β- γ)- δ--εξεα--β- γι ὅττε 


41. Πῶς προσϑέτομεν ἕνα ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα εἰς ἀριϑ- 
μόν : Συγκεκριμένον παράδειγμα : Ἕνας ἔμπορος ἔχει εἷς τὸ ταμεῖον 
του δ000 δοχ. Αἴ ἐμπορικαί του πράξεις κατὰ τὴν διάρκειαν τῆς ἣμέ- 
ρας ἔχουν σημειωϑῇ μὲ τὸ ἀκόλουϑον ἀλγεβοικὸν ἄϑροισμα : 

45δ00---800-[2000---8600::-2100 

Διὰ νὰ εὕρωμεν τὴν πραγματικὴν κατάστασιν τοῦ ταμείον, δυνά- 
μεϑα νὰ ἐργασθῶμεν κατὰ δύο τρόπους : 

1ον. Νὰ προσϑέσωμεν εἷς τὰς 6000 ὃρχ., τὰς ὁποίας εἶχε τὸ 
ταμεῖον του, τὸ τελικὸν ἐξαγόμενον τῶν ἐμπορικῶν πράξεων τῆς ἦμέ- 
ρας, δηλ. τὰς -2100 δρχ., ὁπότε τὸ ταμεῖον ϑὰ ἔχῃ 

5000--210ΟΌΞΞΊ100 ὃρχ.» 
δηλ. ϑὰ εἶναι 
6000 Ἐ[(4500---800-[-2000--- 8600) -ΞΞ5000-2100ΞΞῚ100. 
3ον. Δυνάμεϑα νὰ εὕρωμεν τὴν κατάστασιν τοῦ ταμείον του, 
μεϑ᾽ ἑκάστην πρᾶξιν, ὁπότε τὸ ταμεῖον ϑὰ ἔχῃ 
5000-- 4500--800- 9000 --- ϑδούΞΞ1100 δρχ. 
Τὸ ἐξαγόμενον εἶναι προφανῶς τὸ αὑτό. Θὰ εἶναι λοιπὸν 
δρο00-(4600--800-9000---8600)ΞΞ Γ 
--ῦ000-[-4600--- 800-2000 --δ60ύΞεῖ100. 

Γενικῶς, ἐὰν Α εἶναι ἕνας πραγματικὸς ἀριϑμὸς ἢ ἕνα ἀλγεβρικὸν 

ἄϑροισμα, ϑὰ ἔχωμεν 





Α-Ἐ(α--β ἐγ--διεξα [α--βιΓγ--ὃ 





»Απὸ τὰ ἀνωτέρω συνάγομεν, ὅτι : 

Κανών: Διὰ νὰ προσϑέσωμεν ἕνα ἀλγεβροικὸν ἄϑροισμα εἰς ἕνα 
ἀριϑμόν, ἀρκεῖ. νὰ γράψωμεν δεξιὰ τοῦ ἀριϑμοῦ ὅλους τοὺς ὅρους τοῦ 
ἀλγεβοικοῦ ἀϑροίσματος μὲ τὰ σημεῖα των καὶ τὰ εὕρωμεν ἔπειτα τὸ 
ἐξαγόμενον τοῦ ἀλγεβρικοῦ ἀϑροίσματος- 
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Κατὰ τὸν κανόνα αὐτὸν θὰ εἶναι : ᾿ 
160-.:{--8- 40 -- 25)-Ξ160---8-.40---25--167 
200. (32---45.[10}.-200.[,32-- .45.[10--|97 
(5-}1|12--8. {--3-} --1)ὲξ 12--8---3-7--1ΞΞ12 

48. Παρατηρήσεις. ᾿Απὸ τὴν ἰσότητα 

“ΠῚ ΑΨ βΕγ. δετατβα- 8.γ- ὃ 
συνάγομεν, ὅτι : 

Ι, ᾿Εὰν ἔμπροσϑεν μιᾶς παρενϑέσεως, ἡ ὅποία περικλείει ἕνα ἂἀλ 
γεβρικὸν ἄϑροισμα, ὑπάρχῃ τὸ σημεῖον -ἰ-, δυνάμεϑα νὰ παραλείψωμεν 
τὴν παρένϑεσιν. 

Π.χ. εἶναι: --9:}--5.}}}--8-Ξ---96--.5-[7--8, 

ΤΠ. 'Οσοιδήποτε ὅροι ἑνὸς ἀλγεβρικοῦ ἀϑροίσματος δύνανται γὰ 
τεϑοῦν ἐντὸς παρενϑέσεως, ἐὰν ἔμπροοϑεν αὐτῆς ϑέσωμεν τὸ σημεῖον -Ἐ-. 

Π.χ. -5:8---12-0:3--9---- 5-:8-[(--12-.3---9) 

α--β  γ δ--εσσα-- β- (γ-  δ--) 

᾿Ασκήσεις : 29, 80 

49, ᾿Αντίϑετα ἀϑροίσματα. Θεώρημα. ᾿Εὰν εἰς ἕνα ἀλγεβροι- 
κὸν ἄϑροισμα ἀντικαταστήσωμεν τοὺς ὅρους του μὲ τοὺς ἀντιϑέ. 
τους ὅρους των, τὸ νέον ἄϑροισμα εἶναι ἀντίϑετον τοῦ σρώτου. 

᾿Υπόϑεσις - "Ἕστω τὸ ἄϑροισμα Σεξξα--β-Ἐγ--ὃ. 

“υμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι τὸ ἄϑροισμα Σ΄ -Ξ---α-[β--γ- ὃ 
εἶναι ἀντίϑετον τοῦ πρώτου ἀϑροίσματος. 

᾿Απόδειξις - "Ἐὰν τὰ ἀϑροίσματα Σ καὶ Σ΄ εἶναι ἀντίϑετα πρέ- 
πει, κατὰ τὴν (8 29 1) τὸ ἄϑροισμά των νὰ εἶναι ἴσον μὲ μηδέν. 

Πράγματι τὸ ἄϑροισμά των εἶναι 

ΣΈΈΣ'Ξε(α--β- γ--δ)- Ἐ{--ἀ-Ὲ β --γ- δ) 
Ξξα--β- γ--ῦδ--α- Ἐβ--γ-Εδ 
ξξία---α)-[-(β---β)-(γ---γΊ -Ὁ (ὃ ---δ) 
Ξε ΞΟ -- 0 -ὸῦξϑὸ 

Τὰ ἀϑροίσματα λοιπὸν Σ καὶ Σ΄ εἶγαι ἀντίϑετα, διότι ἔχουν 
ἄϑροισμα μηδέν᾽ ἑπομένως δυνάμεϑα νὰ γράψωμεν 

α--β-Ἐγ--δε:--ἰ--ἀ-Ἐβ--γ- δ) 
Π.χ. Τὸ ἀντίθετον τοῦ ἀθροίσματος ---4-[8--12---9 εἶναι τὸ 4--8-Ε12-9. 
ἴάσκησις: 81]. 


ὅ0. Πῶς ἀφαιροῦμεν ἕνα ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα ἀπὸ ἀριϑ- 
μόν; "Ἕστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ ἀφαιρέσωμεν τὸ ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα 
-- 8.61} 1--1δ ἀπὸ τὸν ἀριϑμὸν 140, δηλ. ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ 
εὕρωμεν τὴν διαφορὰν 140--(--8-[6-7--16] [6}} 
Ἢ διαφορὰ αὐτὴ δύναται νὰ εὑρεϑῇ κατὰ δύο τρόπους : 
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ον. Νὰ ὑπολογίσωμεν πρῶτον τὸ ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα 
--8-|[6-|.1--16, ὁπότε ϑὰ ἔχωμεν νὰ ἀφαιρέσωμεν δύο πραγματικοὺς 
ἀριϑμούς. 
Πράγματι" ἐπειδὴ -8-:6-Ε1---15-ΞΞ---10 ϑὰ ἔχωμεν 
140--(---85-[[6-}1---16]Ξ:-140---(---10)Ξ5140- 10ΞΞ 
3ον. Κατὰ τὸν κανόνα τῇς ἀφαιρέσεως δύο πραγματικῶν ἀριϑμῶν 
πρέπει εἷς τὸν μειωτέον 140 νὰ προσϑέσωμεν τὸν ἀντίϑετον τοῦ ἄφαι- 
οετέου (---8-[6-  1-16). ᾿Επειδὴ ὁ ἀντίϑετος τοῦ ἘΠ ΠΤ 
εἶναι ὃ 8---θ---[1ὅ ϑὰ ἔχωμεν 
140--(---8-[6-:::.Ὄ71--1δ)ΞΞ140-{(8---Ὁ --Τ1- 16) 
ΞΞ140-8Ὡ --α---1-1δ:ΞΞ100. 
Παρατηροῦμεν, ὅτι εὑρήκαμεν τὴν αὐτὴν διαφορὰν καὶ κατὰ τοὺς 
δύο τρόπους. 
Γενικῶ: : ᾿Εὰν Α παριστάνῃ ἕνα πραγματικὸν ἀριϑμὸν ἢ ἕνα ἀλ- 


ν Κ᾿, 


γεβοικὸν ἄϑροισμα, ϑὰ ἔχωμεν 
Α--ἰα--βΈ γ-δ)ετΑ--αἰβ--γ δ 


Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν τὸν κάτωϑι κανόνα: 


Κανών : Διὰ νὰ ἀφαιρέσωμεν ἕνα ἄἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα ἀπὸ ἕνα 
ἀριϑμὸν (ἢ ἀπὸ ἄλλο ἄϑροισμα) γράφομεν δεξιὰ τοῦ ἀριϑμοῦ ὅλους 
τοὺς ὅρους τοῦ ἀϑροίσματος μὲ ἀλλαγμένα τὰ σημεῖα τῶν καὶ ἔπειτα 
ὑπολογίζομεν τὸ ἐξαγόμενον. 

Κατὰ τὸν κανόνα αὑτὸν ϑὰ εἶναι : 

8--(12---4-::9---15):Ξ8---12-: 4---9-[15ΞΞ- 6 
--20--ἰ--7-.:-5-]}-2)-:---20-Ὲ}7--5-[[0---2Ξ----10 
(.3..4--5-[2-[8--9):----.3-.4--.5--2--.8.[9----5, 

51. Παρατήρησις. ᾿Απὸ τὴν ἰσότητα (8 50) 

, ᾿ς Απτι(α--βγ--δ)εσα --α- β--γτὸ 
συνάγομεν, ὅτι : 

Ι. ᾿Εὰν ἔμπροσϑεν μιᾶς παρενϑέσεως, ἡ ὅποία περικλείει ἕνα ἀλ- 
γεβρικὸν ἄϑροισμα, ὑπάρχει τὸ σημεῖον ---, δυνάμεϑα νὰ παραλείψωμεν 
τὴν παρένϑεσιν καὶ τὸ -, ἀρκεῖ νὰ ἀλλάξωμεν τὰ σημεῖα ὅλων τῶν 
ὅρων, οἱ ὁποῖοι εὑρίσκονται ἐντὸς τῆς παρενϑέσεως. 

Π.χ. --8:-.5--ἰ--9-[4---3)-----8-[5-..9--4-3 

--αὙβ--ἰ(γ--δ.ε)ε:--αἜβγδ--ε 

11. Δυνάμεϑα νὰ ϑέσωμεν ἐντὸς παρενϑέσεως, ἔμπροσϑεν τῆς 
ὁποίας ὑπάρχει τὸ οημεῖον ---, ὁσουοδήποτε ὅρους ἑνὸς ἀλγεβρικοῦ 
ἀϑροίσματος, ἀρκεῖ νὰ ἀλλάξωμεν τὰ σημεῖα τῶν ὅρων, οἱ ὅποῖοι ϑὰ 
τεϑοῦν ἐντὸς τῆς παρενϑέσεως. 
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Π. χ. 3--5--7.:4---1-3- [[5..:7--4-1 
αΈΡ--γ--δ εξξα -Ἐβ- -(Ἐγ-Ἐδ-ε 
 ᾿Ασκήσεις : 82, 38, 84. 


ὅξ. ᾿Ιδιότητες τῆς ἰσότητος. 1. ᾿Εὰν δύο ἀριϑμοὶ α καὶ β 
εἶναι ἴσοι, εἶναι φανερόν, ὅτε ϑὰ εἶναι ἴσοι καὶ οἵ ἀριϑμοὶ ἀ- Υ καὶ 
β-ΉΥ ἢ οἵ ἀριϑμοὶ α--- καὶ β--. 

“Ὥστε: δυνάμεϑα νὰ προσϑέσωμεν τὸν αὐτὸν ἀριϑμὸν καὶ 
εἰς τὰ δύο μέλη μιᾶς ἰσότητος, ὡ 

Δυνάμεϑα νὰ ἀφαιρέσωμεν τὸν αὐτὸν ἀριϑμὸν καὶ ἀπὸ τὰ 
δύο μέλη μιᾶς ἰσότητος, 

Κατὰ τὰ ἀνωτέρω : 





αὙΎΞΞβ- 


᾿Εὰν εἶναι αΞΞβ ϑὰ εἶναι Ι 
α--γεβξβ-- 





2. ᾿Εὰν ἔχωμεν τὰς ἰσότητας 
αξξβ καὶ γΞεεὸ 
ϑὰ εἶναι ἐπίσης καὶ 
α-γεξβ-εδ καὶ α---γεεβ--ὃ 

Ὥστε: δυνάμεϑα νὰ προσϑέσωμεν ἣ νὰ ἀφαιρέσωμεν δύο 
ἐσότητας κατὰ μέλη. Γ 

.8. "Ἕστω ἣ ἰσότης 

α--βεβγ- ὃ () 

᾿Εὰν προσϑέσωμεν καὶ εἷς τὰ δύο μέλη τῆς ἰσότητος (1) τὸν 

ἀριϑμὸν (β---ὃ) ϑὰ ἔχωμεν τὴν ἰσότητα 
(α --β) -(β---δ)εεε(γ- δ)-(β---ὃ) 

ἣ α--β-β--δεεγ- δ- β-ὸ 
ἢ α--δτεγ-β (2) 

Παρατηροῦμεν, ὅτι ὁ ὅρος ὃ, ὃ ὁποῖος ἦτο εἷς τὸ δεύτερον μέλος 
τῆς ἰσότητος (1) μὲ τὸ σημεῖον -ἰ-, μετεφέρϑη εἷς τὸ πρῶτον μέλος τῆς 
ἰσότητος (2) μὲ τὸ σημεῖον ---. ᾿Επίσης ὃ ὅρος β, ὃ ὁποῖος ἦτο εἷς τὸ 
πρῶτον μέλος τῆς ἰσότητος (1) μὲ τὸ σημεῖον πτι μετεφέρϑη εἷς τὸ 
δεύτερον μέλος τῆς ἰσότητος (3) μὲ τὸ σημεῖον -Κ, Ὥστε : 

Εἰς μίαν ἰσότητα δυνάμεϑα νὰ μεταφέρωμεν ἕνα ὅρον τῆς ἔκ 
τοῦ ἑνὸς μέλους εἰς τὸ ἄλλο, ἀρκεῖ νὰ ἀλλάξωμεν τὸ σιρόσημόντου. 
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᾿Ασκήσεις 
18. Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωδϑι ἀϑροίσματα: 
ι, (18): {|| 4. (-8.}{--ὸ 8, {0} Ἐ{-- 
4. (9.5 ὅδ. (ἨἘ18})-{--15) 8. ((1ῇ40 
1. Ο0Ἐ{ὉῸῈ18) 8.(. 18:-{{--14}. 
14. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ κάτωθϑι ἀϑροίσματα : 
:. (τ6,85).--6,46) 81. (414,30}.|.-9,6) 
2, ({8,66){--9,80) 4. ({18,36).Ἐ{τ|0.64}. 
15. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ κάτωθϑι ἀϑροίοματα : 
8 1 1 1 
. (τ )1{τ-πὸ .. (ππ)Ἐ(τ5πῈ 


ὧν 
΄τ΄ιο 
ἝἝ 
οὐ 
Ν»» 
ΙΗ 
ἢ 
σι οἱ 
ιν 
Ἔ 
οαἦ 
. 

-Η 
-τ.σςσ΄ουοςσ:- 
με" 
προ δὸώϑ|Π 5 Ηἠ͵:ΎΣΣΧ»γῦ 


Ἵ Ό) 1 ὃ 
. (--)τ( τὸ 8. (-9-πὺ͵τ(ος- 
16. Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ ἄϑροισμα χεΞα-β, 
1, ἐὰν αξξ Ὁ ὃ καὶ βξΞ--ἰὸ 
2, » α---- 9 » βε-:---θ4 ΄ 
8, » αΞΞ- 0 » βΞ----ἴ 
4͵ 2 αΞ-- 1 » βΞ-: 34. 
17. Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι ἀϑροίσματα : 
ι-- (1 9π|- ὅγε 8.::|- ἡ-τ|-- 8,..Ἐ{-- 95) 


ι᾿ 


(Ε 8.{12). ἘΕϑογ:-- το .60)}.:{--10) 
(--ι6).}{--80}.:{--80). 6.40} 0. 66}:{--12). 


ς- τα τ ϑιοοτ ( :Ὁ 


. τες ες τσ) το) 
18. Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ ἄϑροισμα χι-α -Ἐβ-Ἐ γε δ 


ΤΑ ΩΣ 


; ἐὰν αΞε--Ξ2, βε:--8, γΞ----ἴ, ὃ-----"4 

; » απο 3., β---ὃ,, γε-- 4,356, δ-:---ῦ,60 
ΡῚ 4 ι ΠῚ 

᾿ς ὅς. ἄξονος, δεν ἀξέοτον τη 


Φ͵ Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωδϑι ἀϑροίσματα: 
. [48η0π|-- ἩΓΕ -- δ. (- 8) - (--12}} 
πὸ} τη-Ἐ{{-- (- 6.86} 
8. [ἀὐη- ὩΠ|Ο- 9. 14}Ἐ|ι- 3.6 {|18}..{--0}}. 
420. Νὰ ἁπλοποιηϑῇ ἢ γραφὴ τῶν κάτωθϑι ἀϑροισμάτων καὶ νὰ ὑπολογι" 
σϑοῦν ἔπειτα τὰ ἀϑροίσματα κατὰ δύο τρόπους : 
ι.. πὴ: 5. Ἐπ 8. 5 8. -} ὃ 
.... (ς(ηςϑηςθη-τ- 4 8). 9) 
8ἃι., (5.90: 4.5).τ-8,6}:0.- 8). {-ΏΆ0.16) 


1 
2 
8 
. 
1 
2 
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4 1 ὃ 
. (δερφ)ες ἐγερθτς ἢ) 
21. “ἔμπορος ἔχει εἰς τὸ ταμεῖον του Τ6000 δρχ." ὀφείλει εἰς διαφόρους 
4600 ὄρχ., 12260 δρχ., 6660 ὃρχ. ᾿ΕΞ ἄλλου τοῦ ὀφείλουν 850,15 δρχ., 1960,25 


δρχ. καὶ 9246,15 δρχ. ἴον. Νὰ ἐκφρασϑῇ, μὲ ἕνα ἄϑροισμα σχετικῶν ἀρι. 
ϑμῶν, ἡ ἐμπορικὴ κατάστασίς του. 3ον. Νὰ ὑπολογισϑῇ αὐτὸ τὸ ἄϑροισμα. 





Ρ] 
Ὡ 


22. Ἕνα ἀεροπλάνον ἀνῆλθεν εἰς ὕψος 2100 μ. ἔπειτα κατῆλθε κατὰ 
1200. μ. ἀνῆλϑεν πάλιν κατὰ 160 μ. καὶ κατῆλϑε πάλιν κατὰ 600 μ. Νὰ ἐκφρα- 
σθοῦν μὲ σχετικοὺς ἀριϑμούς αἱ ἄνοδοι καὶ κάϑοδοι τοῦ ἀεροπλάνου καὶ 
νὰ ὑπο; ογισϑῇ τὸ τελικὸν ὕψος τοῦ ἀεροπλάνου. 

25 Νὰ ὑπολογισϑοῦν αἵ κάτωθϑι διαφοραί: 

. ὅτ, 9. 3. ( (πιο) 8. (49)-|-8 

4, (--20)--(Ε1τ8) δ. ({8,60)--(--4,358 6. (--ἰ,2δ)--ἰ|--ὁ, 15) 

1. (--ξ.:40--( 85,00). 8, ({τ8,38)---ἰ(--ὅ,60). 

24. Νὰ ὑπολογισϑοῦν αἱ κάτωϑι διαφοραί : 


. Οὔ Ὁ δ 6) 0 Ὁ 
εἰ τὺ «Οὐ Ὁ 
ε τοῦ «τ (9) (οὖ) 
νι (8). Ὁ0ν (ἢ) 0061) 
25. Νὰ ὑπολογισϑῇ “ἢ διαφορὰ χεξα--β: 

τ, ἐὰν αἀΞ-:-[8, β-:--Ὁ Ὡ͵ ἐὰν α---- ὃ) βε:---ὃ 
3 » αΞξξ 0, βε:-- 8 4, » αξΞε--18, βξε 0 


26. Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι ἀφαιρέσεις : 
1 5--2,, 8. 1-ῖ, 8. δ5ι-.ό9ϑᾺϑ 4. 0-|1. 


27. Τὰ κάτωϑι ἀλγεβρικὰ ἀϑροίσματα : ἴον νὰ μετασχηματισϑοῦν εἰς 
ἀϑροίσματα σχετικῶν ἀριϑμῶν' δὸν νὰ ἁπλοποιηϑῇ ἣἧ γραφή των καὶ νὰ 
ὑπολογισϑῇ ἧ τιμή των. 

1. (48}.{--8)--68)--ἰ--.:{--το).τ-(-3ὴ 

8. (-᾿8)-(-8.::|-9 -[-8.- θ)π-|-ῇ 

8. (154{.9.--|68) - (--4)-τ εχ: 686]. 

28. Νὰ ὑπολογισϑῇ ἣ ἀριϑμητικὴ τιμὴ τοῦ ἀλγεβρικοῦ ἀϑυοίσματος 
α-οβγ-- ὃ: 

" ἐὰν ἀξε- 1, βξξτ 0, γε--1ᾶ, ὃδΞ:Ξ- 14 


2, » ἀξε-40, βεε:--ὃὴὺὴς; γεξεϑῦ, ὃ----ἹἸ 

ΕᾺ » αΞε---48, β---ὅδδ, γΞεειι8δ, ὃ-::--18. 

29. Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἵ κάτωϑι πράξεις : 

1, 100--Ό0 -- 4-38--- 83 8. {--412.{--1-[8ὃ--- θ) 
ΒΑ --ῦ-Ἐ(1-38-12) 4 ,8.--4-- ὅ.-[(--9---1-Ε10 


80. “Ἕνας ἔμπορος ἔχει 12000 δρχ. εἰς τὸ ταμεῖον του. Κατὰ τὴν διάρ- 
κειαν τῆς ἡμέρας ἔκαμε τὰς κάτωϑι διαδοχικὰς εἰσπράξεις καὶ πληρωμάς : 
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-δ0ὺ δυχ., ---800 δρχ., -Ε1680 ὄρχ., -[-4300 δρχ., --2460 δρχ., 1160 δρχ. 
Τί ποσὸν ἔχει τὰ ταμεῖον του εἷς τὸ τέλος τῆς ἡμέρας ; 
81. Ποῖα εἶναι τὰ ἀντίϑετα τῶν κάτωϑι ἀϑροισμάτων : 
1, 8--1-12--θ 8. --ἰὅ:ε 9--11- 6) 
3, --9-0.1.28--}4 4. τ{1|-4Ὁ ὅ--2). 
52. Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : 
1. 15δ1:- δ{1ὴ 9, 90-[[8--. 8ιι. 4- (9:02 
4, -- βπι 165-18) δ. --ἰο--(--τ-- 18) 8, --1--[9-08}. 
ὅ5, Νὰ ὑπολογισϑῇ ἣ ἀριϑμητικὴ τιμὴ τοῦ α--(β---γ. 


1. ἐὰν αΞι-- ὅ, βΞξΞ 4, γξξΞ ὃ 
2, Σ αΞΞ--10, β----τ, γξξ: ὃ 
ὃ, » αξξ Ό, βεξ- 9, γξε--ὃ. 


54. Δίδονται τὰ κάτωϑι ἀλγεβρικὰ δὰ μδὸ : 


Β----6-.4-ι12-- ὅ 
---4..8-- 1---1-}1 ἌΡ 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν: 1. ΑἜΒΈΓ, ῶ, Α--ΒΈῈΓ, 8, Α--(ΒΓ). 


8. Πολλαπλασιασμὸς πραγματικῶν ἀριϑμῶν 


58, Τί ὀνομάζομεν γινόμενον δύο πραγματικῶν ἀριϑμῶν; 
Ἔστω, ὅτι ἕνα κινητὸν Μ κινεῖται μὲ ὁμαλὴν κίνησιν ἐπὶ τοῦ ἄξονος 
χ' χ, δηλ. διανύει ἴσα διαστήματα εἷς ἴσους χρόνους. 

"Ἔστω ν ἡ ταχύτης του εἷς ἑκατοστόμετρα κατὰ δευτερόλεπτον᾽" 
εἷς δευτερόλεπτα διαγύει ἕνα διάστημα 5, τὸ ὁποῖον δίδεται, εἷς ἕκα- 
τοστόμετρα, ὑπὸ τοῦ τύπου 5Ξξνῖί. 


Β Ο Α 





ἐξ «Ξ τ τ ερεξηςς - πε εόββξξξξθξεει ΞΞ 
χ' -12 12 Χ 
ΣΧ. 8 


"Επὶ τοῦ ἄξονος Χ'Χ λαμβάνομεν ἕνα σημεῖον Ο;" τὸ ὁποῖον ϑεω" 
ροῦμεν ὡς ἀρχὴν τῶν διανυϑέντων διαστημάτων ὑπὸ τοῦ κινητοῦ. 


Θὰ ὀνομάσωμεν χρόνον μηδὲν τὴν στιγμήν, κατὰ τὴν ὁποίαν τὸ 
κινητὸν Μ διέρχεται διὰ τοῦ Ο. 


᾿Επίσης ϑὰ ὄνομάσωμεν ϑετικοὺς χρόνους τοὺς ᾿μεταγενεστέρους 
χρόνους τῆς στιγμῆς, κατὰ τὴν ὁποίαν τὸ κινητὸν διέρχεται ἀπὸ τὸ Ο 
καὶ ἀρνητικοὺς χρόνους τοὺς προγενεστέρους χρόνους τῆς στιγμῆς, κατὰ 
τὴν ὁποίαν τὸ κινητὸν διέρχεται ἀπὸ τὸ Ο. 

Θὰ λέγωμεν, ὅτι τὸ λινητὸν Μ ἔχει μίαν ϑετικὴν ταχήτηται ἐὰν κι᾿ 


νῆται χατὰ τὴν φορὰν Χ'Χ καὶ ἀονητικὴν ταχύτητα. ἐὰν κινῆτοι κατὰ 
τὴν φορὰν ΧΧ΄, 

Θὰ χρησιμοποιήσωμεν τὸν τύπον βεεενῖ 
διὰ νὰ χαϑορίσωμεν τὴν ϑέσιν τοῦ σημείου Μ ἐπὶ τοῦ ἄξονος Χ΄Χ. 
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1η Πεοίπτωσις : Ἰὸ κινητὸν Μ᾿ ἔχει μίαν ταχύτητα (-3) ἕκα- 
τοστομέτρων κατὰ δευτερόλεπτον. Ποῦ ϑὰ εὑρίσκεται τὸ κινητὸν εἰς 
χρόνον (-[-4). δευτερόλεπτα ; 

᾿Επειδὴ τὸ κινητὸν κινεῖται μὲ ϑετικὴν ταχύτητα, ϑὰ διευϑύνεται 
κατὰ τὴν φορὰν Χ'Χχ. Κατὰ τὸν χρόνον μηδὲν ϑὰ εὑρίσκεται εἷς τὸ ση; 
μεῖον Ο. Μετὰ 4 δευτερόλεπτα ϑὰ εὑρίσκεται εἷς τὸ σημεῖον Α, τοιοῦ" 
τον, ὥστε ΟΑ-εϑ Χ 4ΞΞ12" ἑκατοστόμετρα. Η τετμημένη τοῦ Α εἶναι 
0.1-Ξ-- 12, Θὰ γράψωμεν λοιπὸν ὁ 

(-8) - (-[ 4):Ξ-ἘΒ2, 

3α Πεοίπτωσις : Τὸ κινητὸν ΜΙ ἔχει μίαν ταχύτητα (---8) ἕκα- 
τοστόμετρα κατὰ δευτερόλεπτον. Ποῦ ϑὰ εὑρίσκεται τὸ κινητὸν εἰς χρό- 
γον (---4)ὴ δευτερόλεπτα; 

᾿Επειδὴ τὸ κινητὸν κινεῖται μὲ ἀρνητικὴν ταχύτητα, ϑὰ διευϑύνε- 
ται κατὰ τὴν φορὰν χχ΄. Κατὰ τὸν χρόνον μηδὲν ϑὰ εὑρίσκεται εἷς τὸ 
σημεῖον Ο. Πρὸ 4 δευτερολέπτων ἦτο εἷς τὸ σημεῖον Α τοιοῦτον, ὥστε 
ΟΑΞ-ειϑ ἐκ. Θὰ εἶναι 04-Ξ--Ἐ19, Θὰ γράψωμεν λοιπὸν 

(--3). (--4ὴΞΞ-Ἐ12. . 
8η Περίπτωσις : Τὸ. κινητὸν ἔχει μίαν ταχύτητα (-[-8) ἕκατο- 
στομέτρων κατὰ δευτερόλεπτον. Ποῦ ϑὰ εὑρίσκεται τὸ κινητὸν εἰς χρόνον 
(---4Ὶ δευτερόλεπτα ; 

"Επειδὴ τὸ κινητὸν κινεῖται μὲ ϑετικὴν ταχύτητα, ϑὰ διευϑύνεται 
κατὰ τὴν φορὰν χ΄'χ. Πρὸ 4 δευτερολέπτων ἦτο εἷς τὸ Β τοιοῦτον, 
ὥστε ΟΒΞΞΙ2 ἑκατοστόμετρα. ᾿Η τετμημένη τοῦ Β εἶναι ΟΒ-ΞΞ(---12). 
. Θὰ γράψωμεν λοιπὸν 

(-8). (--ἀ)Ξξί--- 12). 


4η Περίπτωσις : Τὸ κινητὸν ἔχει μίαν ταχύτητα (--- 38) ἑκατοστο- 
μέτρων κατὰ δευτερόλεπτον. Ποῦ ϑὰ εὑρίσκεται τὸ κινητὸν εἷς χρόνον 
{4} δευτερόλεπτα ; 

᾿Επειδὴ τὸ κινητὸν κινεῖται μὲ ἀρνητικὴν ταχύτητα, ϑὰ διευϑύνε" 
ται κατὰ τὴν φορὰν χχ΄. Μετὰ 4 δευτερόλεπτα ϑὰ εἶναι εἷς τὸ σημεῖον 
Β τοιοῦτον, ὥστε ΟΒ-Ξ--19, Ἢ τετμημένη τοῦ Β εἶναι 08----Ἴ2. Θὰ 
γράψωμεν λοιπὸν 

(-- 39) - (--4)ΞΞ(---12). 

"Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν τοὺς κάτωϑι ὁρισμούς : 

δ4. Ὁρισμός. Γινόμενον δύο πραγ ματικῶν ἀρι- 
ϑ μ᾽ ὦ ν εἶναι ἕνας τρίτος πραγματικὸς ἀριϑμός, ὅ ὅποῖος ἔχει ὧς ἀπ ό- 
λνυτον τεμὴν τὸ ἀριϑμητικὸν γινόμενον τῶν ἀπολύτων τιμῶν τῶν" 


κΑλγεβρα-- Π, Γ, Τόγκα Τόμος Α 2 
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δύο δοϑέντων ἀριϑμῶν καὶ ὧς ση μεῖον τὸ σημεῖον -ἶ-, ἐὰν οἵ δύο 
ἀριϑμοὶ εἶναι ὅμ ὁ σὴ μοι, ἢ τὸ σημεῖον ---, ἐὰν οἵ δύο ἀριϑμοὶ εἶναι 
ἑτερόσημοι. 
Οἱ δοϑέντες ἀριϑμοὶ λέγονται παράγοντες τοῦ γινομένου. 
Κατὰ τὸν δρισμὸν αὑτὸν ϑὰ εἶναι 
(9). (--ὅ)Ξ- 45, (-- 10) (--ὅ)----δ0 
(--. (--θ.ΞΞ----42, (12) (---8)-Ξ---86. 


δ5. Σημεῖον τοῦ γινομένου δύο πραγματικῶν ἀριϑμῶν. Διά 
νὰ εὕρωμεν τὸ σημεῖον τοῦ γινομένου δύο πραγματικῶν ἀριϑμῶν, δυ- 
νάμεϑα νὰ ἐφαρμόσωμεν τὸν κάτωϑι κανόνα τῶν σημείων. τὸν ὅποῖον 
συνάγομεν ἀπὸ τὸν δρισμὸν τοῦ γινομένου δύο πραγματικῶν ἀριϑμῶν : 


-Ἢ ἐπὶ -Ἡ δίδει -Ἐ 

δέν, ἜἬ ἐπὶ-- » -- 
Κανών : ΕΠ 
-- ἐπὶ --͵ κυ». Ἢ 


56, Παρατηρήσεις. 1. “Ὅταν ὅ ἕνας ἀπὸ τοὺς παράγοντας εἶναι 
μηδέν, τὸ γινόμενον εἶναι μηδέν. 

Π.χ. (3. 0Ξὸ καὶ 0.(-8ϑὃξξθὸ καὶ αΧόξξο 

Καὶ ἀντιστρόφως : Ὅταν τὸ γινόμενον δύο παραγόντων εἶναι ἴσον" 
μὲ μηδέν ὃ ἕνας τοὐλάχιστον τῶν παραγόντων εἶναι ἴσος μὲ μηδέν. 

Π.χ. ἂν εἶναι αβΞξῦ πρέπει νὰ εἶναι τοὐλάχιστον, εἴτε αΞΞῦ, εἴτε βεξό. 

11. ᾿Εὰν ἀλλάξωμεν τὸ σημεῖον ἑνὸς ἐκ τῶν παραγόντων, ἀλλάσσει 
τὸ σημεῖον τοῦ γινομένου. 

Π.χ. (--ὴ. (-θ)ΞΞ---24 καὶ (--4). (---6)ΞΞ- 24. 

ΠΙ. ᾿Εὰν ἀλλάξωμεν τὸ σημεῖον δύο παραγόντων, τὸ γινόμενον. 
δὲν μεταβάλλεται. 

Π.χ. (--5). (Ἐδ)--:--339 καὶ (-[5). (---6):----30. 

ΙΝ. Πινόμενον ἐπὶ (-[-1) καὶ ἐπὶ (-1). 

Π.χ. (8). (εἢξξ( "8. καὶ γενικῶς αΧᾷ(ΈΕϊεεα 

(Ἐ8). (--᾿ξξ(--ὁ“δ)ο καὶ γενικῶς αχΧί---ἢΞ:--α. 
᾿Ασκήσεις : 8δ, 86, 87. 


57. Γινόμενον παλλῶν πραγματικῶν ἀριϑμῶν. Ὁρισμός, 
Γινόμενον πολλῶν πραγματικῶν ἀριϑμῶν λέγεται ὃ πραγματικὸς ἀριϑμός. 
τὸν ὁποῖον εὑρίσκομεν ὡς ἑξῆς : 

Πολλαπλασιάζομεν τοὺς δύο πρώτους παράγοντας᾽ τὸ εὑρεϑὲν ἐξα- 
γόμενον πολλαπλασιάξομεν ἐπὶ τὸν τρίτον παράγοντα' τὸ νέον ἐξαγόμε-. 
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γον πολλαπλασιάζομεν ἐπὶ τὸν τέταρτον παράγοντα καὶ οὕτω καϑεξῆς 
μέχρις ὅτου λάβωμεν ὅλους τοὺς παράγοντας.. 

Παράδειγμα. Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ γινόμενον : 

(5-{-3.-(--8.-(-8 -(--2.). 

Καιὰ τὸν ὁρισμὸν τοῦ γινομένου πολλῶν παραγόντων ἔχομεν διαδο- 

χικῶς (Ε 5. (--38-- 15, (-- 15). (--θ6 .ΞΞ "90, 
(90). (855-720, (720) .(--2)-Ξ---Ἰ440 
Θὰ εἶναι λοιπὸν (-5).(---3)- [-6). (8). (--2)Ξ----1440. 

Κατὰ τὸν ἀνωτέρω δρισμόν, ἧ ἀπόλυτος τιμὴ τοῦ γινομένου πολ- 
λῶν παραγόντων εἶναι ἴση μὲ τὸ γινόμενον τῶν ἄπολύτων τιμῶν τῶν 
παραγόντων αὑτῶν. 

"Ἐὰν ἕνας ἀπὸ τοὺς παράγοντας εἶναι μηδέν, τὸ γινόμενον εἶναι 
προφανῶς ἴσον μὲ τὸ μηδέν. 

Π.χ. (--4. (-10). (--9) .0. (--Ιϑξξὸ 

Καὶ ἀντιστρόφως : Ὅταν ἕνᾳ γινόμενον πολλῶν παραγόντων 
εἶναι μηδέν, ἕνας τοὐλάχιστον ἀπὸ τοὺς παράγοντας ϑὰ εἶναι μηδέν, 
διότι ἄλλως τὸ γινόμενον ϑὰ ἦτο διάφορον τοῦ μηδενός. 

58. Σημεῖον τοῦ γινομένου πολλῶν ἀριϑμῶν. Τ7ὸ σημεῖον 
τοῦ γινομένου πολλῶν πραγματικῶν ἀριϑμῶν ἐξαρτᾶται ἀπὸ τὸ πλῆϑος 
τῶν ἀρνητικῶν παραγόντων. 

Τὸ σημεῖον εἶναι -ἴ. ἐὰν ὅλοι οἵ παράγοντες εἶναι ϑετικοὶ ἢ 
ἐὰν τὸ πλῆϑος τῶν ἄρνητικῶν παραγόντων εἶναι ἄρ τι ο ν. 

Τὸ σημεῖον εἶναι ---, ἐὰν τὸ πλῆϑος τῶν ἀρνητικῶν παραγόντων 
εἶναι περιττόν. 

Π.χ. ({ 3.-({|). (8). (5)ξξ- 120 (ὅλοι οἱ παράγοντες θετικοὶ) 

( 2.-.(--4.-ς--. (6 ἘξΞ- 48 (δύδ ἀρνητικοὶ πουρόέγοντερ) 
(Ἐ10}.-(--5). (--6). (---)ΞξΞ--300 (τρεῖς ἀρνητικοὶ παράγοντες) 

᾿Ασκήσεις : 88, 89. 

59. ᾿Ιδιότητες τοῦ πολλαπλασιασμοῦ. Αἱ ἰδιότητες τοῦ πολ- 
λαπλασιασμοῦ, τὰς ὁποίας ἐγνωρίσαμεν εἷς τὴν ᾿Αριϑμητικήν, ἰσχύουν 
καὶ διὰ τοὺς πραγματικοὺς ἀριϑμούς. 

60 1. Τὸ γινόμενον δύο ἢ σπερισσοτέρων πραγματικῶν στα- 
ροαγόντων δὲν μεταβάλλεται, ἐὰν μεταβληϑῆῇ ἡ τάξις των. 

Πράγματι. 1ον. Η ἀπόλυτος τιμὴ τοῦ γινομένου δὲν μεταβάλλε- 
ται, κατὰ γνωστὸν ϑεώρημα τῆς ᾿Αριϑμητικῆς, (τὴν ἰδιότητα τῆς ἄντι- 
μεταϑέσεως). 

ῶον. Τὸ σημεῖον τοῦ γινομένου δὲν μεταβάλλεται, διότι τὸ ση- 
μεῖον του ἐξαρτᾶται ἀπὸ τὸ πλῆϑος τῶν ἀρνητικῶν παραγόντων καὶ 
ὄχι ἀπὸ τὴν ϑέσιν των. 
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Θὰ εἶναι λοιπὸν γενικῶς : 


β ((α)- ([8} -(ξ- (:δ)επ 8) - (--ὃ « (-α) - (ἡ) 





61. 11. Εἰς ἕνα γινόμενον πολλῶν πραγματικῶν παραγόντων 
δυνάμεϑα νὰ ἀντικαταστήσωμεν δύο ἢ περισσοτέρους παράγον- 
τας μὲ τὸ γινόμενόν των. 

Π.χ. (--2.--5 δι -3,ξες--2.--20).-3). 

Γενικῶς ϑὰ ἔχωμεν : 


((α) Β)-Ὑ δ) (--) -[(:Β):ὃ)} . (--ὶ 





Ι 
62. ΠΙ. Εἰς ἕνα γινόμενον πολλῶν σιραγματικῶν παραγόν- 
τῶν δυνάμεϑα νὰ ἀντικαταστήσωμεν ἕνα σιαράγοντα δι᾿ ἄλλων" 
οἱ ὁποῖοι ἔχουν αὐτὸν ὧς γινόμενον. 
Π. χ. (--5,12).--- εξ ---5)--3χ.---4)---7. 
Γενικῶς ϑὰ ἔχωμεν : 


(Γα) - [{---β)(-Γδ)} - (--- )ϑξί-α)(---β)(---οὐ)ί 1-δ) 


θ8. ΙΝ. Διὰ νὰ πολλασιλασιάσωμεν ἕνα γινόμενον πολλῶν 
σιραγματικῶν παραγόντων ἐπὶ ἕνα πραγματικὸν ἀριϑμὸν ἀρκεῖ 
γὰ πολλαπλασιάσωμεν ἕνα μόνον ἐκ τῶν παραγόντων τοῦ 
ψγινομένου ἐπὶ τὸν ἀριϑμὸν αὐτόν. 3 

Π.χ. [(--4.-5.-9)Ἐ2}} - (---3γεΞ--(--15)..--9)[2}:Ξ--1080. 

Γενικῶς ϑὰ ἔχωμεν : 


[(-α)ιΕΒ)(-- 9] - (-- μ)ττ(-α) «Ἰ(ΕΒ)(- μὴ} «( 


θ4. ΚΝ. Διὰ νὰ πολλαπλασιάσωμεν δύο ἢ περισσότερα γινό- 
μενα πραγματικῶν παραγόντων σχηματίξομεν ἕνα γινόμενον, τὸ 
ὁποῖον περιέχει ὅλους τοὺς παράγοντας τῶν γινομένων. 

Π,χ. [(--2.-5}0--7}} .ὄ (3) -8)|Ξξί--2.-5..-ητ Ἐ3)-8)5Ξ---1680. 

Γενικῶς ϑὰ ἔχωμεν : 








[{--α)ὐ(-β)(-ΑΗἱ . {{{-δ)(---6)}ΞΞ(- -ὐ(-Εβ)(--Υὴ Ἐδ)(---εἰ 





66. Πῶς πολλαπλασιάζξζομεν ἕνα ἀλγεβοικὸν ἄϑροισμα 
ἐπὶ ἕνα ἀριϑμόν ; Θεώρημα. Διὰ νὰ πολλασλασιάσωμεν ἕνα 
ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα ἐπὶ ἕνα ἀριϑμὸν (ἢ ἕνα ἀριϑμὸν ἐσὲὶ ἕνο 
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ἀλγεβροικὸν ἄϑροισμα), πολλαπλασιάζομεν κάϑε ὅρον τοῦ ἀϑροί- 
σματος ἐπὶ τὸν ἀριϑμὸν αὐτὸν καὶ προσϑέτομεν τὰ ἐξαγόμενα. 
Τὸ ϑεώρημα αὗτὸ εἶναι γνωστὸν εἷς τὴν ᾿Δοιϑμητικὴν ὡς ἐπιμε- 
οιστικὴ ἰδιότης. Θὰ τὸ ἐπαληϑεύσωμεν ἐδῶ μὲ ἕνα παράδειγμα. 
Ἔστω, ὅτι θέλομεν νὰ πολλαπλασιάσωμεν τὸ ἀλγεβρικὸν ἄθροισμα 
6--8:-:5 ἐπὶ τὸν ἀριθμὸν ---4 δηλ. ἔστω, ὅτι θέλομεν νὰ εὕρωμεν τὸ γινό- 


μενον : (6--8:5). (-- ἢ) 

Ἐπειδὴ 6---8-[5ΞΞ---3 
θὰ εἶναι (6--8-5). (--ἀτε(-[[3).- (---4):----Ἰ2 

Ἐὰν ἐκτελέσωμεν τὸν πολλαπλασιασμόν, κατὰ τὸ ἀνωτέρω θεώρημαν 
θὰ ἔχωμεν 


(6---8-5). (--()ΞΞ6(---4)---8ι---4)-5(--4ὴ:---24-::Ξ352---20-Ξ: ---Ἰ2 
Παρατηροῦμεν, ὅτι τὸ ἐξαγόμενον εἶναι τὸ αὐτό᾽ ὥστε δυνάμεθα νὰ 


γράψωμεν 
(6--8:|5). (--ὅγτε6ι---4)---8ι---4)-5(---4)------24-[:32---20------Ἴ12. 
Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι : 
(-9--6-7--2) . (1-5)ΞΞ--9(-5}--6(-5,..7(5)--2({-[5}ΞΞ 
Ξ----45---30-[.35---10Ξ----50. 
Γενικῶς ϑὰ εἶναι : 


(α--β-Ἐγ--ὃ) - μεκαμ--βμ-γμ--ὃμ 


"Ἐὰν ἀλλάξωμεν τὴν ϑέσιν τῶν παραγόντων τοῦ πρώτου μέλους, 
τῆς ἰσότητος (1) ϑὰ ἔχωμεν καὶ 





μία--βιγ--δ)εεαμ -- βμ- γμ--ὃμ 





66. ᾿Εξαγωγὴ κοινοῦ παράγοντος. Κατὰ τὸ ϑεώρημα τῆς 


8 66 ϑὰ εἶναι (α-Ἐ β -- ὐμξξαμ- βμ--Ύμ 
"Ἐὰν ἐναλλάξωμεν τὰ μέλη τῆς ἰσότητος αὑτῆς, δὰ ἔχωμεν 
ἀαμ-βμ-- γμεξία - β---ὴμ () 


᾿Απὸ τὴν ἰσότητα (1) συνάγομεν, ὅτι : 

᾿Εὰν ἔχωμεν ἕνα ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα γινομένων, ἕκαστον τῶν 
ὁποίων ἔχει κοινὸν παράγοντα, δυτάμεϑα νὰ ϑέτωμεν τὸν κοιγὸν αὐτὸν 
παράγοντα. ἐκτὸς παρενϑέσεως καὶ ἐντὸς αὐτῆς τὸ ἄϑροισμα τῶν μὴ 
κοινῶν παραγόντων. 


Π.χ. θὰ εἶναι --3μ-Ἐ7μ--9μ-Ξ(--3-7--9)μ----δμ 


4 ΒΕ 4 Ν 4Λλ. 1ἴα 
Τα -- -Ξ- αἜ8α--12α-- -- -Ξ- - 8--Ἰ2).α τε ( Ἔ Ὁ) α-- ἐπα. 


67. Πῶς πολλαπλασιάζομεν δύο ἢ περισσότερα ἀλγε- 
βοικὰ ἀϑροίσματα. Θεώρημα. Διὰ νὰ πολλασπλασιάσωμεν ἕνα 
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ἀλγεβοικὸν ἄϑροισμα ἐπὶ ἄλλο ἄϑοοισμα͵ πολλασιλασιάζομεν. 
διαδοχικῶς κάϑε ὅρον τοῦ σπιρώτου ἀϑροίσματος ἐπὶ κάϑε ὅρον 
τοῦ δευτέρου ἀϑροίσματος καὶ προσϑέτομεν ἔπειτα τὰ ἐξαγόμενα 

“Υπόϑεαις : “ἕστω, ὅτι ἔχομεν νὰ πολλαπλασιάσωμεν τὰ ἀϑροί- 
σματα (α-β-Ἐγ) καὶ (δ- ε). 

Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι : 

(α--β-ἘΥ) - (δ: εὐξεκαδ- -βδ- γδ-Γαε-Ἐβε- γε 

᾿Απόδειξις : ᾿Ἐὰν ὑποθέσωμεν, ὅτι τὸ ἄϑροισμα (δ- εἰ ἔχει 
ἐκτελεσϑῇ, ϑὰ ἔχωμεν νὰ πολλαπλασιάσωμεν τὸ ἄϑροισμα (α-[-β- -Υὐ 
ἐπὶ τὸν ἀριϑμὸν (δ- εὐ καὶ ἑπομένως, κατὰ τὸ ϑεώρημα τῆς 8 δῦ ϑὰ 
ἔχωμεν : (α-Ἐβ-Υ).. (δ-  ε)ξξεα(δ-ε)-Εβιδ- ε)τ γίδ-  ε)τξξ 

Ξξξεαδ-αε- βὸ--βε--γδ- γε 


Γενικῶς ϑὰ ἔχωμεν : 


(α-Ἐβ -- γγίδ---εὐξεαδ-βδ--γὸ--αε--βε- γε 


Π. χ. θὰ εἶναι : 
(--5:16-7|8--10)-----5. 8-[δΔὶ .8Ἐ} 7. 8--5(---10)..6(--10)-7(---10)ΞΞ 
Ξε--- 40 - 48 -ἰ 56 -[50--60---70----Ἰ6. 

Γενικώτερον : Διὰ νὰ πολλαπλασιάσωμεν πολλὰ ἀλγεβυικὰ 
ἀϑροίσματα πολλαπλασιάζομεν τὰ δύο πρῶτα ἀϑροίσματα͵ ἔπειτα 
σπολλαπλασιάξομεν τὸ εὑρεϑὲν ἐξαγόμενον ἔσεὶ τὸ τρίτον ἄϑθροι- 
σμα καὶ οὕτω καϑεξῆς μέχρις ὅτου λάβωμεν καὶ τὸ τελευταῖον 
ἄϑοοισμα. 

᾿"Ασκήσεις : 40 4], 42, 48, 44. 


4, Διαίρεσις πραγματικῶν ἀρυϑμῶν 


68. 'Ορισμός. Πηλίκον δύο πραγματικῶν ἀριϑμῶν 
α καὶ βὶ λέγεται ἕνας τρίτος πραγματικὸς ἀριϑμός, ὃ ὁποῖος πολλαπλα- 
σιαζόμενος ἐπὶ τὸν δεύτερον δίδει ὡς γινόμενον τὸν πρῶτον 

Τὸ πηλίκον τοῦ πραγματικοῦ ἀριϑμοῦ α διὰ τοῦ πραγματικοῦ 


ἀριϑμοῦ β γράφεται α :β ἢ ᾿ 


Κατὰ τὸν ἀνωτέρω ὁρισμὸν ϑὰ εἶναι 
μεὸσ στον, ἐὐαν φῖστοτν δὴ 
᾿α:βετα, ἢ ΨΕ 

Ι 





α 9» 
ἡΓ ΞΕ ΧῖΓ, ἕαν 








᾿ Α ε ᾿ ν᾿ ᾽ { ΕΣ 
᾿ς Ὁ α λέγεται διαιρετέος καὶ ὃ βὶ διαιρέτης. Τὸ σύμβολον Ἔ ὄνο» 
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μάζεται ἀλγεβρικὸν κλάσμα ἣ λόγος τῶν ἀριϑμῶν α καὶ β. Ὁ α εἶναι 
ὁ ἀριϑμητὴς τοῦ κλάσματος καὶ ὃ β  παρονομαστής τον᾿ οἷ α καὶ β 
εἶναι οἵ ὅροι τοῦ κλάσματος ἢ οἱ ὅροι τοῦ λόγον. 


69. Πῶς εὐρίσκομεν τὸ πηλίκον δύο πραγματικῶν ἀρι- 
ϑμῶν; "Εστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν τὸ πηλίκον (-[-24) : (--θ). 
Κατὰ τὸν ἄνωτέρω δρισμόν, τὸ ζητούμενον πηλίκον ϑὰ εἶναι 
--4, διότι (---4) . (--- 6) Ξε -94πξεδιαιρετέον. 
“Ὁμοίως εὑρίσκομεν 
(-18) : (8) - δ, διότι (-[-δ) - (-| 8,55-1ὅ 
(-19) : (---4)ΞΞ-8, διότι (-[:8). (--- 4)-:----12 
(--0) : (--βδὴτε -τ- ά, διότι (---4). (-[δὅ)Ξ:--20 
(-[24) : (---λτ --, διότι (--θ). (---4)5Ξ- 24. 


“Ὁμοίως εἶναι 











Ῥ ὃ Ξε 8, διότι (-8). (- ὅ)ΞΞ-Ε18 
τι πετῶ, διότι (-). (---9)-----18 
Ἐπ -α-τδ, διότι (--δ) " (Ἐθ)-τε--ϑ0. 


ΣΕκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν τὸν κάτωϑι κανόνα : 

Κανών : Διὰ νὰ εὕρωμεν τὸ πηλίκον δύο πραγματικῶν ἀριϑμῶν 
διαιροῦμεν τὴν ἀπόλυτον τιμὴν τοῦ διαιρετέου διὰ τῆς ἀπολύτου τιμῆς 
τοῦ διαιρέτου καὶ ἔμπροσϑεν τοῦ πηλίκου ϑέτομεν τὸ σημεῖον -Ἰ μέν, 
ἐὰν οἵ δύο ἀριϑμοὶ εἶναι ὅὁμόσημοι, τὸ σημεῖον --- δέ, ἐὰν οἵ δύο ἀριϑμοὶ 
εἶναι ἑτερόσημοι. 

70. Παρατηρήσεις. [. ᾿Εὰν εἷς μίαν διαίρεσιν δύο πραγματι- 
κῶν ἀριϑμῶν ὃ διαιρέτης δὲν διαιρῇ ἀκριβῶς τὸν διαιρετέον, τότε τὸ 
πηλίκον παρίσταται ὕπὸ μορφὴν κλάσματος. 


πιχ 65:-065- Ἐξ τ 5. 6 5.1:015:- τξ το-- τῷ, 
-3 3 -3 3 


11. Τὰ ἀνωτέρω παραδείγματα δεικνύουν ἀκόμη, ὅτι τὸ πηλίκον 
δύο πραγματικῶν ἀριϑμῶν : 

1ον. ᾿Αλλάσσει σημεῖον, ἂν ἀντικαταστήσωμεν τὸν ἕνα ἐκ τῶν ἄρι- 
ϑμῶν μὲ τὸν ἀνιίϑετόν του’ 

καὶ 3ον. Δὲν ἀλλάσσει σημεῖον, ἂν ἀντικαταστήσωμεν καὶ τοὺς δύο 
ἀριϑμοὺς διὰ τῶν ἀντιϑέτων των. 
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71. ᾿Ιδιαίτεραι σεριστώσεις. 1. ᾿Εὰν ὅ διαιρετέος εἶναι μηδέν, 
ὃ δὲ διαιρέτης διάφορος τοῦ μηδενός, τὸ πηλίκον ϑὰ εἶναι ἴσον μὲ 
᾿ μηδέν. ᾿ ; 

Δηλ. θὰ εἶναι 0: 3ΞΞ0, διότι ὁ διαιρέτης 3, πολλαπλασιαζόμενος ἐπὶ 
μηδέν, δίδει τὸν διαιρετέον 0. : 





Γενικῶς ϑὰ εἶναι -“ ΞΕ 


11. Ἢ διαίρεσις οἱουδήποτε ἀριϑμοῦ διαφόρου τοῦ μηδενὸς διὰ 
θ, πχ. ἡ 8: 0, εἶναι ἀδύνατος. 

Διότι δὲν ὑπάρχει ἀριθμός, ὁ ὁποῖος πολλαπλασιαζόμενος ἐπὶ τὸν διαι- 
ρέτην 0, νὰ δίδῃ γινόμενον τὸν διαιρετέον 8, ὁ ὁποῖος εἶναι διάφορος τοῦ 
μηδενός. 


᾿ 
! 


“Ὥστε τὸ τ εἶναι τὸ σύμβολον τοῦ ἀδυνάτου 


11. “Ὅταν ὃ διαιρετέος καὶ ὃ διαιρέτης εἶναι 6, τὸ πηλίκον εἶναι 


τυχὼν ἀριϑμός, δηλ. εἶναι ἀόριστον. 
Διότι κάθε ἀριθμὸς πολλαπλασιαζόμενος ἐπὶ τὸν διαιρέτην 0 δίδει γι- 
νόμενον τὸν διαιρετέον 0. 


“Ὥστε τὸ 





0 Ὁ ον , 
ΠῊ εἶναι τὸ σύμβολον τῆς ἀοριστίας 





᾿Ασκήσεις : 4, 46, 47, 48. 


72. "Ιδιότητες τῆς διαιρέσεως Αἷ ἰδιότητες τῆς διαιρέσεως, 
τὰς ὁποίας ἐγνωρίσαμεν εἷς τὴν ᾿Αριϑμητικήν, ἰσχύουν καὶ διὰ τοὺς 
πραγματικοὺς ἀριϑμούς. 

Κατωτέρω ϑὰ ἐπαληϑεύσωμεν μερικὰς ἰδιότητας τῆς διαιρέσεως 
μὲ παραδείγματα. 


18. Πῶς διαιροῦμεν ἕνα ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα δι᾽ ἀρι- 
ὃμοῦ. Θεώρημα. Διὰ νὰ διαιρέσωμεν ἕνα ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα 
δι᾿ ἀριϑμοῦ, διαιροῦμεν κάϑε ὅρον τοῦ ἀϑροίσματος διὰ τοῦ 
ἀριϑμοῦ καὶ προσϑέτομεν τὰ ἐξαγόμενα. 


Ἔστω, ὅτι θέλομεν νὰ διαιρέσωμεν τὸ ἀλγεβρικὸν ἄθροισμα 
(24--16-[40) διὰ --4 


Ἐπειδὴ 24---16-[40ΞΞ---48 
θὰ εἶναι (24--16-::40) : (--εε(-48) : (---4)::----12΄ 
"Ἐὰν ἐκτελέσωμεν τὴν διαίρεσιν, κατὰ τὸ ἀνωτέρω θεώρημα, θὰ ἔχωμεν 
.ς 24 --ὸ ͵ἷ͵ὃὖὃ ᾿δεξίς τ 
(24--16:.40) : (--4) ΞΞ ----- 4 ΓΞ ἘΞ Ξε---6-[4---10ΞΞ---12. 


Παρατηροῦμεν, ὅτι τὸ ἐξαγόμενον εἶναι τὸ αὗτό. 
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Γενικῶς ϑὰ ἔχωμεν : 





(α-βεν-δ) με -εῦ- 


᾿Ασκήσεις : 49, δ0. 

14. Πῶς διαιροῦμεν γινόμενον πολλῶν παραγόντων δι᾽ 
ἀριϑμοῦ ; Διὰ νὰ διαιρέσωμεν ἕνα γινόμενον πολλῶν παραγόντων δι 
ἀριϑμοῦ ἀρκεῖ νὰ διαιρέσωμεν ἕνα μόνον ἐκ τῶν παραγόντων 
αὐτῶν διὰ τοῦ ἀριϑμοῦ. 

Ἔστω, ὅτι θέλομεν νὰ διαιρέσωμεν τὸ γινόμενον 

5. [:21).8 διὰ τοῦ --7 
Θὰ ἔχωμεν 
[5.. (---21) . 8] : (---Ξξ(---840) : (---ΞΞ- 120. 

Ἐὰν ἐκτελέσωμεν τὴν διαίρεσιν, κατὰ τὸ ἀνωτέρω θεώρημα, καὶ διαιρέ- 

σῶμεν μόνον τὸν παράγοντα (---21) διὰ τοῦ ---7, θὰ ἔχωμεν 
[5. (--2}). 8}: (--:Ξ.-Ξξς.. 8-:5.3. 8-- Ε120. 
Παρατηροῦμεν, ὅτι τὸ γεν δηρνον εἶναι τὸ αὐτό. 


Γενικῶς ϑὰ ἔχωμεν -: (α-β.γ’ δ): μετα. -Ἐ.γ. δ 
δ. Πόρισμα. Ἔστω, ὅτι ϑέλυμεν νὰ διαιρέσωμεν τὸ γινόμενον 
[4. (---ὃ)(---8)}] διὰ τοῦ --ϑ. Κατὰ τὸ προηγούμενον ϑεώρημα ϑὰ 
ἔχωμεν : 
[4- (---ὅ) - (--8}} : (-8:-- 4. (--ὅ). --ς ΞΞ 4. (--ὅ) . 1Ξξ4. (-- ὅ). 
Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν, ὅτι : 


Διὰ νὰ διαιρέσωμεν ἕνα γινόμενον πολλῶν παραγόντων διά τινος 
ἐκ τῶν παραγόντων του ἀρκεῖ νὰ ἐξαλείψωμεν αὐτόν. 


Γενικῶς ϑὰ ἔχωμεν : (αβγδ) : γεΞαβὸ 


᾿Ασκήσεις : δ1, δ. 

76. Ἰδιότητες τῆς ἰσότητος. 1. ᾿Εὰν δύο ἀριϑμοὶ α καὶ β 
εἶναι ἴσοι εἶναι προφανές, ὅτι ϑὰ λάβωμεν ἀκόμη δύοἴσους ἀριϑμούς, 
ἐὰν πολλαπλασιάσωμεν ἢ διαιρέσωμεν τοὺς α καὶ βὶ ἐπὶ τὸν αὑτὸν 
ἀριϑμὸν γφξο. Δηλ. : ἐὰν εἶναι ἀΞξξΞβ, ϑὰ εἶναι καὶ 

α γξξβ- γ, --- (γ διάφορος τοῦ μηδενός). 

“Ὥστε : δυνάμεϑα νὰ πολλαπλασιάσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη 

μιᾶς ἰσότητος ἐπὶ τὸν αὐτὸν ἀριϑμόν. 
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Δυνάμεϑα νὰ διαιρέσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη μιᾶς ἰσότητος 
διὰ τοῦ αὐτοῦ ἀριϑμοῦ, διαφόρου τοῦ μηδενός. 

9, ᾿Εὰν ἔχωμεν τὰς ἰσότητας αΞξβ καὶ γεξδ εἶναι φανερόν, ὅτι 
ϑὰ εἶναι καὶ 


δεγεηροῦ καὶ Ξ- Ὁ 
“Ὥστε : δυνάμεϑα νὰ πολλαπλασιάσωμεν ἢ νὰ διαιρέσωμεν 
κατὰ μέλη δύο ἰσότητας. 


5, ᾿Αλγεβοικὰ κλάσματα 


71. ᾿Αλγεβοικὸν κλάσμα. "Εστωσαν α καὶ β δύο πραγματικοὶ 
ἀοιϑμοί᾽ τὸ πηλίκον τῶν δύο αὑτῶν ἀριϑμῶν, τὸ ὁποῖον παριστάνομεν 
μὲ Ἔ' λέγεται ἀλγεβοικὸν κλάσμα. 

Π. χ. Τὰ πηλίκα 

-12 -Ἐ25 -Ἰό 18 - 
6᾽ -- δ᾽ -- 3 -- 6’ 
εἶναι ἀλγεβρικὰ κλάσματα. 


Ὃ παρονομαστὴς β ἑνὸς ἀλγεβρικοῦ κλάσματος πρέπει νὰ εἶναι 


διάφορος τοῦ μηδενός, διότι ἄλλως τὸ πηλίκον τ. ἐὰν αζξὸ, δὲν ϑὰ 


εἶχεν καμμίαν ἔννοιαν᾽ πράγματι δὲν ὑπάρχει ἀριϑμός, ὁ ὁποῖος πολ" 
λαπλασιαζόμενος ἐπὶ 0 νὰ δίδῃ γινόμενον τὸν ἀριϑμὸν α. 


"Ἐὰν αΞξὸ καὶ βῳέ, τὸ κλάσμα πὸ εἶναι ἴσον μὲ μηδέν᾽ δηλ, 


0 
εἶναι β Τ Ξ 0 
8 ν᾿ 4 , α 0 3) Ὶ ᾿ , 
Ἐὰν αξΞϑξύ, βΞΞΟ, τὸ κλάσμα --ῦ εἶναι ἴσον μὲ τιχόντα 


ἀριϑμὸν (8 11). 


18. Παρατηρήσεις σχετικαὶ μὲ τὸ σημεῖον τῶν κλασμά- 
των. 1. ᾿Επειδὴ ἕνα κλάσμα παριστάνει τὸ πηλίχον τῆς διαιρέσεως 
δύο ἀριϑμῶν, τὸ κλάσμα εἶναι ϑετικόν, ἐὰν οἵ δύο ὅροι του εἶναι ὅμό- 
σημοι καὶ ἄρνητικόν, ἐὰν οἷ δύο ὅροι του εἶναι ἑτερόσημοι (8 69). 

15 -ἷῖῦὸ 15 15 
ΠΧ Ἐ8Ρ᾽ Ξ8΄ ΓΔ δ' τς -1- - 
9, ἪΗ ἀξία ἑνὸς κλάσματος δὲν μεταβάλλεται, ἐὰν ἀλλάξωμεν συγ» 
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χρόνως τὸ σημεῖον ἑνὸς ὅρου του καὶ τὸ σημεῖον, τὸ ὅποῖον εὑρίσκετα, 
ἔμπροσϑεν τοῦ κλάσματος. 

Πράγματι’ ἡ ἀλλαγὴ τοῦ σημείου ἑνὸς μόνον ὅρου του, ἀλλάσσει τὸ 
σημεῖον τοῦ πηλίκου, ἀλλὰ ἐπειδὴ ἀλλάσσομεν ἐπίσης καὶ τὸ σημεῖον, τὸ 
ὁποῖον εὑρίσκεται ἔμπροσθεν τοῦ κλάσματος, τὸ ἀρχικὸν σημεῖον τοῦ πηλί- 
κοὺ ἀποκαθίσταται. 


Πιχ. ἰδ. -18 18 


Ἔχοντες ὕπ᾽ ὄψει τὰς δύο ἀνωτέρω παρατηρήσεις δυνάμεϑα νὰ 
γράψωμεν γενικῶς 








τὰ -ι΄᾿ -α͵ι -ἙἝα 
ΝΙΝ Ξρ᾿-  Ξ β τβ 
α ποι πα τὰ 
ΞΡ πρ τ π ρ τ ππρ 


79. ᾿Αντίστροφος ἑνὸς ἀριϑμοῦ. ᾿Αντίστροφος ἑνὸς ἀριϑμοῦ 
μι λέγεται τὸ πηλίκον τῆς ϑετικῆς μονάδος (- 1) διὰ τοῦ ἀριϑμοῦ αὐτοῦ. 


Π.χ. ὁ ἀντίστροφος τοῦ μ εἶναι ὁ τὶ 


μ 
-ἹἸ 


ὋὉ ἀντίστροφος τοῦ -- εἶναι ὁ Ξε ἢ - 


Ὁ ἀντίστροφος τοῦ -Ἡ Ξ εἶναι ὁ --τ- Ἐπ. 


80. Παρατηρήσεις. Ι. Κατὰ τὸν ὁρισμὸν τῶν ἀντιστρόφων ἄρι- 


ϑμῶν, ὃ ἀντίστροφος τοῦ -{-1 εἶναι ἘΞ --Ξ -Ἐ. Παρατηροῦμεν, ὅτι : 


“Ὁ ἀριϑμὸς 1 εἶναι ἴσος μὲ τὸν ἀντίστροφόν του -[-1. 

Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι καὶ ὃ ἀριϑμὸς ---Ἰ εἶναι ἴσος μὲ τὸν ἄν" 
τίστροφόν του --Ἰ. 

Οἱ ἀριϑμοὶ -Ε1 καὶ ---1 εἶναι οἵ μόνοι ἀριϑμοί, οἵ ὁποῖοι ἔχουν 
τὴν ἰδιότητα νὰ εἶναι ἴσοι μὲ τοὺς ἀντιστρόφους των. 


3 γ “«-- ε ι ᾿ , 
11 Ὃ ἀντίστροφος τοῦ α εἶναι ὁ ΞῸς "Εὰν πολλαπλασιάσωμεν 


το 


Ἁ Ι 
τὸν ἀριϑμὸν α ἐπὶ τὸν ἀντίστροφόν του Ἐ, εὑρίσκομεν γινόμενον : 


ΕΝ 


Παρατηροῦμεν, ὅτι : Τὸ γινόμενον ἑνὸς ἀριϑμοῦ ἐπὶ τὸν ἀντί- 
στιροφόν του εἶναι ἴσον μὲ -ΕἾ. 


81. ᾿Ιδιότητες τῶν ἀλγεβρικῶν κλασμάτων. Αἱ ἰδιότητες 
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τῶν κλασμάτων τῆς ᾿Αοιϑμητικῆς ἰσχύουν καὶ διὰ τὰ ἀλγεβοικὰ κλά» 
σματα καὶ ἀποδεικνύονται ὁμοίως. 

82. Θεώρημα 1. Ἢ ἀξία ἑνὸς ἀλγεβρικοῦ οὐκ ΑΝ νοὶ δὲν 
μεταβάλλεται, ἐὰν πολλαπλασιάσωμεν ἢ διαιρέσωμεν καὶ τοὺς 
δύο δρους του ἐπὶ τὸν αὐτὸν ἀριϑμόν, διάφορον τοῦ μηδενός. 


“Υπόϑεσις : "Ἔστω τὸ ἀλγεβρικὸν κλάσμα τε καὶ ἕνας πραγμα-“. 


τικὸς ἀριϑμὸς μ ϑετικὸς ἢ ἀἄρνητινός, ἀλλὰ διάφορος τοῦ μηδενός. 
Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι : 
ὅς μ᾽ 
“ΠῚ βμ 
᾿Απόδειξις : ᾿Εὰν παραστήσωμεν μὲ π τὸ πηλίκον τῆς διαιρέ“ 
σεως τοῦ α διὰ β (β.50), ϑὰ ἔχωμεν : 


α ᾿ 
-ππ. ἢ αΞΞ βπ. 4) 
Πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἰσότητος (1) ἐπὶ τὸν ἀρι- 
ϑμὸν μ καὶ ἔχομεν ἀμΞξεβπ: μα ἢ αμξξβμ. π. (2) 


"Ἐπειδὴ τὸ μ εἶναι διάφορον τοῦ μηδενὸς καὶ τὸ βμ ϑὰ εἶναι διά- 
φορον τοῦ μηδενὸς καὶ ἑπομένως ἡ ἰσότης (2) ἐκφοράζει, ὅτι τὸ π εἶναι 
τὸ πηλίκον τῆς διαιρέσεως τοῦ αμ διὰ βμ᾽ δηλ. ϑὰ εἶναι 

αμ 
“βμ᾽ 


καὶ ἐπειδὴ π-Ξ Ἔ' ἣ προηγουμένη ἰσότης γράφεται : 


π ΞΘ 





.-φ ΄ἂμ 
β βμ 


Κατὰ τὸν αὑτὸν τρόπον ἄποδεικνύομεν, ὅτι : ἡ ἀξία ἑνὸς κλάσμα- 
τὸς δὲν μεταβάλλεται, ἐὰν διαιρέσωμεν καὶ τοὺς δύο ὅρους του διὰ μ. 
᾿Ἐδείχϑη λοιπόν, ὅτι : (Η ἀξία ἑνὸς ἀλγεβοικοῦ κλάσματος... 

5 5Χ--2 -οἴὸ 1 --24 --24:6 --4 

ΠΧ. τε Ξ ΞῈ ΞΞῚ ΞΞΙΕΞΊΤ πδ' τ ἰἴ8: Ὸ 3 
Παρατήρησις. Δυνάμεϑα νὰ παρατηρήσωμεν, ὅτι ἧ διαίρεσις ἑνὸς 
ἀοιϑμοῦ α δι᾽ ἑνὸς ἄλλου ἀριϑμοῦ β ἀνάγεται εἷς τὸν πολλαπλασια- 








5 1 ν ᾿ “ 
σμὸν τοῦ α ἐπὶ Ἔ" δηλ. ἐπὶ τὸν ἀντίστροφον τοῦ β. 
" 
φ β ᾿ 
Δηλ.: Κάϑε διαίρεσις δύναται νὰ ἄντικατασταϑῇ μὲ ἕνα πολλα- 
σλασιασμόν- 


“Ὥστε: α:β-ε -τ τ-εα’ 
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88. Πόρισμα. ᾿Η ἀξία ἑνὸς κλάσματος δὲν μεταβάλλεται, ἐὰν 
ἀλλάξωμεν τὰ σημεῖα καὶ τῶν δύο ὅρων του. 
Διότι ἀρκεῖ νὰ πολλαπλασιάσωμεν καὶ τοὺς δύο ὅρους τοὺ ἐπὶ ---Ἰ. 


Θὰ εἶναι λοιπὸν 
-12 -οἸ2 -Ε]5 --15 


ἘΔ4 --' --3ἡἌ53" Ὁ 
84. ᾿Εφαρμογαί : 1ον. ᾿“Απλοποίησις τῶν ἀλγεβρικῶν κλασμά- 
των. Δυνάμεϑα νὰ ἁπλοποιήσωμεν ἕνα ἀλγεβοικὸν κλάσμα, ὅπως καὶ 
εἷς τὴν ᾿Αοιϑμητικήν, ἐξαλείφοντες τοὺς κοινοὺς παράγοντας καὶ τῶν 
δύο ὅρων. 
8ὅ δχΊ δ 
Οὕτω : ; Ξ-45 ΞΞ πξεχι. ΞΞ--τ “" 
ϑον. Τροπὴ ἄλγεβρικῶν κλασμάτων εἰς ὁμώνυμα. ᾿Ἐ τροπὴ ἕτε- 
ρωνύμων ἄλγεβρικῶν κλασμάτων εἷς ἄλλα ὁμώνυμα γίνεται ὅπως καὶ 
εἷς τὴν ᾿Αριϑμητικήν. 
Πράγματι᾽ ἔστω, ὅτι θέλομεν νὰ τρέψωμεν τὰ κλάσματα 
8 18 --5 
ΓἽ2᾽ -24' --α 





εἰς ὁμώνυμα. 
᾿Απλοποιοῦμεν κατ᾽ ἀρχὰς τὰ κλάσματα καὶ ἔχομεν 
Δ. 3 5 
3 4’ “δ᾽ 
Τὸ ἐκιπ. τῶν παρονομαστῶν των εἶναι τὸ 12. Κατὰ τὰ γνωστά, τὰ 
ἀνωτέρω κλάσματα εἶναι ἴσα μὲ 








8 9ῳ. 10 
12 12 2 
Γενικῶς, "Ἔστω, ὅτι ϑέλωμεν νὰ τρέψωμεν εἷς ὁμώνυμα τὰ κλά- 
α α΄ α΄ 
σματα Ἔ' δ’ 1’ 
"Εργαζόμενοι ὅπως εἷς τὴν ᾿Αριϑμητικὴν εὑρίσκομεν 
αἂόἕἝἕ.͵. αβ΄β΄ αὐ αἹββ' α΄ α΄ ββ’ 
β᾽ βββ'᾽ β΄ βββ ’ β΄ ββ'β΄ 


᾿Ασκήσεις : δ. 

85. Θεώρημα 1. Τὸ ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα πολλῶν ὁμωνύ- 
μὼν κλασμάτων εἶναι ἕνα κλάσμα, τὸ ὁποῖον ἔχει τὸν αὐτὸν στα- 
υονομασιὴν καὶ ὧς ἀριϑμητὴν τὸ ἀλγεβρικὸν ἄϑροοισμα τῶν 
ἀριϑμητῶν. 

“Υπόϑεσις : "ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ προσϑέσωμεν τὰ ὁμώνυμα 
κλάσματα “. τὶ -- 

Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι 

α βι ν᾽ αἀἘβὴγ 
Τα α΄ Δ 
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᾿Απόδειξις : Κατὰ τὸν δρισμὸν τοῦ πηλίκου δύο ἀριϑμῶν (8 68) : 


ἐὰν εἶναι -᾿ πε π, ϑὰ εἶναι αΞξελπ () 
» » ΕΣ Ξεπ, » » βξξιλπ' (2) 
»»» "Ν Ξε,» » γεελπ' (3. 


Προσϑέτομεν κατὰ μέλη τὰς ἰσότητας (1), (2), (8) καὶ ἔχομεν 
α-Ἐβ- γξξλη- λπ' -ἘΔπ' 
ἢ ἀἘ β- γϑελίπ- π’- π᾿ (8 66) 


Διαιροῦμεν διὰ Δ καὶ τὰ δύο μέλη τῆς τελευταίας ἰσότητος καὶ 


ἔχομεν -ΞΈΡΈν. Ξευ- π΄ πὶ 

᾿Αντικαϑιστῶμεν εἷς τὴν ἰσότητα αὐτὴν τὰ π, π΄, π΄΄ μὲ τὰ ἴσα 
τὰ τὰ 
καὶ ἔων ὀ ἐμὠδἐδέν ἀρ δος 


᾿Εδείχϑη λοιπὸν ὅτι : Τὸ ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα... 
"Ἐὰν τὰ δοϑέντα κλάσματα δὲν εἶναι ὁμώνυμα, τρέπομεν αὑτὰ εἷς 
ὁμώνυμα. 
Παράδειγμα. Ἔστω, ὅτι θέλομεν νὰ εὕρωμεν τὸ ἄθροισμα 
3. -δ΄. 24... Ὁ 


Τὸ δοθὲν ἄθροισμα γράφεται 
3 5 4 7 
π᾿ τ᾿ 
Τρέπομεν τὰ κλάσματα εἰς ὁμώνυμα. Τὸ ἐκκιπ. τῶν παρονομαστῶν τῶν 
εἶναι 24 ἔχομεν λοιπόν : 


3 5»,.3ὉΆ 4 7 18 20. 32 2] 
4. δ 3. »ᾷ,8Ὲ 24 241 24 34 ΄- 
18--20-[.32---2] 9. 3 
- 24 “24 ΄ 8 


᾿Ασκήσεις : δ4. 

8θ6. Θεώρημα [1]. Τὸ γινόμενον δύο ἢ περισσοτέρων ἀἄλγε- 
βοικῶν κλασμάτων εἶναι ἕνα ἀλγεβρικὸν κλάσμα, τὸ ὅσιοῖον ἔχει 
ὡς ἀριϑμητὴν τὸ γινόμενον τῶν ἀριϑμητῶν καὶ ὧς παρονομα- 
,στὴν τὸ γινόμενον τῶν παρονομαστῶν. 

“Υπόϑεσις : "Εστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ πολλαπλασιάσωμεν τὰ κλά- 


“ 





α α΄ α 
σματα π'’ δ’ τ’ 
Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι 
α α΄ α΄ὀ ὀ ὀαα΄α΄ 
βΡ ΧΙ ΧΡ 60’ 
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᾿Απόδειξις : Κατὰ τὸν δρισμὸν τοῦ πηλίκου δύο ἀριϑμῶν (8 68) : 


᾽Εὰν εἶναι τι τες π, ϑὰ εἶναι αξξβπ ι) 
νυ πα, νον» ατεβπ' () 

» » Ἰὰς -οα π΄, » » αἰ'ΞΞβ΄ π΄ (3) 
Πολλαπλασιάζομεν τὰς ἰσότητας (1), (2), (8) κατὰ μέλη καὶ ἔχομεν 
αα΄αἼΞΞβπ Ν β΄ π΄ 2 β΄ π΄ ἢ αα΄ α΄΄ΞΞββ΄ β΄ ππ΄ π΄΄ (4) 


᾿Επειδὴ οἵ παρονομασταὶ β, β΄, β΄΄ εἶναι διάφοροι τοῦ μηδενὸς 
καὶ τὸ γινόμενόν των ββ΄ β΄΄ ϑὰ εἶναι διάφορον τοῦ μηδενὸς καὶ ἕπο»- 
μένως ἡ ἰσότης (4) ἐχφράζει, ὅτι τὸ ππ΄ π΄ εἶναι τὸ πηλίκον τῆς διαι- 
ρέσεως τοῦ αα΄α΄΄ διὰ τοῦ ββ΄β΄΄, δηλ. εἶναι 
α΄ΠὉΠ,..  νρ κ ααα΄ἪὁὖὁὁὋὁ ἀ α΄' αἷ 
ββθ πὰ ἢ πρρβη “ΒΒ Β΄ 
᾿Εδείχϑη λοιπὸν ὅτι : Τὸ γενόμενον δύο ἢ περισσοτέρων... 
Παράδειγμα. "Ἔστω, ὅτι θέλομεν νὰ εὕρωμεν τὸ γινόμενον τῶν κλα- 
--1 ΖΔ -Ἐ5 -Ἰὸ 
ἘΣ’ 5... “Ξο “83 
Κατὰ τὸ ἀνωτέρω θεώρημα θὰ ἔχωμεν 





σμάτων 


᾿Ασκήσεις : δδ, δ6δ, δ7. ἢ 

87. Θεώρημα 11. Δεὰ νὰ διαιρέσωμεν κλάσμα διὰ κλά- 
σματος πολλασιλασιάζομεν τὸ κλάσμα τοῦ διαιρετέου ἐπὶ τὸ κλά- 
σμα τοῦ διαιρέτον ἀντεστραμμένον. 

“Ὑπόϑεσις : “ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ διαιρέσωμεν τὸ κλάσμα 
π' διὰ τοῦ τ. 

Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι 


ν ν .- - 





᾿Απόδειξις : "Εὰν πολλαπλασιάσωμεν τὸ κλάσμα 8:5 ἐπὶ τὸν 











2 Ύ ε , , α 
διαιρέτην -τ' εὑρίσκομεν τὸν διαιρετέον -' 
Πράγματι ἔχομεν 
αὐ δέο ῦ ραν δον: αὶ 
βιν ὃ βιυ. ὃ β᾽ 
ἤΆΑρα τὸ κλάσμα Ἔ - εἶναι τὸ πηλίκον τῆς διαιρέσεως 
ΟΝ 
β΄’ 
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ἜΔΕΙ λοιπὸν ὅτι : Διὰ νὰ διαιρέσωμεν πλάσμα... 
πιχ ἘΣ 1ὸ- 15. Ἐ7- (5 {ἢ "ΉΤ 
“Ὁμοίως ἔχομεν 

Ἢ. 


4 

-δδο:οοἝ τ. - ταν .ς (τ :-(] 8. 
-ὸ - ἐμ --δ᾽ - 8. [8] Ἢ 
ΒΠῚ 


“ἀσκήσεις : δ8, δ9. 


᾿Δσκήσεις 


5. Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι γινόμενα : 

1, (41ὔ).(“ὸ 2, (-8:-00.9) 8, ({10.(--Ὲ 
4. (-,5) .(--06) ὕ, ({14}.( 3,3) 6. (-0,ὴ.(-[0.8). 
86. Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι γινόμενα : 


νι (Ὁ Ὁ κ« ().ἢ) 
. (ἢ ἢ « Οἢ (ἢ) 


:. (42).(--8).-ἰ(ΡΕὕ})- ΘΜ ὅν. (ὅ- ἔπ. (1 
(4ὅ).(--82...ἰ--98)-(--ἡ--68).(--ὃ).-ἰ--Ὦ. 4 


Ὁ ΓΟ Ὁ -ΟὈΘ Οὐ)ο Ὁ) 
38. Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι γινόμενα : 


-. ι8).--ὃ) .(--θ).(1| .(-- ἢ 
8. (-θ..(-- .(--ὃ. (ἢ .(--10) 
8 
ὅ 


μ 


1 1 8 
οὐ ον νι ΝΜ πβεζον 
49. Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἷ κάτωϑι πράξεις : 
({3.--8)-- ὃ) --- (πη -ἡ1.3) -Π (--3,--6) 6) 
(--8)ι--Ἰ)Ἐ10) -- --3γ--)ι--1).-Ὁ) 


1 
ΡῚ 
1 1 8 Ε] ῦ 4 
. ΠΌΘΘΘ Ὁ τ ἢ) Ἐ)6 2) 
40. Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἵ κάτωϑι πράξεις : 
ι- {(4.-6.3}.{(--2}-(-- 39, {{-χ--8. 1} - (3) 
8. (δ τ)(-10}} - {-3)}(--8}} . 
4. βι.-8)..8}}-1((--δ).ι--1.-4}} (Ὁ) Ἐ1}-- 10}. 
41. Νὰ ἐκτελεσϑοῦν κατὰ δύο τρόπους, αἱ κάτωϑι πράξεις : 
1. (..--6.-:2--10). (δ) 9, (--49-8-.-26). (-- ἢ 


8. {3 τ το. «9 4 (-τ-8- τ τ- -ἡ .(- -ὦ). 


"Ασκήσεις 49 


,. Νὰ ἐκχτελεσθοῦν αἷ κάτωϑι πράξεις : 


(- Ξ Ἐ6|6-ὖ . ([8--8) 9, (--6},8--4--12). (δ--9) 
8κ, (--2:᾽). (4--8). (8---11). 


, Νὰ ἐχτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : 


(--10:6--18) . (18--9).(--ἃὁ 2, (41π0--Ιχ--8-8--δ) 4). 


. Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : 


(--6..8--τοὴς-- 8)--{-09-- 0.68) 6 
(12- τ ϑηγ-- 8)--ἰ--  4γ--δ}{--8.(Ἐ1) 


1 Ε] 1 ῶ [ 1 ῷ 
( τι) τ)τί τ Ἐπ --(- Ὁ} 
Νὰ ἐχτελεσϑοῦν οἱ κάτωϑι διαιρέσεις : 
(-Ἐ80)-{-Γδ) ἢ, (--ῶ0) :(-) 8. (--82) : (-[8) 
(4.46)-:(--9) δ, (--Ἰδ): (6) 8. ({8ὴ:(.-8 
(4.5: 0, 8. (--8,16) -({:0,36). 


, Νὰ ὑπολογισϑῇ ἧ τιμὴ τοῦ πηλίκον Ἔ' 


ἐὰν α-Ξ-2316,ο, β:-- 18 4. ἐὰν α-Ξὠ-13.,6χ β-:-:--1.8 
» αἀΞΕ 348, β::---1ἢ ὅ. » α.ἀ----ὅ,064, β-ε:Ξ- 0.6 
» α-Ξ---ὃδὃῦθ, βεΞ:--ῦ 6. » απξ- 89 ΜΒ, βε:---ὦ,4. 


, Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ κάτωθϑι πηλίκα: 


639). 6 Ὁ «Οὐ 0}} 
ἢ Ὁ «ὐῇο}Ὧῳ 
ἢ) 6 ἢ τ ἢ) 6ὉὉ 
Ὁ Ὁ 1 (π}} 0} 


, Νὰ ἐκχτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : 


[(--34) : (:8}}--ἰ(--- 18): (π- 6}. 86) - (--9}} 
{Ὁ δ) - (--4-ἀἰ{--816) : (--36}.. (--4-12--). 


, Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : 


(- 5}13--34-0. 2--10) : (68) 
(.24:16--91-[18---80) : (--8) 


σέεξεξ τ). .9) 


, Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : 


Ἂν ΕΟ τ πη 2Ξ 0: (-3 


(.-τττ-τὸἢ. τ -( -πττὴ)ῖ(- .) 


. Νὰ Ἐξιϑος κατὰ δύο τρόπους αἱ κάτωϑι πράξεις : 


[--84η-.36χ.--16}.48}}:(-- [κι {τ-θ).1. (--δ) 8] -{---16). 


, Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : 


[((ὅ).--183)--ἰ-380.,-6}} : (--ὃ) 
(ὅ). 9.τ|-- θ.8.-ἰ4}--16}} : (--ὃ) 


᾿Ασκήσεις τ - 


55, Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν καὶ νὰ τραποῦν εἰς ὁμώνυμα τὰ κάτωϑι κλάσματα: 





. “τ -8 -ιὸ Ξῦ ομδ ἐν 
᾿ Ἔ2δ᾽ --4᾽ --͵Ιδ᾽ ᾿ 4 -|δ᾽ ᾿ 
54. Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : 
--8 Ρ] 2 8 δ 
1: 5 ὙπΞτ . τπασπ τς τῷ 
. πὸ -τἴ : ,ἌὉῸὉῸ 2. - 
“ἘΠ 86 ὅν πε ρτδενς Ἐπ γ᾽ 
8 δ. ττῦ β8 Ἴ - --ἃ 
: τ --δ8 ᾿ ΠῚ δ δ᾽ 
55. Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἴ κάτωϑι πράξεις : 
4 - ,., -ὸῦ Ἢ : --ἰ 18 
-ὃ 8 ᾿ δ -ῦ Ὁ μ4 Ἐ-ἰτ 
8. -θ ΠῚ 6. -Ῥ 
3 τ᾿ “τὸ ὅ. τὶ (ἢ 8. ἜΘ ᾿ πιὸ 
ΡῚ --ὃ᾿᾿ --ἴ -ἴ 6 
8. -πτ- ΠΕ 6. (πὦ -Ἴπ ἠξιύθξξι  ότεεν τος 
56. Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις 
- πὸῖδσὀ 8 --ὃ -εὶ -ἢ 
π΄ .- τ. 8, (“ἢ .-πτ τ (3). -Ξξ- 
Ἴ,Ι -τἰ «8 -δ Ξῆ 
ον Ξ᾿ 4. --ς-᾿ -Ξξ {10}. ἐπ τ 
57. Νὰ ἐχτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : 
. (.-385., τ -ἰ 3.Λ -ἴ 
ν Π -8 -Ὁ --ὃ 7 ᾽ ἘΠ 
Ἥ τι τῷ (Ξξ 
δ, {πὶ ἐπ τ τ δ 
ἃ νάϊ: Τὰ 9--8-:.8 δ τι: 
ὶ Ἔ1--15 .- ὃ ᾿ς - 0435 ᾽᾽ 
58. Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι διαιρέσεις : 
:. - τ -- ᾿ πᾷ 
1. ἘΓῊ ὩΝ 8, ππτῇ ἐ πΞΒ᾿ ὃ, (--8) : Ξ δ᾽ 
. -ἃ -- -6. -8ϑ -ἴ 
π Ἐπ πν ἐπὶ 8. (418). 1. 
59. Νὰ ἐκχτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι διαιρέσεις : 
: ὅ1ι8-0. 1-9Ὁ.,. -ιρ-8 (-8),.(:ἢ 
᾿ --412-- 5 2-1:8--11 ᾿(-8) -(θ.- 5δ--1] 
.. πιβειδιῖδ, δ5-ᾳ-.8) (--.46.--ἰὸ 5--9.}1 


-θ- --α-|ἀ-π-ῇ (18). (-θ) ᾿ 6-- 4{4-.9) 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Γ΄. 
ΔΥΝΑΜΕΙ͂Σ, ΡΙΖΑΙ, ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑΙ ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ 


1, Δυνάμεις πραγματικῶν ἀριϑμῶν 


88. 'Ορισμός. δύναμις πραγματικοῦ ἀριϑμοῦ λέγεται τὸ γινόμε- 
γον πολλῶν παραγόντων ἴσων μὲ τὸν ἀριϑμὸν αὐτόν. 

ΠΟχ. Τὸ γινόμενον (--2),---2).-2),--2Ὁ εἶναι ἡ τετάρτη δύ- 
ναμις τοῦ (--2) καὶ γράφεται συμβολικῶς (---2). δηλ. εἶναι 

(-2,.Ξξι--ι--2,--2)ιξ22)Ξ -16 
Ὁμοίως ἡ πέμπτη δύναμις τοῦ (-[3) εἶναι 
(3, ΞΞ 63.6.33. 35. .3)5Ξ:- 243 
Γενικῶς : Νυοστὴ δύναμις ἑνὸς πραγματικοῦ ἀριϑμοῦ α λέγεται τὸ 
γιυόμενον ν παραγόντων ἴσων μὲ τὸν ἀριϑμὸν α. 
ΠΟΧ. ἡ νυοστὴ δύναμις τοῦ α εἶναι 
ανξξα .α -α-α-- 0. α, (ν παράγοντες) 

Ὃ ἀριϑμὸς α λέγεται βάσις τῆς δυνάμεως αἵ" καὶ ὃ μικρὸς 
ἀριϑμὸς ν, ὃ ὁποῖος γράφεται δεξιὰ καὶ ἄνω τῆς βάσεως, λέγεται 
ἐκϑέτης τῆς δυνάμεως. 

Π.χ. εἰς τὴν δύναμιν (---5)5 βάσις εἶναι ὁ ἀριθμὸς ---5 καὶ ἐκθέτης ὁ 4. 

Ὃ ἐκϑέτης φανερώνει τὸ πλῆϑος τῶν ἴσων παραγόντων. 

Κατὰ τὸν δρισμὸν τῶν δυνάμεων, ὃ ἐκϑέτης πρέπει νὰ εἶναι ἀκέ- 
ραιος καὶ ϑετικὸς ἀριϑμός. 

᾿Επίσης ὁ ἐκϑέτης δὲν πρέπει νὰ εἶναι μικρότερος τοῦ 
2, διότι ἄλλως δὲν ϑὰ εἴχομεν γινόμενον ἴσων παραγόντων καὶ ἕπομέ- 
νὼς καὶ δύναμιν ἀριϑμοῦ. 

Ἢ δευτέρα δύναμις ἕνὸς ἀριϑμοῦ λέγεται καὶ τε το ἅ- 
γώνον αὑτοῦ, ἧ δὲ τρίτη δύναμις αὐτοῦ λέγεται καὶ κ ύ- 
βος αὐτοῦ. 

Π.χ. τὸ γινόμενον (--5) . (---5) γράφεται (---5)" καὶ ἐκφωνεῖται: --δ΄ 
εἰς τὴν δευτέραν δύναμιν ἢ -- εἰς τὸ τετρά- 
γῶνον. 


Ἐπίσης τὸ γινόμενον (-2).{-[2. 2) γράφεται (-Ε2} καὶ ἐκφωνεῖται : 
ἜΖ εἰς τὴν τρίτην δύναμιν ἢ 2 εἰς τὸν κύβον. 


δῶ Δυνάμεις πραγματικῶν ἀριϑμῶν 


89. Σημεῖον τῶν δυνάμεων. ᾿Επειδὴ αἵ δυνάμεις εἶναι γινό- 
μενα πραγματικῶν παραγόντων, τὸ σημεῖον των ἐξαρτᾶται ἀπὸ τὸ πλῆ- 
ϑος τῶν ἀρνητικῶν παραγόντων᾽ ἂν λοιπὸν ἔχωμεν ὕπ᾽ ὄψει τὸν κανόνα 
τοῦ σημείου ἑνὸς γινομένου πολλῶν παραγόντων (8 ὕ8) συνάγομεν, ὅτι : 

1ον Κάϑε δύναμις, ἣ ὅποία ἔχει ἄρτιον ἐκϑέτην εἶναι ϑετική. 

ον Κάϑε δύναμις, ἦ ὅποία ἔχει περιττὸν ἐκϑέτην ἔχει τὸ 
σημεῖον τῆς βάσεώς της. 

Π.χ. (3, ΞΞ(--3 3.3. 3)ΞΞ-81 

(--3,.ΞΞΊ 81 (ἔχει 4 ἀρνητικοὺς παράγοντας) 
(--3)»5ξΞ--27 (ἔχει 3 ἀρνητικοὺς παράγοντας) 
(--οὺὴν ΞΞ αν, ἐὰν ν εἶναι ἄρτιος 

(--οῦ.ν Ξε-τ-αν, ἐὰν ν εἶναι περιττός. 

90. Παρατηρήσεις. 1. ᾿Επειδὴ 15ΞΞ1.1.1-.-1.1: 1Ξ5Ξ1 συνά- 
γομᾶν, ὅτι : 

“Ὅλαι αἱ δυνάμεις τῆς μονάδος εἶναι ἴσαι μὲ 1. 

Π. Εἴπομεν ἀνωτέρω (δ 88), ὅτι ὁ ἐκϑέτης μιᾶς δυνάμεως δὲν 
πρέπει νὰ εἶναι μικρότερος τοῦ 8᾽ ἐν τούτοις παραδεχόμεϑα, ὅτι : 

Πιχ. 8:Ξ8', (--5)}Ξ-5, αξξα, βεξβ' (βλέπε 8 97. 

ΠῚ. Ὅταν ἡἣ βάσις μιᾶς δυνάμεως εἶναι ἀρνητικὸς ἀριϑμός, πρέ- 
πει νὰ ϑέτωμεν τὸν ἀριϑμὸν αὐτὸν ἐντὸς παρενϑέσεως. 


Διότι τὸ (---5)" εἴναι τελείως διάφορον τοῦ ---5. 
Πράγματι: (-5͵'ΞξΞι--9)--9ϑΞ- 25 
--51ΞΞ..--5.. 5-:----25. 


᾿Ασκήσεις : 60, 61. 62, 68, 64. 


91. Ιδιότητες τῶν δυνάμεων. Αἱ ἰδιότητες τῶν δυνάμεων, 
τὰς ὁποίας ἐγνωρίσαμεν εἷς τὴν ᾿Αριϑμητικήν, ἰσχύουν καὶ διὰ τὰς δυ- 
γάμεις τῶν πραγματικῶν ἀριϑμῶν καὶ ἀποδεικνύονται ὁμοίως. 


92. Γινόμενον δυνάμεων τοῦ αὐτοῦ ἀριϑμοῦ. “Ἔστω, ὅτι. 
ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν τὸ γινόμενον αἱ. α". αἱ. 
Κατὰ τὸν δρισμὸν τῶν δυνάμεων ϑὰ εἶναι : 
α΄ - α".- αἰξΞαααα. αα ' ἀααα. 
Τὸ δεύτερον μέλος τῆς ἰσότητος αὑτῆς εἶναι τὸ γινόμενον 
4 3:-.8ξξϑ παραγόντων ἴσων μὲ τὸν ,.α᾽ ὥστε εἶναι ἴσον μὲ 
αὐὙ8Ὲ8 τῷ αὐ, Θὰ εἶναι λοιπὸν 
α' -α"- αὔξεξα 3:8 Ξε αὖ. 
Ὁμοίως εἶναι (---8)". (---8)5. (---3)"Ξε(--8)6:5:: --- (- 83)". 
Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν, ὅτι : 
Ι. ᾿Ιδιότης. Τὸ γινόμενον δυνάμεων τοῦ αὐτοῦ ἀριϑμοῦ 


Δυνάμεις πραγματικῶν ἀριϑμῶν δ8 


εἶναι δύναμις τοῦ αὐτοῦ ἀριϑμοῦ, ἡ ὁποία ἔχει ἐκϑέτην τὸ 
ἄϑροισμα τῶν ἐκϑετῶν των. 
Κατὰ τὴν ἰδιότητα αὑτὴν ϑὰ εἶναι γενικῶς 


αὐ. α" αϑ τὶ αὐ ν το Ι καὶ ἀντιστρόφως α"τῦ Ξῷ αὐ. αὐ 


᾿Ασκήσεις : θ6δ, 66 


98. Δύναμις μιᾶς δυνάμεως. "Ἕστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν 
τὴν πέμπτην δύναμιν τῆς δυνάμεως α", δηλ. νὰ εὕρωμεν μὲ τί ἰσοῦται 
τὸ (α")". 

Κατὰ τὸν δρισμὸν τῶν δυνάμεων ϑὰ εἶναι 

(α")" ΞΞΞ α" - α" - α' - α". α᾽ 
ἥ, κατὰ τὴν προηγουμένην ἰδιότητα 
(α")" --- αϑ ϑ 8 ΈἘ8:Ὲ8 τς αδ. ὁ τος αἱ", 

Ὁμοίως ϑὰ εἶναι ἰ[(---ὅ)7}" ΞΞ (--ὅ)". 

Ἔκ τῶν ἄνωτέρω συνάγομεν, ὅτι : 

11. ἸΙδιότης. ᾿Η δύναμις μιᾶς δυνάμεως ἑνὸς ἀριϑμοῦ εἶναι 
ἴση μὲ τὴν δύναμιν τοῦ αὐτοῦ ἀριϑμοῦ, τῆς ὁποίας ὃ ἐκϑέτης 
εἶναι τὸ γινόμενον τῶν δύο. ἐκϑετῶν. 

Ἢ ἰδιότης αὑτὴ ἐκφράζεται καὶ ὧς ἕξῆς : 

Διὰ νὰ ὑψώσωμεν μίαν δύναμιν ἑνὸς πραγματικοῦ ἀριϑμοῦ 
εἰς ἄλλην δύναμιν, σχηματίξομεν μίαν νέαν δύναμιν, ἡ ὅποία 
ἔχει βάσιν τὸν δοϑέντα ἀριϑμὸν καὶ ἐκϑέτην τὸ γινόμενον τῶν 
δύο ἐκϑετῶν. : 

Κατὰ τὴν ἰδιότητα αὐτὴν ϑὰ εἶναι γενιχῶς : 


(αν ) τῷ, αν 








καὶ ἀντιστρόφως αὖ Ξξ (α"})}" ξξε (α"})" 


᾿Ασκήσεις - 67, 68, 69. 


θ4, Πῶς ὑψώνομεν γινόμενον παραγόντων εἰς δύναμιν ; 
"Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ ὑψώσωμεν τὸ γινόμενον α-β᾿Ύ εἷς τὴν 
τοίτην δύναμιν, δηλ. ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν τὸ (α. β΄. γ)". 
Κατὰ τὸν δρισμὸν τῶν δυνάμεων ϑὰ εἶναι : 
(α- β’ γ)ξξα -β- γχα: β- γχα- β᾽γ 
Ξξξα α΄ ἃ - β.᾽β'β .ΟΥ̓ΥΎ 
τς αϑ ἀ β᾽' ἃ γ". 
ὍὉμοίως εἶναι 


[{-) . (-- 8) - (Ἐ6)]"Ξξ(---2)" .- (--8)" - (-ὅ). 


84 Δυνάμεις πραγματιμῶν ἀριϑμῶν 


Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν, ὅτι : 

[Π|. Ἰδιότης. Διὰ νὰ ὑψώσωμεν γινόμενον πολλῶν παραγόν- 
τῶν εἷς μίαν δύναμιν, ὑψώνομεν κάϑε σεαράγοντα τοῦ γινομένου 
εἰς τὴν δύναμιν αὐτήν. 

Κατὰ τὴν ἰδιότητα αὐτὴν ϑὰ εἶναι γενικῶς : 





(α:β.γ.δ)" -Ξα" .β᾽ γ᾽ “δ᾽ καὶ ἀντιστρόφως αἵ - β' “Ὑ" Ξξ(αβγ)" 





᾿Ασκήσεις : Τῦ, ΤΙ, 72, 7ὸ 

95. Πηλίκον δύο δυνάμεων τοῦ αὐτοῦ ἀριϑμοῦ. Ἔστω, 
ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν τὸ πηλίκον α : α΄. 

᾿Επειδὴ τὸ πηλίκον δύο ἀριϑμῶν παρίσταται καὶ ὑπὸ μορφὴν 
κλάσματος, ϑὰ ἔχωμεν 





Εν: αἷ α΄α.α:α:α-α.α. ΟΣ τὰ οἷς 
αὖ : αὐ ΞΞ --ς Ξξ Ξκα' α΄ αἰ Ξεαὰ 
α α'α.αἄ:α 
“Ὥστε εἶναι αὖ : αὐ ΞξΞ α΄ Ξξξ α". 
ε , ς», ται ν 
Ὁμοίως εὑρίσκομεν 
(--": (--8). τ (--δ)5- τε (--8). 


Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν, ὅτι : 

ΙΝ ᾿Ιδιότης. Τὸ πηλίκον δύο δυνάμεων τοῦ αὐτοῦ ἀριϑμοῦ 
εἶναι δύναμις τοῦ αὐτοῦ ἀριϑμοῦ͵ ἡ ὁποία ἔχει ἐκϑέτην τὴν διαφο 
οὰν τοῦ ἐκϑέτου τοῦ διαιρέτον ἀπὸ τοῦ ἐκϑέτου τοῦ διαιρετέου. 

Κατὰ τὴν ἰδιότητα αὐτήν, ἐὰν εἶναι μὴν, ϑὰ εἶναι γενικῶς : 


αμ 
αν 





αἰ: αὐ ΞξΞ αἰ" ἢ καὶ Ξξξ αὔτ 














καὶ ἀντιστρόφως 








"Ασκήσεις : 74, 7ὅ, Τ6. 
96. Πῶς ὑψώνομεν ἕνα κλάσμα εἰς μίαν δύναμιν. "Ἔστω, 
Γ ΠῚ Η , α Ἢ , 
ὅτι ϑέλομεν νὰ ὑψώσωμεν τὸ κλάσμα Ἔ εἷς τὴν τρίτην δύναμιν, 
ω » Α Ε- 2 » 5» μην Ὶ α ᾿ 
δηλ. ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν, μὲ τί ἰσοῦται τὸ (:) : 
Κατὰ τὸν ὁρισμὸν τῶν δυνάμεων ϑὰ εἶναι 


ΞΟ ΤΠ τ. -ῷἢπΞΞ -------π-- -Ξ-Ξ- ΞΞ “- 


-,λ. (9... 18 
ι- τι 8 81᾽ 


Δυνάμεις σπτραγματικῶν ἀριϑμῶν δ5 


Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συγάγομεν, ὅτι : 

Ψ. ᾿Ιδιότης. Διὰ νὰ ὑψώσωμεν ἕνα κλάσμα εἰς μίαν δύνα- 
μιν ἀρκεῖ νὰ ὑψώσωμεν καὶ τοὺς δύο δοους τον εἷς τὴν δύναμιν 
αὐτήν. 

Κατὰ τὴν ἰδιότητα αὐτὴν ϑὰ εἶναι γενικῶς : 


()- 


"Ασκήσεις : 77. 








καὶ ἄντιστρόφως ἩΞ (:} 


97. Πρώτη δύναμις ἑνὸς ἀριϑμοῦ. "Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ 
εὕρωμεν τὸ πηλίκον τῆς δυνάμεως α" διὰ αὐ. Κατὰ τὴν ἰδιότητα τοῦ 
πηλίκου δύο δυνάμεων τοῦ αὐτοῦ ἀριϑμοῦ, ϑὰ εἶναι : 

Ὸ -- αὐτὸ -- α' Π 

Παρατηροῦμεν, ὅτι προέκυψε τὸ σύμβολον α', τὸ ὅποϊῖον 
δὲν δύναται νὰ ϑεωρηϑῇ ὧς δύναμις τοῦ α, διότι ᾿ ἐχϑέτης τοῦ α 
εἶναι μικρότερος τοῦ 2. 

"Αλλὰ τὸ πηλίκον α" : αὐ" δύναται νὰ γραφῇ : 

οδ α'΄α:α.α΄α΄α- : 
.ὡ-  αἰαὰαα. “Γ᾽ 2) 

᾿Απὸ τὰς ἰσότητας (1) καὶ (2) ἀναγκαζόμεϑα νὰ παραδεκχϑ ὥ- 
μεν, ὅτι τὸ σύμβολον α' παριστάνει τὸν ἀριϑμὸν α, δηλ. εἶναι : αἰξξξαν 

Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι : 

β'ξξβ, (--ὅ) ᾽)Ξ---ὅ, (Ἐ12)'ΞΞ-- 12. 

Ὥστε παραδεχόμεϑα, ὅτι: 

Ἢ πρώτη δύναμις ἑνὸς ἀριϑμοῦ διαφόρου τοῦ μηδενὸς εἶναι ἴση 
μὲ τὸν ἀριϑμὸν αὗτόν. 





Δηλ. εἶναι γενικῶς. αἶΞξΞξα 








᾿Ασκήσεις : 78, 79. 


98. Περί τοῦ συμβόλου α΄. Δυνάμεις μὲ ἐκϑέτας ἀκε- 
φραίους ἀρνητικοὺς ἀριϑμούς. Κατὰ τὴν εὕρεσιν τοῦ πηλίκον δύο 
δυνάμεων τοῦ αὑτοῦ ἀριϑμοῦ (α": αὐ}, ὑπεϑέσαμεν, ὅτι ὁ ἐκϑέτης 
μ τοῦ διαιρετέον αἱ εἶναι μεγαλύτερος τοῦ ἐχϑέτου ν τοῦ διαιρέτου 
αὖ καὶ εὑρήκαμεν 

αν 
αν 
Θὰ ἐξετάσωμεν τώρα τὰς κάτωϑι περιπτώσεις : 
2ον. Οἱ ἐκϑέται μ' καὶ ν εἶναι ἴσοι. "Ἕστω, ὅτι οἵ ἐκϑέται μ καὶ 


τεΞαβτυ, 





86 Δυνάμεις σπτραγματικῶν ἀριϑμῶν 


ν εἶναι ἴσοι καὶ ἔστω, ὅτι μεαν--ῦ. ᾿Ἐὰν παραδεχϑῶμεν, ὅτι ἦ 
ἰδιότης τοῦ πηλίκου δύο δυνάμεων ὑφίσταται καὶ εἷς τὴν περίπτωσιν 
αὑτήν, τότε ϑὰ ἔχωμεν : 





τ: τες αὔτόξξεα" 6) 


Παρατηροῦμεν, ὅτι προέκυψε τὸ σύ μβολον α, τὸ ὁποῖον 
δὲν ἔχει καμμίαν ἔνγοιάν: 


᾿Αλλὰ τὸ πηλίκον -“-. τ" ὡς πηλίκον δύο ἴσων ἀριϑμῶν, εἶναι ἴσον 


μὲ τὴν μονάδα, δηλ. εἶναι ὅς -- Ξε} Ἵ (2) 


᾿Απὸ τὰς ἰσότητας (1) καὶ (2) ἀναγκαζόμεϑα γὰ πα ραδε- 
χϑῦ μεν, ὅτι τὸ σύμβολον α' παριστάνει τὴν μονάδα 1, δηλ., ὅτι 
εἶναι αὔξξξ]. 

Ὁμοίως εὕρίσκομεν, ὅτι : 

βΞΞΙ, (--2ΞξΞῚὶ, (α-β “"Ξξ 

Ὥστε παραδεχόμεϑα, ὅτι: 

Ἢ μηδενικὴ δύναμις ἑνὸς ἀριϑμοῦ, διαφόρου τοῦ μηδενός, εἶναε 
ἴση μὲ τὴν μονάδα 1. : 


Δηλ. γενικῶς εἶναι 





3ον. ὯΟ ἐκϑέτης μ εἶναι μικρότερος τοῦ ν. "Ἔστω, ὅτι εἶναι μξξ8 
καὶ νεξῦ. Ἂν παραδεχϑῶμεν, ὅτι ἡ ἰδιότης τοῦ πηλίκου δύο δυνά- 
μεων ὑφίσταται καὶ εἷς τὴν περίπτωσιν αὑτήν, ϑὰ ἔχωμεν : 


σ᾿ το αὐτό -- ατϑὸ' (3) 


Παρατηροῦμεν, ὅτι προέκυψε τὸ σύμβολον α΄ 2, τὸ ὁποῖον δὲν 
ἔχει καμμίαν ἔννοιαν. 
᾿Αλλὰ τὸ πηλίκον τοῦ αὐ διὰ τοῦ α" γράφεται : 








τοὃ͵}.)} α-α.-α' -- -ἃ 
“αὖ αυταιαναα. ἃ ) 


"᾿Απὸ τὰς ἰσότητας (8) καὶ (4) ἀναγκαζόμεθα νὰ παραδεχϑῦ- 





1 
μεν, ὅτι: α΄ Ξϑ τ. 


ὍὉμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι β΄“ Ξε -τς 


καὶ γενικῶς ϑὰ εἶναι 





Ὥσιε παραδεχόμεϑα, ὅτι: 


Δυνάμεις πραγματικῶν ἀριϑμῶν δ 


Κάϑε δύναμις ἀριϑμοῦ, ἡ ὅποία ἔχει ἐκϑέτην ἀρνητικὸν ἀριϑμόν, 
εἶναι ἴση μὲ κλάσμα, τὸ ὅποῖον ἔχει ἀριϑμητὴν τὴν μονάδα 1 καὶ 
παρονομαστὴν τὸν αὐτὸν ἀριϑμὸν μὲ τὸν ἐκϑέτην του ϑετικόν. 

Κατὰ τὰ ἀνωτέρω θὰ εἶναι : 











ς--ἰ ς 1 65π4.-.-- ἢ. 1 
ὅλ παρ "- 26 5, - ἼΞβμ. “- "1 
καὶ ἀντιστρόφως : 
1 1 1 
αὖ ΞΞασϑ, ΓΙ Ξ: 5-, ταν -α" 
᾿Ἐπίσης εἶναι : Ἔ- -Ἔ Ξα.ρ-ι. 


Ὁ κάτωϑι πίναξ συνοψίζει τὰ ἀνωτέρω: 


αὐ". ἐὰν εἶναι μὴν 
κοσνο 1 » » μεξξν 
α΄ : α΄ ΞΞ 1 





αὐξα » ΕῚ μ «ν 


99. Παρατήρησις. Κατὰ τὸν ὁρισμὸν τῶν δυνάμεων τῶν ἀριϑμῶν 
οἱ ἐκϑέται τῶν πρέπει νὰ εἶναι ἀκέραιοι καὶ ϑετικοί. Τὰ ἀνωτέρω 
ἐκτεϑέντα (8 98) μᾶς ἐπιτρέπουν νὰ γενικεύσωμεν τὴν ἔννοιαν τῆς δυ- 
νάμεως ἑνὸς ἀριϑμοῦ, ἔἐπεκτείνοντες αὐτὴν καὶ εἷς τὴν 
περίπτωσιν, ποὺ οἱ ἐκϑέται εἶναι μηδὲν ἢ ἀρνητι- 
κοὶ ἀριϑμοί. 

Οὕτω παρεδέχϑημεν, ὅτι : 

1 


αν ᾿ 





αἴξξ!, αὐ Ξξξξ 


Αἱ ἰδιότητες τῶν δυνάμεων μὲ ἐκϑέτας ϑετικοὺς καὶ ἀκεραίους 
ἰσχύουν καὶ διὰ τὰς δυνάμεις μὲ ἐκϑέτας ἀκεραίους καὶ ἀρνητικούς. 
Πράγματι ἔχομεν : 


α΄". ατῆξξα τα 














τ Ξξα-ἰντμ) ΞξΞ αστν--μ, 


Ό8 Ῥίξαι ἑνὸς ἀριϑμοῦ 





ΤΙ. | (α -Β- γ)-" -- αὐ. β-΄ «γ᾿ 








ἠδ 1 1 1 Ἵ 
Ξ πρζέστος Ξαν τοῦ. Δ πεαπτν βπν. γον 
ΘΑΒΈΥΝΣ (αβγὴν αν. βν. γν αὐ βν γν ΒΥ 
ΙΝ. αὐ τατ" Ξξ αἰτρ)τ (Πν) τὶ αὖτ 
᾿ ΠΡ ΡΝ 1 αν αν 
Διότι αἀππιὰ γξος ἤν Ξε ΠΥ ΞῸμ Ξ ανσμ, 


᾿Ασκήσεις 80, 81, 82, 88, 84, 85. 
4. Ρίζξζαι ἑνὸς ἀριϑμοῦ 


100. 'Ορισμός. Τετραγωνικὴ ροίξα ἑνὸς πραγματικοῦ ἀριϑμοῦ 4 
λέγεται ἕνας ἄλλος πραγματικὸς ἀριϑμὸς αν τοῦ ὅποίου τὸ τετράγωνον 
εἶναι ἴσον μὲ Α. 

Κατὰ τὸν ἀνωτέρω ὁρισμὸν, ἐὰν χῖΞΞΑ, ὁ χ εἶναι ἦ τετραγωνικὴ 
οἷζα τοῦ Α. 

Ἧ τετραγωνικὴ οίζα ἑνὸς - ἀοιϑμοῦ Α παρίσταται μὲ τὸ σύμβολον 
ΠΥ͂Α, τὸ ὁποῖον ἐκφωνεῖται : τετραγωνικὴ οίζα τοῦ Α. 


Κατὰ ταῦτα ϑὰ εἶναι ΤᾺ Ξε χ, ἐὰν χ᾽ ΞΞᾺ 


Ἢ τετραγωνικὴ οἷζα ἑνὸς ἀριϑμοῦ ἘΊΡΙΟΙ καὶ δευτέρα 
οίζα τοῦ ἀριϑμοῦ. 

Τὸ σημεῖον ͵ λέγεται οιἶζ τ κὸν καὶ ὃ ἀριϑμὸς Ἂν ὁ ὅποϊος 
εὑρίσκεται ὕπὸ τὸ οιζικὸν λέγεται ὕ πόροιζον. 

101. Κυβικὴ οίξαι Κυβικὴ οἰξα ἑνὸς πραγματικοῦ ἄρι 
ϑμοῦ Α λέγεται ἕνας ἄλλος πραγματικὸς ἀριϑμὸς Ὁ, τοῦ ὁποίον ὁ κύβος 
εἶναι ἴσος μὲ Α. 

Κατὰ τὸν δρισμὸν αὐτὸν ὁ χ ϑὰ εἶναι ἧ κυβικὴ οίζα τοῦ Α, ἐὰν 

Ξ--Α, 
Ἢ κυβικὴ οίζα ἑνὸς ἀριϑμοῦ Α παρίσταται μὲ τὸ σύμβολον 


Υ7Δ, τὸ ὁποῖον ἐκφωνεῖται : κυβικὴ οίζα τοῦ α ἢ τρίτη 
οίζξα τοῦ Α. 





. 8 
Κατὰ ταῦτα ϑὰ εἶναι ΥᾺ --χ, ἐὰν π'-ΞΑ 
᾿ 


Ῥίξαι ἑνὸς ἀριϑμοῦ ὅ9 


Ἢ κυβικὴ οίζα ἑνὸς ἀριϑμοῦ λέγεται. καὶ τρίτη οίζα τοῦ 
ἀριϑμοῦ. 


8 
Κατὰ τὰ ἀνωτέρω ϑὰ εἶναι Κ27 -ο8, διότι 8'--- 27. 


102. Ὁρισμός. Νιοστὴ οἰξα ἑνὸς πραγματικοῦ ἀριϑμοῦ 
λέγεται ἕνας ἄλλος πραγματικὸς ἀριϑμός, ὅ ὅποῖος ὑψούμενος εἷς τὴν 
γιοστὴν δύναμιν δίδει τὸν δοϑέντα ἀριϑμόν. 


Ύ 
Ἢ νιοστὴ ρίζα τοῦ ἀριϑμοῦ Α παρίσταται μὲ τὸ σύμβολον ΤᾺ 
καὶ ἐκφωνεῖται : νιοστὴ ρίζα τοῦ Α. 
Ἢ νιοστὴ ρίζα ἑνός ἀριθμοῦ Α θὰ εἶναι ἕνας ἄλλος ἀριθμὸς χ, ἐὰν 
πὴ ΞΞ Α, δηλ. θὰ εἶναι : 


ΥᾺ -- χ, ἐὰν χ'-ΞΑ 


Τὸ σημεῖον 7 λέγεται οιζικόν᾽ ὃ ἀριϑμὸς ν λέγεται ὃ εἰ- 
κτῆς τοῦ ριζικοῦ καὶ ὃ ἀριϑμός, ὃ ὁποῖος εὑρίσκεται ὑπὸ τὸ 
οιἰξικὸν λέγεται ὕπόρριζο ν. 

5 
᾿ Κατὰ τὰ ἀνωτέρω ϑὰ εἶναι [82 -τῦ, διότι 93.---89, 

᾿Εὰν ὃ δείκτης ν μιᾶς ρίζης εἶναι ἄρτιος, ἣ οἰἶξα λέγεται ἃ ο- 
τία ἢ ἀρτίας τάξεως, ἐὰν δὲ εἶναι περιττός, ἡ ροίξα λέγε 
ται οἶξα περιττῆς τάξεως. 


1083 Παρατήρησις. Γνωρίζομεν, ὅτι : 


ν 
ατειβ (ἡ, ἐὰν β'--α (8). 
᾿Ἐὰν ὑψώσωμεν εἷς τὴν νιοστὴν δύναμιν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς 


ἰσότητος (1) ϑὰ ἔχωμεν (15) Ξε β᾽, 


ν ν 
᾿Επειδὴ β᾽ Ξξ α, ἧ προηγουμένη ἰσότης γράφεται : (γε ) τξξ α. 
Παρατηροῦμεν, ὅτι: Ἐὰν ὑψώσωμεν τὴν νιοστὴν ρίξαν ἑνὸς 
ἀριϑμοῦ εἷς τὴν νιοστὴν δύναμιν, εὑρίσκομεν τὴν ὑπόρριζον ποσό- 
τητα. 


Οὕτω ϑὰ εἶναι (7α )Ἶ ---α, (.).- α, (15) - α 
(γα) --α 


104. Ρίξαι ἀρτίας τάξεως. 7ον. ᾿Επειδὴ (:6)"-ΞΞΞ-} 86 συνάγο" 


καὶ γενικῶς 
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μεν, ὅτι ἣ τετραγωνικὴ οίζα τοῦ ϑετικοῦ ἀριϑμοῦ -86 
εἶναι ὃ -Θ καὶ ὁ ---Θ᾽ δηλ. εἶναι : 
γ-ὅθε::Ἐ6, διότι (θ)"---[-36. 
Ὁμοίως εἶναι Τ81---:Ἐ9, διότι (-Ε9)"- 
᾿"Ἐπίσης ἐπειδὴ (2) ΞΞ- 16, ἕπεται, ὅτι ἧ τετάρτη οίζα 
τοῦ -Ἐ16 εἶναι ὃ -ἰ 3 καὶ ὃ ---ϑ᾽ δηλ. εἶναι : 


4 
1:1 Ὀ-ΞἘ2, διότι (3) ΞΞ-Ἐ16. 


4 
Ὁμοίως εἶναι Τ81 -Ξ:Ε8, διότι (Ἐ8)"ΞΞΒ]1. 
"Ἐπίσης ἐπειδὴ (: 2)" -Ξ- θά ἕπεται, ὅτι ἢ ἔκτη οίζα τοῦ 
᾿ Εὐὼ. εἶναι ὃ -2 καὶ ὁ --ϑ' δηλ. εἶναι 


γ:8ι---:, διότι ᾿ (8).---Ἐ64. 

Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν, ὅτι : 

Κάϑε ϑετικὸς ἀριϑμὸς ἔχει δύο τειραγωνικὰς ρίξας καὶ γενικῶς 
δύο. οἶζας ἀρτίας τάξεως, αἷ ὅποϊῖαι εἶναι ἀντίϑετοι. 

3ον. "Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν τὴν τετραγωνιχὴν οίζαν 
τοῦ ---81. 

Εἶναι φανερόν, ὅτι ὁ ἀριϑμὸς ---81 δὲν ἔχει τετραγωνικὴν ρίζαν, 
διότι δὲν ὑπάρχει ἀριϑμὸς χ, ϑετικὸς ἢ ἀρνητικός, ὁ ὁποῖος ὑψούμε- 
νος εἷς τὴν δευτέραν δύναμιν νὰ μᾶς δίδῃ τὸν --Β1. 

“Ὥστε ἢ 7,--81 δὲν ὑπάρχει. 

4 


Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι : }--64 δὲν ὑπάρχει. 

Ὥστε δὲν ὑπάρχει ἀριϑμὸς ϑετικὸς ἢ ἀρνητικός, ὁ ὅποῖος ὕψού- 
μενος εἷς ἀρτίαν δύναμιν νὰ δίδῃ ἐξαγόμενον ἀρνητικὸν ἀριϑμόν. 

Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν, ὅτι : 

Οἱ ἀρνητικοὶ ἀριϑμοὶ δὲν ἔχουν τετραγωνικὰς ρίξας ἢ οἶξας ἀρτίας 
τάξεως. . 

105. Παρατηρήσεις. Εἷς τὰς ἐφαυμογάς, ἔκ τῶν δύο τετραγω" 
νικῶν ριζῶν ἑνὸς ϑετικοῦ ἀριϑμοῦ, ϑὰ λαμβάνωμεν ἐκείνην, ἦ ὁποία 
ἔχει τὸ αὐτὸ σημεῖον, μὲ τὸ σημεῖον ποὺ εὑρίσκεται ἔμπροσϑεν τοῦ 
οιζικοῦ. 

Π.χ. 7 16:Ξ- 4, - 116-----4, Ὁ 716Ξ:} 4 

125-- 5, -- [28----5, 1 125--::5. 
᾿"Ἐπίσης ἐπειδὴ (:Εα)ἾξΞα" αἵ ρίζαι τοῦ α' ϑὰ εἶναι : 
Ἐ 7." -εῖξα 
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ἀλλὰ 


σῷ ΓμωΣ ἀν' ἀϑῦ 
β ἴα -ἰΤὰ ἐὰν α«0 


τη τὰ ἐὰν α»Ὁ 
Ἔα, ἐὰν α«0 





106. Ῥίξαι περιττῆς τάξεως. ᾿Ἐπειδὴ (-[-9)"ΞΞ-[-8 συνάγομεν, 
ὅτι ἦ κυβικὴ οίζα τοῦ -Ἐ8 εἶναι ὃ ἀριϑμὸς -ἘἘδ᾿ δηλ. εἶναι 


71:--[, διότι (-[-2)"ΞΞ 


ϑιτιες 
Ὁμοίως εἶναι ἵ 64 ---Κ4, διότι 4 Ξεθά. 


"Επίσης ἐπειδὴ (--- ὅ)"Ξ:---195 ἕπεται, ὅτι ἢ κυβικὴ οίζα τοῦ 
-- 125 εἶναι ὃ ἀριϑμὸς ---ϑ΄ δηλ. εἶναι 
8: «τ 
|--128-:---δ, διότι (---)"-----198. 
“Ὁμοίως ἐπειδὴ (-[3) "Ξε - 82, (---2Ξ2).ΞΞ---82. συνάγομεν, ὅτι : 


71:82--[9, διότι (([3)"-----89 
δ 


γ---82-----, διότι (---9)"Ξ----89, 
᾽Εχ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν, ὅτι : ; 
Κάϑε πραγματικὸς ἀριϑμὸς ἔχει μίαν μόνον κυβικὴν οἴξαν καὶ γε- 
νικῶς μίαν μόνον ρίζαν περιττῆς τάξεως. 
Παρατήρησις. Εϊς ὅλας τὰς περιπτώσεις εἶναι 








᾿Ασκήσεις: 86, 87, 88. 
8. ᾿Ανισότητες 


107. “Ορισμοί. Λέγομεν, ὅτι ἕνας πραγματικὸς ἀριϑμὸς α εἶναι 
μεγαλύτερος ἑνὸς ἄλλου β, καὶ γράφομεν αβ, ὅταν ἡ διαφορὰ α--β 
εἶναι ϑετικὸς ἀριϑμός, δηλ. ἐὰν εἶναι α--- β»Ο. 

Λέγομεν, ὅτι ἕνας πραγματικὸς ἀριϑμὸς α εἶναι μικρότερος ἕνὸς 
ἄλλου β, καὶ γράφομεν ας. β, ἐὰν ἦ διαφορὰ α---β εἶναι ἀρνητικὸς 
ἀριϑμός, δηλ. ἐὰν εἶναι α---βς 0. 
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Κατὰ τοὺς ὁρισμοὺς αὐτοὺς θὰ εἶναι : 

3» --ϑ, διόι 8--ἰ.--8,ΞΞ3-[:ξ8---11 
-5) -- , διότι --5-ἰᾳ--Ξ--5 Τ7ΞΞῚΖ 

2)»0, διότι 2--0-Ξ2 

0» --5, διότι 0--ἰ- -5)ΞΞ0-(--5ἘΞ- 5. 

᾿Απὸ τὰ ἀνωτέρω συνάγομεν, ὅπως καὶ εἷς τὴν 8 21, ὅτι : 

1ον. Κάϑε ϑετικὸς ἀριϑμὸς εἶναι μεγαλύτερος ἀπὸ κάϑε ἀρνητικὸν 
ἀριϑμόν. 

2ον. Ἔκ δύο ἀρνητικῶν ἀριϑμῶν μεγαλύτερος εἶναι ἐκεῖνος, ποὺ 
ἔχει τὴν μικροτέραν ἀπόλυτον τιμήν. 

ϑον. Τὸ μηδὲν εἶναι μεγαλύτερον ἀπὸ κάϑε ἀρνητικὸν ἀριϑμόν. 

Διὰ τοῦτο, ὅταν ϑέλωμεν νὰ δηλώσωμεν, ὅτι ἕνας πραγματικὸς 
ἀριϑμὸς α εἶναι ϑετικός, γράφομεν α)ὼῸὺ καὶ ὅταν ὃ α εἶναι ἄρνητι" 
κός, γράφομεν αζ 0. 

Ἢ σχέσις α)»βἘ λέγεται ἄ νι σό τη ς᾽ τὸ α εἶναι τὸ πρῶτον 
μέλος τῆς ἀνισότητος" τὸ β εἶναι τὸ δεύτερον μέλος τῆς 
ἀνισότητος 

Αἴ ἀνισότητες α»Ββ καὶ γ»ὸ λέγονται ὁμοιόστροφοι 
(ἀνισότητες, ἢ λέγομεν, ὅτι αἱ ἄνισότητες α»Ἐβ καὶ γ»ἘΈῈὃ ἔχουν τὴν 
αὐτὴν στροφήν. 

Αἴ ἀνισότητες α»Ββ καὶ γζδὃ λέγονται ἑτερόστροφοι ἢ 
λέγομεν, ὅτι ἔχουν ἀντίϑετον στροφή ν. 

108. Ἰδιότητες τῶν ἀνισοτήτων. Θεώρημα [. ᾿Εὰν προοσϑέ- 
σωμεν ἢ ἀφαιρέσωμεν τὸν αὐτὸν πραγματικὸν ἀριϑμὸν καὶ εἰς 
τὰ δύο μέλη μιᾶς ἀνισότητος ἡ στροφὴ τῆς ἀνισότητος δὲν μετα- 
βάλλεται. 

“Υπόϑεσις : "ἔστω ἢ ἀνισότης α»βἘ καὶ 
μ ἕνας πραγματικὸς ἀριϑμός. 


Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι ᾿Ὑπόϑ. Ν »Β “-25ΣἽα 
ἀ-Ἐμ »β-Ἐμ. 
"ἀπόδειξις - "Ἐπειδὴ α»β, ϑὰ εἶναι, Σύμπ. σἘμ»βῈμ 
κατὰ τὸν δρισμόν, α--β)»0Ὸ () 


"Ἐὰν προσϑέσωμεν καὶ ἀφαιρέσωμεν εἷς τὸ πρῶτον μέλος τῆς 
ἀνισότητος (1) τὸν αὐτὸν ἀριϑμὸν μ, εἶναι φανερόν, ὅτι ἧ ἀνισότης 
δὲν ἀλλάσσει στροφήν᾽ ϑὰ εἶναι λοιπόν : 

απ μτ-σβτμρο ἢ (απ μ)--(β-ἘμἌ)}»0. 

Κατὰ τὸν δρισμὸν τῶν ἀνισοτήτων ἣ τελευταία ἀνισότης ἐκφρά- 
ζει, ὅτι ὃ (α-Ἐμ) εἶναι μεγαλύτερος τοῦ (β-- μ)" δηλ. εἶναι : 

α-Ἐμ »βΈμ. 
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Ὁμοίως ἔχομεν : 
ατομσβομο ἢ (α--)--ἰβ--μ)»Ὸὺ ἢ αἀ--μ»β--μ. 
᾿Εδείχϑη λοιπὸν ὅτι : ᾿Εὰν σιροσϑέσωμεν... “ 








“Ὥστε : ᾿Ἐὰν εἶναι α»Β θὰ εἶναι καὶ ἀἘμ»Ῥβεμ 


Π.χ. : Ἐπειδὴ εἶναι 18)» 11 θὰ εἶναι καὶ 18-5} 11-Ὲ5 καὶ 18--5) 11--Ξ5. 


109. Πορίσματα 1. Εἰς μίαν ἀνισότητα δυνάμεϑα νὰ μετα- 
᾿ φέρωμεν ἕνα ὅρον τῆς ἀπὸ τὸ ἕνα μέλος τῆς εἰς τὸ ἄλλο, ἀρκεῖ 
γὰ ἀλλάξωμεν τὸ σημεῖον του. 

“Υπόϑεσις - "Ἑστω ἢ ἀνισότης 





ἀΣΒΈΥ ωΤι κεαφαμα 
Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι εἶναι Ὑπό. πα βΈΥ 
καὶ ᾿ ατ-οῪ »ῇ. 


᾿Απόδειξιι : ᾿Ἐὰν ἄφαιρέσωμεν καὶ 
ἀπὸ τὰ δύο μέλη τῆς ἀνισότητος (1), τὸν ἄρι- 
ϑμὸν γ, ϑὰὄχωμεν α-τῪ »β-γττγ ἢ α--ογΎ»ῇ. 

Π.χ. Ἐὰν εἶναι 25) 7-[9 θὰ εἶναι καὶ 25--7 9 ἢ 18)9. 

Ὁμοίως, ἐὰν εἶναι 8) 15--12 θὰ εἶναι καὶ 8-.12)» 15. ᾿ 

Π. Εἰς μίαν ἀνισότητα δυνάμεϑα νὰ μεταφέρωμεν ὅλους τοὺς 
ὅρους ἑνὸς μέλους της εἷς τὸ ἄλλο, ἀρκεῖ νὰ ἀλλάξωμεν ὅλα τὰ 
σρόσημά των" δηλ. δυνάμεϑα νὰ λάβωμεν μίαν ἀνισότητα τῆς 
μορφῆς Α»Ο ἢ Α«0. 

Π.χ. Ἐὰν εἶναι ΒΡ γ--ὃ θὰ εἶναι αἘβ---Ὑ-8} 0. 


Συμπ.  α--ὙΡΒβ 


110. Θεώρημα 1. ᾿ΕἘὰν προσϑέσωμεν κατὰ μέλη ὁμοιοστρό- 
φους ἀνισότητας προκύπτει ὁμοιόστροφος ἀνισότης. 
Υπόϑεσις : "Ἔστωσαν αἱ ὅ- 


μοιόστροφοι ἄνισότητες, α»β 
α»β, γ»δ, ε»ζ. “ΥὙπόϑ.) γ»δ 
Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, εξ “ 





ὅτι ἀ-ὙἘΕ»β- δ. ζ. ἘΞΞ πο ττοτος τος 
᾿Απόδειξις : Ἐπειδὴ εἶναι Συμπ. ᾿ αὐὔγιε»β-δηξ 
α»β, ϑὰ εἶναι α--Ξβ»᾽ύοἝ (ἡ. --  ’. ὁὅὃοϑπε͵ἨἝ.' 
Ὁμοίως, ἐπειδὴ εἶναι γ»δὃ καὶ εἰ» ζ, ϑὰ εἶναι καὶ 
γ-δ»ὸ (2), ε--»0ο (8). 
"Ἐὰν προσϑέσωμεν τοὺς ϑετικοὺς ἀριϑμοὺς (α---β), (γ---δ), (ε--ὉὮ, 
τὸ ἄϑροισμά των ϑὰ εἶναι ϑετικόν᾽ ἤτοι ϑὰ εἶναι 
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(α--β)-(γ-δ)-(ε--ἢ »Ὸ 
ἢ α--βηγ--δ- στ »Ὸ 
ἢ (α {-γ-ε)--ἰβ- Ἐδ- Ὁ». 

᾿Επειδὴ ἡ διαφορὰ (α-γ-{ε--ἰ(β- Ἐδ- -ἢ) 

εἶναι ϑετική, ἕπεται, ὅτι ϑὰ εἶναι 
σα Ύε»β δ: ζ, 

᾿Ἐδείχϑη λοιπὸν ὅτι : ᾿Εὰν προσϑέσωμεν... 

Παρατήρησις. Εἶναι φανερόν, ὅτι τὸ ϑεώοημα εἶναι ἀληϑές, ἐὰν 
μία ἐκ τῶν ἀνισοτήτων ἀντικατασταϑῇ διὰ μιᾶς ἰσότητος. Δηλ. ἐὰν 
εἶναι : α»β, γεεδ, ε»ζ Ἷ 
ϑὰ εἶναι ἐπίσης καὶ αἜγ-Γε »β-δ- . 


111. Θεώρημα [1]. ᾿Εὰν πολλαπλασιάσωμεν ἢ διαιρέσωμεν 
καὶ τὰ δύο μέλη μιᾶς ἀνισότητος ἐσεὶ ἕνα ϑετικὸν ΠΡ ΝΟ ἡ ἅἂνι- 
σότης δὲν ἀλλάσσει στροφήν. 

“Ὑπόϑεσις : “Ἔστω ἣ ἀνισότης ἔθ ΠΥ ΞΞΞΞΣΞΣ  ΞΞΕΈΞΣΞΞΞΕΞΞΕΣ 

Συμπέρασμα : "ὰν μ)»0Όώ, ϑὰ δείξωμεν, 1 ᾿Ὑπόϑ. α»βιμ»Ὸ 
ὅτι ϑὰ εἶναι καὶ αμμ καὶ α:μϑ»βεμ. --- 

᾿Απόδειξις - ἜΣ ὑποϑέσεως εἶναι α»β᾽ αὐμ» β.εμ 
ἄρα κατὰ τὸν δρισμὸν τῶν ἀνισοτήτων, ϑὰ | Συμιπ.} α β 
εἶναι α---β)»Ὸ. τ᾿; 

"Ἐὰν πολλαπλασιάσωμεν τὸν ϑετικὸν 
ἀριϑμὸν (α---β) ἐπὶ τὸν ϑετικὸν ἀριϑμὸν μ, τὸ γινόμενον (α---β)μ ϑὰ 
εἶναι προφανῶς ϑετικόν᾽ δηλ. ϑὰ εἶναι : (α--β)μ)»0 ἢ αμ--βμ»ό. 

᾿Επειδὴ ἢ διαφορὰ αμ---βμ εἶναι ϑετική, ϑὰ εἶναι 

᾿ αμῇῬῬβμ. 

Τὸ ϑεώρημα εἶναι ἀληϑὲς καὶ ὅταν διαιρέσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη 
τῆς ἀνισότητος διὰ τοῦ ϑετικοῦ ἀριϑμοῦ μ᾽ διότι ἡἧ διαίρεσις διὰ μ 








ἀνάγεται εἷς πολλαπλασιασμὸν ἐπὶ τὸν ϑετικὸν ἀριϑμὸν ἰ. 


᾿Εδείχϑη λοιπόν, ὅτι : ᾿Εὰν πολλασπλασιάσωμεν... 
“Ὥστε: 





Ἐὰν εἶναι α»Β καὶ μ᾽»ὺῸ ϑὰ εἶναι καὶ αμ)»βμ καὶ τ » Ε 





Π.χ. Ἔστω ἡ ἀνισότης 18 "» 12. 

᾿Ἐὰν πολλαπλασιάσωμεν καὶ τά δύο μέλη της ἐπὶ 2, θὰ ἔχωμεν 
18.2}»12.2 ἢ 36)»24. 

Ἐὰν διαιρέσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη της διὰ 2, θὰ ἔχωμεν 9» 6, 
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1192. Θεώρημα ΙΨ΄-. ᾿Εὰν πολλασιλασιάσωμεν ἢ διαιρέσωμν 
καὶ τὰ δύο μέλη μιᾶς ἀνισότητος ἐπὶ ἕνα ἀρνητικὸν ἀριϑμόν, ἡ 
ἀνισότης ἀλλάσσει στροφήν. 

“Υπόϑεσις : “Ἕστω ἣ ἀνισότης αν Βῇ. σ΄ τ τ΄ο΄-- 

᾿Συμπέρασμα : ᾿Εὰν μ(0 ϑὰ δείξωμεν, ᾿ ᾿γπόϑ. α»ῇβιμ«0 
ὅτι αμζβμ καὶ α:μέβ:μ. 





᾿Απόδειξις : ᾽ΕἙ ὑποϑέσεως εἶναι α»β᾽ αἰ μ«β'μ 
ἄρα κατὰ τὸν δρισμὸν τῶν ἀνισοτήτων ϑὰ | Συμπ α β 
εἶναι α--β»Ὸ (). ᾿Εὰν πολλαπλασιάσω- μ « μ. 





μεν τὸν ϑετικὸν ἀριϑμὸν (α---β) ἐπὶ τὸν ἀρ' 
νητικὸν ἀοιϑμὸν μ, τὸ γινόμενον. (α---β)μ ϑὰ εἶναι ἀρνητικόν᾽ δηλ 
ϑὰ εἶναι (α--βμζ 0 ἢ αμ--βμ«ο. 

"Ἐπειδὴ ἦ διαφορὰ αμ---βμ εἶναι ἀρνητική, ὃ ἀριϑμὸς αμ εἶναι 
μικρότερος τοῦ βμ᾽ δηλ. ϑὰ' εἶναι ἀμφ βμ. ἡ 

Τὸ ϑεώρημα εἶναι ἀληϑὲς καὶ ἀποδεικνύεται ὁμοίως, ἐὰν διαιρέ 
σωμεν καὶ τὰ δύο μέλη μιᾶς ἀνισότητος διὰ τοῦ ἀρνητικοῦ ἀριϑμοῦ μ' 
διότι ἧ διαίρεσις διὰ μ ἀνάγεται εἷς τὸν πολλαπλασιασμὸν ἐπὶ τὸν ἀρ 


Ἂς, 3 ΝῚ 1 

νητικὸν ἀριϑμὸν τὸ 
᾿Εδείχϑη λοιπὸν ὅτι : ᾿Εὰν πολλαπλασιάσωμεν... 
“ὥστε: 





ἘλὰῈν εἶναι α»Ἐ καὶ μά0, ϑὰ εἶναι καὶ αμ« βμ, τ: « ᾿ 





Π.χ. Ἔστω ἡ ἀνισότης 30) 24. 
Ἐὰν πολλαπλασιάσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐπὶ --2, θὰ λάβωμεν 


τὴν ἀνισότητα 
30. (--29ώ,.24.(--ὦ ἢ --οὐ« --48. 
Ἐὰν διαιρέσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη της διὰ --2Ζ, θὰ λάβωμεν 
30 24 
Ξ «-Ξς ἢ -5.-12 
118. Πόρισμα. ᾿Εὰν ἀλλάξωμεν τὰ σημεῖα καὶ τῶν δύο με- 
λῶν μιᾶς ἀνισότητος, πρέσεει ἐσκίσης νὰ ἀλλάξωμεν καὶ τὴν στρο- 


φήν της. 

Διότι πολλαπλασιάζονται καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἀνισότητος ἐπὶ τὴν 
ἀρνητικὴν μονάδα --Ἰ. 

Π.χ. ᾿Απὸ τὴν ἀνισότητα 7)» --5 λαμβάνομεν --7 5. 

᾿Ασκήσεις : 89, 90, 91, 92, 98, 94. 9δ, 96, 97, 98, 99. 
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᾿Ασκήσεις 


Δυνάμεις πραγματικῶν ἀριϑμῶν : 
60. Νὰ ὑπολογισϑοῦν αἱ κάτωϑι δυνάμεις : 


1. (--ξ,.» 2. (10 8. (--Ξὼ) 

4, --ἀἰ-- 8) δ. -- ὅ» θ6. --ἰ--ἢ"ς 

τ. (-0,.)- 8. (488 9, (0001). 
61. Νὰ ὑπολογισθῇ ἢ τιμὴ τοῦ: χεεαν, 

1, ἐὰν αΞ---1ὸὼ, ν-:8 8, ἐὰν αΞεἬρ--δῦ νεξ 
2, ἐὰν α---- 1, νεξῶ 4, ἐὰν α“π“0Ο.0 08 νε-4. 
62. Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ ἐξαγόμενα τῶν κάτωθϑι πράξεων : 

1. (-- 2)". --ἰ| 8)» 4 (-"-ἰ--2)"--ἰΟἔὀδ)» 

2. (-- ὅ)"» :{--3). ὅ, (Ἐ1|5-0{--8)}»--ἰ--ὅ)" 

ὃ, (410)»-ἰ(--Ἰοῦὶς 86. (08),--(1,2.»--(-0.35)., 
638. Νὰ ὑπολογισϑθοῦν τὰ ἐξαγόμενα τῶν κάτωϑι πράξεων: 

1, 25. 85 8. (--ὀὃ». (-- ὅ. (--ιὸ. (--ἡ 


.. (Ὡ».(“8.. 4 (ρ. θρὸ 56. ((08)»».(--,8)5. 
64. Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ ἐξαγόμενα τῶν κάτωϑι πράξεων : ἶ 

1. 8--4(--9)»(--} ὃ. 3(--8).--)-Ἐ8(-- δ)". 96-(--1ρ[-- ἢ 

2, 8ι--4).-[ {--δ)(-- 1,.--ἃΕἘ(---)- 4, θ6"-Ψ9. 2ε(---3)»-[.4"(---8)»---ΟἼ(---6).(---1)ς 


65. Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ ἐξαγόμενα τῶν κάτωϑι πράξεων : 


ι. (92».(..3Ὁ 8, (δ)᾽'.(δρ. (-5) 

ἃ. (--ὃ)". (--ὃὴ 4 (τ {-ἢ}".{-1}. 

66. Μὲ τί ἰσοῦνται τὰ κάτωϑι γινόμενα : 

1, οδ. α 4. Χῦ. χἢ 1. Υγ 95. γ 

2, α΄. α δ. Χ'. ΧΟ ΣΧ 8. γῦ. γ. γϑ 

8, α. αδ 6. χῇ. χῆ. χ᾽ 9, γον ΟΥδ. γ". 

67. Μὲ τί ἰσοῦνται αἱ κάτωϑι δυνάμεις : 

1. (α 5) ὃ. (χ")" ᾿ ὃ. (γ)" 
(ο5)" 4, (χ)" θ6. ». 

68. Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ ἐξαγόμενα τῶν κάτωϑι πράξεων : 

ι. {{-8}}" ὃ. [(-»} ὅ. Ὁ 

9, ((π|)}» 4. [(-ο08}}5 θ. -ἰξ 9, 

69. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ἐξαγόμενα τῶν κάτωϑι πράξεων : 

᾿ι {-8,..-.8)"--|-}} 8. (--8 18)». (--10» 

ἢ {(π-θρ--[-8).Ὲ{--:}}} 4. (πϑρ.-Ὁ ΟΠ 8}, 

70. Νὰ ὑπολογισθϑοῦν αἱ δυνάμεις : 

1. (αβγ)" 8. (--δαχω)" δ. (--αβγὴν 

2, (Οχγω)" 4. ᾳς{ξδβγδ) θι. (--ὄχνω)μ. 

71. Νὰ ὑπολογισϑοῦν αἷ δυνάμεις : 

1, {{-π). (68). (-- δ)}" 8, (8.δ6.(-» 

2. [( 68). (--Ὁ - (--10}} 4. (δ) .-8)(-- 1}. 


72. Τὸ γινόμενον 9.8. 4". 21. 33 νὰ μετασχημοτισϑῇ εἰς γινόμενα 
δύο δυνάμεων. 
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758. Τὸ γινόμενον 9. 235. 81. θ4. ὅ᾽ νὰ μετασχηματισθῇ εἰς δύναμιν 
ἑνὸς ἀριϑ μοῦ, ἷ 


74, Νὰὲ τί ἰσοῦνται τὰ κάτωϑι πηλίκα ; 
1, αϑ : αὐ ΡῈ αὖ : αὐ ὃ, ΧΟ. χ’ 
4, χὸ: χό ῦ, γδ:γ 6. γ: γῇ, 
75. Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ χκάτωϑι πηλίκα : 
1. 18. .15 ὃ. (-- δ): -- ὃ) ὅ, (--θ)δ; (--θ)" 
3, 915;9:5 4. (Ἐ0}6 - (Ετ0}.΄ ὃ. (-ο,08}Ἅ : (--,08}, 
76. Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : 
1, (δγ{{--8)ς ; (--8}}} 8. {-8ρβ--(-δ)ε: ς--ὅ]-:{--ἡ 
9, [(--). : (--925.1-(--8)». ([δ)"» 4. {{--9).(..8}}"--ἰ|[(::2}-ἘἸ(--Ἠ10]5 : (--Τ0}4. 
77. Νὰ εὑρεϑοῦν αἷ δυνάμεις : 
1.Ἃ3 1Δ: 8. Δ -.-ὁ8ὲλ9 
78. Νὰ ὑπολογισϑοῦν αἱ δυνάμεις : 
1. (-- ὃ)" ΡΆ (--1.34)! ὅ. (--86. 1)" 
ὡ, (18): 4, (0.05): Ό, (0,15)". 
79. Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ ἐξαγόμενα τῶν κάτωϑι πράξεων : 
ι. (-3)» 08)» -- ΑἸ 35)" ὃ, (-- δ)». {{---ῦ1--ΟἘ19)' 
2, (-ὉὉ})»ὄ ..(--ῦ). (-- 8)' 4 «ς-ὸῦ--ἰ -)» Ἐ{-- 8)». 
80. Νὰ εὑρεϑοῦν τὰ ἐξαγόμενα : 
1, (--8 ΒΕ (-- 1,35)» ὃ, --αο--8)» 
2, (Ὁ) 4, (-0,004)» 0. -ἨἝ[23,8)». 
81. Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πρόύξεις : 
1. (-9"1{- 8)" }Ὲ{--26)} ὃ, (--ὸ)» -(Ἐ 4)". (--38)5. (-- ὃ) 
ῳ, (-- ἢ: --(--θρ-ἰ΄-- ἢ) 4. ({8)». (--Σοὔ)όΟὸ. (-- ἢ᾽. (--Ἰ9».. 
82. Νὰ ὑπολογισθοῦν αἱ κάτωθϑι δυνάμεις : 
1, 2-ὃ 8. -ὸὁ-8 δ, 0,2- Ἵ. (0,04)ὴ-8 
ῷ, (---ὃὴόῖθἷλι. 4. ((6..--3 6. (--ὔὁΟθ) 2 8. (-1,)-2, 
88. Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ ἐξαγόμενα τῶν κάτωϑι πράξεων : 
1. (--}8 -Ἐἰ--8. --ἰΟΑἈὐὀἸΟ) ἢ. (--ὃ8.-8.(--ὃ)» . (γ8)π|. 
84. Νὰ γραφοῦν ὡς δυνάμεις, χωρὶς παρονομαστάς, τὰ κλάσματα : 
ὍΝ" 8 ᾿ αβ 
1, χ' 3, πε ἼΒ᾽ ὃ. ΝΣ 
85. Νὰ ἐφαρμοσθϑοῦν αἷ ἰδιότητες τῶν δυνάμεων : 
1. α-3. αϑ. α ὃ. [---Ῥ» }--8 8, (8αβγ)-3 
2, β-3. β'. βϑ. β΄ 4, (βν)-μ θ, ΧΟ: χοῖ 


Ῥίξαι ἑνὸς ἀριϑμοῦ : 


8ό. 


1, 
δ, 
9. 


Να εὑρεϑοῦν οἱ κάτωϑι ρίζαι : : 
ΕἸ τοῦ. ῷ. «Υ̓͂ΙῚ, 8. -Τ 9, 4, γ--- 64, 
3 8 4 
--Ἰ τοῦ, 6. -ΕΣ16, 1. -ΥΒΙ, 8, -ῖοῦ, 


4 
«Ἐ7635. 
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87. Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἴ κάτωθϑι πράξεις :" 
8 4 8 
ι.. 25-- Υ}2 -Ἐ 6 -- Υ10υ, ὃ, 764--781.- [8 


8 8 8 
9, 9. Γ[385-- ΤῸ ὙΓ6ς, 4. γ58- ΥγΣ16- 1216. 


88. Νὰ ὑπολογισϑοῦν : 
8 
τ {8} Ξ 8) - 2:Ἐ1 -- 7: 5. Ξ ἢ - το δι ϑ)Ἐ 
8 μ -:3 --ὁ 
(γξσται ) [τοῦθ ( 8 32) 


5 
ΤΞ Ξ  ΞΞη -- γι τη Ὁ : (3) -Ἐ (--860) 








ὡ, 


"Ανισότητες : 
89. Ποῖοι εἶναι οἵ ἀκέραιοι ἀριϑμοί, οἱ ὁποῖοι ἐπαληϑεύουν τὴν διπλῆν 
ἀνισότητα: 


1. --8,ῦ«χ« 8,3, ῶ, --οϑείιχΟ --ὃ, 

ἃ. --ὄςκ χζΌο, 4͵ --ἴ ὄςκ χ«!. 

90. (91) ". ᾿Εὰν εἶναι αἢ»β καὶ δ«Ύ, νὰ ἀποδειχϑῇ. ὅτι ϑὰ εἶναι 
. ατοδ)»β--Υ. 


ΦΊ. (93). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι, ἐὰν ὅλα τὰ μέλη πολλῶν ὁμοιοστρόφων ἄνι- 
σοτήτων εἶναι θετικά, δυνάμεϑα νὰ πολλαπλασιάσωμεν κατὰ μέλη τὰς ἀνισότη- 
τας αὐτὰ: καὶ νὰ λάβωμεν ὁμοιόστροφον ἀνισότητα. 

92. (93). ᾿Εὰν εἶναι α)»β καὶ γέ δ᾽ καὶ οἵ α, β, γ, ὃ εἶναι ϑετικοί, νὰ ἀπο- 
.Β 

Η͂ 

φὅ. (94). ᾿Εὰν εἶναι α;»β, ϑὰ εἶναι καὶ αν» βν, ἐὰν οἱ α καὶ βὶ εἶναι 
ϑετικοὶ καὶ ὁ ν εἶναι ἀκέραιος καὶ ϑετικὸς ἀριϑμός, δηλ. φυσικὸς ἀριϑμός. 

φ4, (95). Εὰν τὰ μέλη μιᾶς ἀνισότητος εἶναι ϑετικοὶ ἀριϑμοὶ καὶ τὰ ὑψώ- 
σωμεν εἰς τὴν αὐτὴν δύναμιν μὲ ἐκϑέτην ἀρνητικόν, ἣ ἀνισότης γίνεται ἐτε- 
ρόστροφος. 

95. (96). ᾽Εὰν εἶναι α)»1, ϑὰ εἶναι αν « 1, ἄν νζ«Ὁ καὶ ἀκέραιος. 

96. (91). ᾿Εὰν εἶναι θζζα«Ἱ, ϑὰ εἶναι καὶ αβ Σ»]1 ἂν με καὶ ἀκέραιος. 

97. (98). ᾿Εὰν α)»1 ϑὰ εἶναι καὶ α΄ «α -3 «(α --'! «αὐςαςα. 

φ8. (99). ἂν ὁ α εἶναι ϑετικὸς καὶ μικρότερος τῆς μονάδος, θὰ εἶναι 
ασϑ»ὰα- 2» χὰα-Ι »»αϑα»ω... 

99. Νὰ δειχϑῇ διὰ παραδειγμάτων ἀριϑμητικῶν, ὅτι : ἴον. ἐὰν τὰ δύο 
μέλη μιᾶς ἀνισότητος εἶναι ἀρνητικοὶ ἀριϑμοὶ καὶ τὰ ὑψώσωμεν εἰς τὴν αὐτὴν 
δύναμιν, ἣ ἀνισότης διατηρεῖται ἢ ἀντιστρέφεται, καϑόσον ὁ ἐκϑέτης εἶναι πε- 
οἰττὸς ἢ ἄρτιος, 2ον. ἐὰν τὰ δύο μέλη μιᾶς ἀνισότητος εἶναι ἀριϑμοὶ ἑτερόσημοι 
καὶ τὰ ὑψώσωμεν εἰς τὴν αὐτὴν δύναμιν μὲ ἐκϑέτην περιττόν, ἢ ἀνισότης δια- 
τηρεῖται. Δὲν δυνάμεϑα ὅμως νὰ προεικάσωμεν τί ἀνισότης ϑὰ προκχύψῃ, ἐὰν 
ὃ ἐκϑέτης εἶναι ἄρτιος. 


δειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι τ » 


“Ὁ δεύτερος ἀριῦμός, ὃ εὑρισκόμενος ἐντὸς παρενϑέσεως, ἀντιστοιχεῖ εἰς τὸν αὔ- 
ξοντα ἀριϑμὸν τῶν λύσεων τῶν ἀσκήσδων καὶ προβλημάτων ᾿Αλγέβρας ὑπὸ Π. Γ. Τόγχα. 





ΒΙΒΛΙΟΝ ΔΕΥΤΕΡΟΝ 
ΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΑΛΓΕΒΡΙΚΩΝ  ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩ͂Ν 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Α' 


ΑΚΕΡΑΙΑΙ ΑΛΓΕΒΡΙΚΑΙ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ 


1. Ὁρισμοὶ 


114, ᾿Αλγεβρικαὶ παραστάσεις ᾿4λγεβοικὴ παρά- 
στασις λέγεται ἕνα σύνολον ἀριϑμῶν καὶ γραμμάτων ἢ μόνον γραμ- 
μάτων. τὰ ὁποῖα συνδέονται μὲ τὰ σημεῖα τῶν πράξεων. 

Π. χ. αἱ παραστάσεις 


δαβ, 2. Ἐβ, πθ, ξωγο, 615 





εἶναι ἀλγεβρικαὶ παραστάσεις. 


1156. Ῥηταὶ καὶ ἄρρητοι παραστάσεις. Τία ἀλγεβρικὴ παρά- 
στασις λέγεται ρ ἡ τή, ὅταν κανένα γράμμα τῆς δὲν εὑρίσκεται ὑπὸ 
οἰξωκόν: ἄλλως λέγεται ἄρρητος. 


Π.χ. αἱ παραστάσεις 3." -Ἐβ, ο"Β73. ᾿ εἶναι ρηταί. 


-4χν 
ΠῚ 
Αἱ παραστάσεις αἿβ᾽, α"Β73γ. , εἶναι ἄρρητοι παραστάσεις. 
Μία ἀλγεβρικὴ παράστασις λέγεται ρητὴ ὡς πρὸς ἕνα 
γράμμα, διαν τὸ γράμμα αὐτὸ δὲν κεῖται ὑπὸ τὸ ροιζικόν. 


Π.Χ. ἡ παράστασις αβ-αν -Ἐ οΣ εἶναι ρητὴ ὡς πρὸς τὸ 


γράμμα α. 


116. ᾿Ακέραιαι καὶ κλασματικαὶ παραστάσεις. Μία ἀλγε- 
βοικὴ παράστασις λέγεται ἄκεραία. ὅταν δὲν περιέχῃ διαίρεσιν διὰ 
γράμματος" ἄλλως λέγεται κλασματική. 





Π.χ. αἱ παραστάσεις 4α"-Ἐ δι “- π᾿, ΞΡ 





εἶναι ἀκέραιαι. 


τὸ ᾿ ᾿Ορισμοὶ 


Αἴ παραστάσεις ΞῈΡ : ἘΡ 


Μία παράστασις λέγεται ἀκεραία ὧς πρὸς ἕνα γράμ- 








εἶναι κλασματικαί. 


μι αν ὅταν τὸ γράμμα αὐτὸ δὲν εἶναι παρονομαστής. 
3 

Π. χ. ἡ παράστασις ΞΕ Ὁ “Σ 

γράμμα α. 


117. ᾿Αριϑμητικὴ τιμὴ μιᾶς ἀλγεβοικῆς παραστάσεως. Ἢ 
ἀριϑμητικὴ τιμὴ μιᾶς ἀλγεβοικῆς παραστάσεως εὑρίσκεται, ὅπως καὶ 
ἢ ἀριϑμητικὴ τιμὴ ἑνὸς τύπου (8 8). 

Π. χ. Ἢ ἀριθμητικὴ τιμὴ τῆς παραστάσεως 4α"--5αβ-Γ3β' διὰ 

--3 καὶ βΞ-Ξ2 εἶναι 
4.᾽--5αβ-3β᾽ - 4. 3"--5. 3. 2.3. ὄ 2» 
᾿ς-- 4.9 --5.3.2:3. 4 
ΞΞ36 --ῆἰρὸ -ΕἸ2 -ῷῖ8. 
Ἢ ἀριθμητικὴ τιμὴ τῆς παραστάσεως 
(5χ"---3Ξα γῇ͵" -ἘΥΝ διὰ χε----2, γϑξά 
εἶναι (5χ'"--3.χγ χ᾽ -ἘγἾ Ξξ [5. (--2."-3..ἕ (--2 - 4] - {---2-4} 
Ξί5 .4 --3..(--2. 4]. [{--8ὃ -Ε16] 
Ξε 20 Έ 24. (8) 
- Ξε 44. 8-:Ξ5352. 
Ἢ ἀριθμητικὴ τιμὴ τῆς παραστάσεως 


χ--375ΞΡ’ Ὁ “ΟΡ -ο διὰ α-5, β-Ξ3 
4.5.2.3--5) 
Ζ 





εἶναι ἀκεραία ὡς πρὸς τὸ 


᾿ εἶναι χ-Ξ3. 7 5..-3»-Ὲ 
-3. 6 ..4.5::- 
-- 3.4 τὸ Ξο12-Ἰ0- 22, 
Παρατήρησις. "Ἔκ τῶν ἀνωτέρω παραδειγμάτων παρατηροῦμεν, 
ὅτι διὰ τιμὰς πραγματικὰς τῶν γραμμάτων μιᾶς ἀλγεβροικῆς παραστά- 
σεως, ἢ ἀριϑμητική τῆς τιμὴ εἶναι ἕνας πραγματικὸς ἀριϑμός. 


118. ᾿Ισοδύναμοι ἀλγεβρικαὶ παραστάσεις. Δύο ἀλγεβρικαὶ 
παραστάσεις λέγονται ἰσοδύναμοι, ὅταν λαμβάνουν τὴν αὐτὴν 
ἀριϑμητικὴν τιμὴν διὰ τὰς αὐτὰς τιμὰς τῶν γραμμάτων των. 

Π.χ. αἱ παραστάσεις α(β- ΕΥ} καὶ αβταγ εἶναι ἰσοδύναμοι. 

Πράγματι᾽ ἡ ἀριθμητικὴ τιμὴ τῆς πρώτης παραστάσεως διὰ 

ἀξξῶ, βε:ξβϑ, γξεξθ. εἶναι 2(3.Ἐ5,ΞΞ2 . 8:Ξ16. 

Ἢ ἀριθμητικὴ τιμὴ τῆς δευτέρας παραστάσεως διὰ τὰς αὐτὰς τιμὰς 

τῶν γραμμάτων. α, β, γ.ι δηλ. διὰ 
αξξῷῶ, βεξβ, γῦ εἶναι 2. 3:2 . 5ΞΞ6-10ΞΞ16. 


Ασκήσεις : 100, 101, 102, 108, 104, 10δ, 106. 
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9. Μονώνυμα 


119. Ὁρισμός. Μον ώνυ μον λέγεται ἧ παράστασις, εἷς τὴν 
ὁποίαν δὲν σημειώνεται οὔτε πρόσϑεσις οὔτε ἀφαίρεσις. 





..---- 3 
Π.χ. αἱ παραστάσεις --δαῇβ, ἃ. αβῇχ, ΞΕ εἶναι μονώνυμα, 


“Ἕνα μονώνυμον δύναται νὰ εἶναι οητὸν ἢ ἄρρητον, 
ἀκέραιον ἢ κλασματικόν, ὡς πρὸς ἕνα γράμμα, ἢ πρὸς 
περισσότερα γράμματα ἢ ὡς πρὸς τὸ σύνολον τῶν γραμμάτων του. 

Κατὰ τὸν δροισμόν, ἕνα μονώνυμον δύναται νὰ ϑεωρηϑῇ ὡς ἕνα 
γινόμενον παραγόντων. , 


Π.χ. Ἰοα’βέγεεῖο.. αὐ. βὲ. γ, -- χ᾽ 1 


τ -ϑ᾿ ΧΟ Υ ποτ’ 

Ἑϊς κάϑε μονώνυμον διακρίνομεν τὸ ἀριϑμητικὸν μ ἐ" 
οος τοῦ, δηλ. τὸν ἀριϑμητικὸν παράγοντα καὶ τὸ ἐγγροάμμ α" 
τον μέρος τον. 








Ὁ ἀριϑμητικὸς παράγων ἑνὸς μονωνύμου λέγεται συντε λ ε- 
στὴς τοῦ μονωνύμου. 

Π.Χχ. τὸ μονώνυμον --ἴ5α}ΟΘ ἔχει συντελεστήν τὸ --Ἰ5 καὶ ἐγγράμ- 
μαᾶτον μέρος τὸ αβ. 

Ἐπίσης τὰ μονώνυμα 


- Ξ. χγ, 3αβ, --ἠχίγω, --Τβ'γ'ὃ 
ἔχουν ὡς συντελεστὰς ἀντιστοίχως τοὺς 
᾿ 5 
-τπ' 3, --4, --τὶ 


“Ὅταν ἕνα μονώνυμον δὲν ἔχῃ κανένα ἀριϑμητικὸν παράγοντα, 
λαμβάνομεν ὡς συντελεστήν του τὸν -ΕΙ ἢ -οἹ, καϑόσον ἔμπροσϑέν 
του ὑπάρχει τὸ σημεῖον - Ξ ἢ τὸ --. ᾿ 

Π.χ. τὸ μονώνυμον αϑβ2 ἔχει συντελεστὴν τὸ 1. 

τὸ μονώνυμον --β'γδ ἔχει συντελεστὴν τὸ ---Ἰ. 

120. Παρατηρήσεις. 1. Εἷς μερικὰς περιπτώσεις ἕνα ἀπὸ τὰ 
γράμματα ἑνὸς μονωνύμον ϑεωρεῖται ὥς ἄγνωστος καὶ τὰ ὑπόλοιπα 
γράμματά του ὧς γνωστοὶ ἀριϑμοί. Εἷς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, ὡς 
ουντελεστὴν τοῦ μονωνύμου λαμβάνομεν ὅλον τὸ ἄλλο μέρος τοῦ μο- 
νωνύμου, ἐκτὸς τοῦ ἀγνώστου. ᾿ 
᾿ Π.χ. Ἐὰν εἰς τὸ μονώνυμον ϑαβχ θεωρήσωμεν ὡς ἄγνωστον τὸ 
γράμμα ΣΧ, ὁ συντελεστὴς τοῦ μονωνύμου αὐτοῦ εἶναι ὁ 5αβ. 

1. δὲν πρέπει νὰ συγχέωμεν τὸν συντελεστὴν μὲ τὸν ἐκϑέτην. 

Πράγματι : 4α τκεκαξατξα-ία ᾿ 

αἰΞξεξα τα "α' α. 
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121. “Ὅμοια μονώνυμα. 4ύο ἢ περισσότερα μονώνυμα λέγονται 
ὅμοια. ἐὰν ἔχουν τὸ αὐτὸ ἐγγράμματον μέρος καὶ διαφέρουν (ἂν 
διαφέρουν) μόνον κατὰ τοὺς συντελεστάς των. 

Π. χ. Τὰ μονώνυμα 5α, ---8α"ῈἘ, φ αἿ εἶναι ὅμοια᾽ ἔχουν 
τὸ αὐτὸ ἐγγράμματον μέρος αῬ. : ' 

Ὁμοίως καὶ τὰ μονώνυμα 2αχ, --3βχ, 7χ, εἶναι ὅμοια ὡς πρὸς 
τὸ γράμμα χ. 

122. ᾿Αϑροισμα ὁμοίων μονωνύμων. Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ 
εὕρωμεν τὸ ἄϑροισμα τῶν ὁμοίων μονωνύμων : 

δαῖβ, ---ἰδβαΐβ, θα!β. 
Τὸ ἄϑροισμά τῶν σημειώνεται ὡς ἕξῆς : 
(-[δὅα!β)- (---39.᾽β)-(-δα᾽β) 
ἢ ἁπλούστερον (8 88. δα’ Β--9α᾽β-[-δα! Β. 

Τὸ ἄϑροισμα αὐτὸ περιλαμβάνει (ὅ---9-  θ):ΞΞ9 φορὰς τὴν κοινὴν 

τιμὴν αἾβ, δηλ. εἶναι ἴσον μὲ 9α᾽β. Θὰ εἶναι λοιπόν : 
δα--2.᾽β- θα βΞεθα! Β. 

Παρατηροῦμεν, ὅτι: Τὸ ἄϑροισμα ὁμοίων μονὼω- 
γύμων εἶναι ἕνα μονώνυμον, ὅμοιον πρὸς τὰ δοϑέντα καὶ τὸ ὁποῖον 
ἔχει ὡς συντελεστὴν τὸ ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα τῶν συντελεστῶν των. 


Π.χ. Τὸ ἄθροισμα τῶν ὁμοίων μονωνύμων 
οι ποαβῆχ, -ἘἸΟαβῖχ, ---Ἰ2αβχ 
εἶναι -7αβχ- ἸθαβῆΣ---ἸΖαβχεξί---7-[10---Ἰ2)αβ᾽χ-----Θαβδῆχ. 
Ὁμοίως τὸ ἄθροισμα τῶν μονωνύμων 3αχ, ἄβχ, --αὐχ, ὁμοίων 
ὡς πρὸς τὸ γράμμα χΣ, εἶναι 
3αχ-Ἐ ἀβχ--5γχεεί3α- 4β---ογὴχ. 


1238. Βαϑμὸς ἑνὸς μονωνύμου. “0 ἐκϑέτης ἑνὸς γράμματος 
ἑνὸς μονωνύμουυ δρίξει τν βαϑμὸν τοῦ μονωνύμου ὧς 
πρὸς τὸ γράμμα αὖτό. 

Π.χ. Τὸ μονώνυμον 4α᾽β'γ εἶναι δευτέρου βαθμοῦ πρὸς τὸ 
γράμμα α, τρίτου βαθμοῦ πρὸς τὸ γράμμα β, καὶ πρώτου 
βαθμοῦ πρὸς τὸ γράμμα γ. 

Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἐκϑετῶν δύο ἢ περισσοτέρων γραμμάτων ἑνὸς 
μονωνύμου ὅὄρίξει τὸν βαϑμὸν τοῦ μονωνύμου ὧς πρὸς 
τὰ γράμματα αὐτά. ' 

ΠΟχ. Τό μονώνυμον 5α᾽βΎ εἶναι πέμπτου βαθμοῦ ὡς πρὸς 
τὰ γράμματα.α καὶ β, ἕκτου βαθμοῦ ὧς πρὸς τὰ γράμματα α, β,Ὑγ, - 
καὶ τρίτου βαθμοῦ ὡς πρὸς τὰ γράμματα α καὶ γ. 

Σήμ. Ὅταν ἕνα γράμμα δὲν ὑπάρχῃ εἰς ἕνα μονώνυμον, δυνάμεϑα νὰ 
εἴπωμεν, ὅτι ὁ ἐκϑέτης τοῦ γράμματος αὐτοῦ εἰς τὸ μονώνυμον εἶναι μη δὲν 
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ἢ ὅτι τὸ μονώνυμον εἶναι βαϑμοῦ μη δὲν ὡς πρὸς τὸ γράμμα αὐτό, 
Π.χ. Τὸ μονώνυμον δαβ εἶναι βαϑμοῦ μηδὲν ἢ μηδενικοῦ βαϑμοῦ ὡς πρὸς 
τὸ γράμμα γΥ ἢ ὡς πρὸς τὸ χ, διότι δα" βγηχΞΞεθαῖβ. 

"Αοκήσεις - 107, 108, 109, 110, 11]. 


8. Πολυώνυμα 


124, ρισμός. Πολυώνυμον λέγεται μία ἄἀλγεβοικὴ πα- 
ράστασις, ἡ ὅποία ἀποτελεῖται ἀπὸ πολλὰ μονώνυμα, τὰ ὅποϊῖα συνδέον-. 
ται μεταξύ των μὲ τὰ σημεῖα τῆς προσϑέσεως καὶ ἀφαιρέσεως. 

Π.χ. ἡ παράστασις 2α---3α᾽ β--δβδ - εἶναι ἕνα πολυώνυμον. 

Δυνάμεϑα νὰ εἴπωμεν ἀκόμη, ὅτι : 

Πολυώνυ μον εἶναι ἕνα ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα μονωνύμων. 

Καϑένα ἀπὸ τὰ μονώνυμα, ποὺ ἀποτελοῦν ἕνα πολυώνυμον, λαμ- 
βανόμενον μὲ τὸ σημεῖον, τὸ ὁποῖον εὑρίσκεται ἔμπροσϑέν του, λέγε“ 
ται ὅρος τοῦ πολυωνύμου. 

Π.χ. Οἱ ὅροι τοῦ πολυωνύμου 4.«5-5.β---3αβ"-8β5 εἶναι οἱ 

“Ἔ4α3, 55}, --3αβ᾽Ὁ, -Ἐ8β5. 

"Ἐὰν ἕνα πολυώνυμον ἔχῃ δύο ὅρους, λέγεται διώνυμον. 

"Ἐὰν ἔχῃ τρεῖς ὅρους λέγεται τριώνυμον. 

Π.χ. ἡ παράστασις αχΈβ εἶναι ἕνα διώνυμον 

ἡ παράστασις αχ' ἜβχΧ-ΓΥ εἶναι ἕνα τριώνυμον. 

Ἕνα πολυώνυμον λέγεται ἀκέραιον πολυώνυμον, ἐὰν ὅλοι οἱ 
ὅροι του εἶναι ἀκέραιοι. 

., ᾽ΕἘπειδὴ ἕνα πολυώνυμον εἶναι ἄϑροισμα μονωνύμων, δηλ. πρα- 
γματικῶν ἀριϑμῶν (δ 117), ϑὰ ἰσχύουν καὶ διὰ τὰ πολυώνυμα αἵ ἰδιό 
τητες τῶν ἀλγεβρικῶν ἀϑροισμάτων (8 46). Οὕτω δυνάμεϑα : 

Νὰ ἀλλάξωμεν τὴν τάξιν τῶν ὅρων του ἢ νὰ ἀντικαταστήσωμεν 
δύο ἢ περισσοτέρους ὅρους μὲ τὸ ἀϑροισμά των. 

125. ᾿Αναγωγὴ ὁμοίων ὅρων. Ὅταν εἷς ἕνα πολυώνυμον 
ὑπάρχουν πολλὰ ὅμοια μονώνυμα, τὰ ἀντικαϑιστῶμεν μὲ τὸ ἀἄϑροισμά 
των, τὸ ὁποῖον γνωρίζομεν νὰ ὑπολογίζωμεν (8 122). 

Πιχ. Ἔστω τὸ πολυώνυμον 

4α᾽β--5βγ 3.᾽β-Ἐ8αβἮ---5α5β-Ἰ2βγ. 
Εἰς τὸ πολυώνυμον αὐτὸ δυνάμεθα νὰ ἀντικαταστήσωμεν τοὺς ὁμοίους 
ὅρους 4αῬ, -[3α, --5αῬῇδ μὲ τὸ ἄθροισμά των 
(4α᾽β-3α᾽β-ἐα᾽ β)ξξῶαῇβ 
καὶ τοὺς ὁμοίους ὅρους --δβΥΥά καὶ -ΕἸΖΒῪ μὲ τὸ ἄθροισμά τῶν 
(--5βγ-ΕἸ2βγ):- -ἜΤΡΥ. 
Μετὰ τὴν ἀντικατάστασιν αὐτὴν τὸ δοθὲν πολυώνυμον γίνεται 


2α"βΈἜ7βγ- δαβ'. 
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Θὰ εἶναι λοιπὸν 
" 4."8--5βγ-[3αΒ-Ἐ8αβ’--5α᾽Β:.Ὁ1 2βγεξζα" Β-Έ7βγ--8αβ᾽. 
Ἢ ἀντικατάστασις πολλῶν ὁμοίων ὅρων δι᾽ ἑνὸς λέγεται ἃ ν α- 
γωγὴ τῶν ὅμοίων ὅρων, τὸ δὲ προκῦπτον πολυώνυμον 
ἀνηγμένον τοῦ ἄοχικοῦ πολυωνύμοι. 


126. Βαϑμὸς ἑνὸς πολυωνύμου. Ὁ βαϑμὸς ἑνὸς ἄκε- 
ραίου πολυωνύμου ὧς πρὸς ἕνα γράμμα τον, δρίξεται ἀπὸ τὸν 
μεγαλύτερον ἐκϑέτην τοῦ γράμματος αὐτοῦ εἷς τὸ πολυώνυμον. 

Π.χ. Τὸ πολυώνυμον δαῖχ' -5αβ' χ᾽ --δαβχ εἶναα τετάρτου 
βαθμοῦ ὡς πρὸς χ, τρίτου βαθμοῦ ὡς πρὸς β καὶ δευτέ- 
ρου βαθμοῦ ὡς πρὸς α. ; 

Ὃ βαϑμὸς ἕνὸς ἀκεραίου πολυωνύμου ὧς πρὸ πεοισσό- 
τερα γράμματα ὁρίζεται ἀπὸ τὸ μεγαλύτερον ἄϑροισμα τῶν ἐκϑετῶν 
τῶν γραμμάτων αὐτῶν εἰς τὸν αὐτὸν ὅρον. δηλ. ἀπὸ τὸν μεγαλύτερον 
ἐκ τῶν βαϑμῶν τῶν μονωνύμων τοῦ πολυωνύμου ὧς πρὸς τὰ γράμ- 
ματα αὖτά. 

Ἔστω τὸ πολυώνυμον 5χν"--ΟΧῪ “Ἐ2χόν". 

Τὸ ἄθροισμα τῶν ἐκθετῶν τῶν χ καὶ Υ εἶναι 3 εἰς τὸν πρῶτον ὅρον͵ 
6 εἰς τὸν δεύτερον ὅρον καὶ 7 εἰς τὸν τρίτον ὅρον᾽ ἑπομένως τὸ πολυώνυμον 
αὐτὸ εἶναι ἑβδόμου βαθμοῦ ὡὧς πρὸς χ καὶ Γ΄. 

Σημ. Διὰ νὰ καϑορίσωμεν τὸν βαϑμὸν ἑνὸς πολνωνύμον, πρέπει προη- 
γουμένως νὰ κάμνωμεν ἀναγωγὴν τῶν ὁμοίων ὅρων τον, ἐὰν ὑπάρχουν 
τοιοῦτοι. 

Π.χ. Τὸ πολυώνυμον 3α--12."-2α6-[4α᾽ --5αῦ δὲν εἶναι τοῦ 5ου 
βαθμοῦ, ἀλλὰ τοῦ 3ου βαθμοῦ. Πράγματι" ἐὰν κάμωμεν ἀναγωγὴν τῶν 
ὁμοίων ὅρων του, λαμβάνομεν τὸ πολυώνυμον --οἸ2α5-4α". 

197. Διατεταγμένα πολυώνυμα. λέγομεν, ὅτι ἕνα ἀκέραιον 
πολυώνυμον εἶναι διατεταγμένον κατὰ τὰς ἄνιού" 
σας (ἢ κατὰ τὰς κατιούσαῳῷ, δυνάμεις ἑνὸς γροάμ' 
ματος, ἐὰν οἵ ὅροι τοῦ πολυωνύμον εἶναι γραμμένοι κατὰ τοιαύτην 
σειράν, ὥστε οἵ ἐκϑέται τοῦ γράμματος αὑτοῦ νὰ βαίνουν αὐξανόμενοι 
(ἢ ἐλαττούμενοι) ἀπὸ τοῦ πρώτου ὅρου πρὸς τὸν τελευταῖον. 

Π.χ. Τὸ ἀκέραιον πολυώνυμον 5αχ'--δαῦχ- 3αβ- 2 χ᾽ 
διατεταγμένον κατὰ τὰς κατιούσάς δυνάμεις τοῦ γράμματος χ γράφεται 

2χ5-5αχ’-- αἾχ- [368 
καὶ διατεταγμένον κατὰ τὰς ἀνιούσας δυνάμεις τοῦ χ γράφεται 
᾿ 3αβ--δαὐχ-Έ βαχ΄-[2χό. 

Ὃ ὅρος 8αβ, ὃ ὁποῖος δὲν περιέχει τὸ γράμμα τ ἧς δια. 
τάξεως χ λέγεται ἀνεξάρτητος ὅρος ἢ βαϑμοῦ μη: 
δὲν πρὸς τὸ γράμμα χ ἢ καὶ σταϑεοὸς ὅρος. 


"Ασκήσεις ἐδ 


128. Ὁμογενῆ πολυώνυμα. “να πολυώνυμον λέγεται ὃ μ ο- 
γενὲς πρὸς ἕνα γράμμα ἢ πρὸς περισσότερα γράμματα, ὅταν ὅλοι οἵ 
ὅροι του εἶναι τοῦ αὐτοῦ βαϑμοῦ, εἴτε πρὸς τὸ ἔξεταζόμενον γράμμα, 
εἴτε πρὸς τὰ δοϑέντα γράμματα. ᾿ 

Π.χ. Τὸ πολυώνυμον 3αχ΄"---7αβχ΄ -[9χ’ εἶναι ἕνα ὁμογενὲς πολυώ- 
νυμον τοῦ τετάρτου βαθμοῦ πρὸς χ. ᾿ 

Τὸ πολυώνυμον 3α6--Φα  β--7α"β᾽--α᾽ εἶναι ἕνα ὁμογενὲς πολυώ- 
νυμον τοῦ πέμπτου βαθμοῦ πρὸς τὰ γράμματα α καὶ β. 

Ὃ βαϑμὸς ἑνὸς ὅμογενοῦς πολυωνύμου λέγεται βαϑμὸς 
ὁμογενείας. 

“Ἕνα ὁμογενὲς πολυώνυμον, ὃ ὅπως τὸ 
δα"---4α β---8."β' -Ἐ-Θθα᾽ β' -Ἐαβ’ --ἰ" 
εἶναι διατεταγμένον κατὰ τὰς κατιούσας δυνάμεις τοῦ γράμματος α 
καὶ κατὰ τὰς ἀνιούσας δυνάμεις τοῦ γράμματος β. 


129. Πλήρη πολυώνυμα. “Ἕνα πολυώνυμον, τὸ ὅποϊον εἶναι 
διατεταγμένον ὡς πρὸς ἕνα γράμμα, λέγεται πα ἢ ρε ς, ὅταν περιέχῃ 
ὅρους ὅλων τῶν βαϑωῶν, ὡς πρὸς τὸ γράμμα τῆς διατάξεως. 

ΠΧ. Τὸ πολυώνυμον 5αχ'"-Ἐ3βχ᾽--χ- ἘΒ, τὸ ὁποῖον εἶναι διατετα- 
νον κατὰ τὰς κατιούσας δυνάμεις τοῦ γράμματος χ, εἶναι πλῆρες ὁ τελευ- 
ταῖος ὅρος του 8 λέγεται σταθερὸς ὅρος καὶ εἶναι βαθμοῦ μηδὲν 
ὡς πρὸς τὸ γράμμα χ (αὶ 123). 

Τὸ πολυώνυμον 8;χ'---[αχ' -Ἐθ6χ--- εἶναι ἐλλιπὲς πολνώνυ- 
μον πρὸς τὸ γράμμα Χ, διότι λείπουν οἷ ὅροι τοῦ άου καὶ ϑου βαϑμοῦ. 

Δυνάμεϑα πάντοτε νὰ συμπληρώσωμεν ἕνα ἐλλιπὲς πολυώνυμον, 
ἐὰν εἰσαγάγωμεν εἷς αὐτὸ τοὺς ὅρους, ποὺ λείπουν, μὲ συντελεστὴν 
μηδέν. ἷ 

Π.χ. Τὸ προηγούμενον πολυώνυμον δύναται νὰ γραφῇ : 

δὅχ᾽-χ΄-ὐχ᾽--7αχ"-δχ--2, 

᾿Ασκήσεις :- 112, 118, 114. 11δ. 116, 117, 118, 119, 120. 


"Δσκήσεις 


100. Γυάψατε : 1. τρεῖ: ρητὰς παραστάσεις. 3. τρεῖς ἀρρήτους παραστά- 
σεις. 8. τρεῖ: ἀκεραίας παραστάσεις. 4. τρεῖς χλασματικὰς παραστάσεις. ὅ, 
τρεῖς ἀκεραίας καὶ ἀρρήτους παραστάσεις. 

Νὰ ὑπολογισθῇ ἡ ἀριϑμητικὴ τιμὴ τῶν κάτωϑι παραστάσεων : 

101, (118). 1. αβ᾽--ἀοαγιέαδβ, ἐὰν αἀΞΞ 3, βεξᾷ, γ-Ξ--ῦ 


3, αδ--δϑαβ- δαβι--βΡ, ἐὰν αΞΞ1ῖ06, β-:---ὶ 
8. α5-β5-Ἐγ᾽--Σδαβ- 39αγ--Ξ2βγ ἐὰν αΞο" Ὁ, βεξϑ, γ-Ξ8. 
102. (114). 1. (α--β).--(α--β)--αβ, ἐὰν α-Ξ ὅ, Ξε-- 
2. (αἘβ)--(α--β)"-Ἐα"--β», ἐὰν αξΞ 6, βε:-:--ῦ 


8. χω)" Ἐγίω ἘΧ)" Ἔω(χ Ἐ)", ἐὰν χε 8, νΞ:---ὥ, ὠξΞξὶ. 


΄ 


1θ "Ασκήσεις 


δαῦβ ϑαβ5 α3β3 
. τ ὙΠ3- 





405. (115). 


104. (116). 1. [Ὑ{ τιτ--αλε--βκτ--γ, ἐὰν α-εϑῦ, βεΞῶ8, γεΞ3], τ᾿ "42 
3. -Φ ὙΒΈΡΈΤΡΒ,, ἐὰν υτ- ὅ, βε-ά9, Β-Ξ144 


8. - τ, πιΑ "Βα ἜΑΛο)υ, ἐὰν ατϑ3, Ατε ὅ, υτοῦ͵ πεεϑ,4. 


᾿ 1 1 1 3 Τ᾽ Ἄο  ΤῊΝ τλρτ, δέον, ἧ-ν 
105. (111).1. 1» Φιπ)τος ττ-ὸ} ἐὰν αΞ---3, βεξῦ 














α(β--ἱ; βίγ---α) γία--β) Δ 
ς -͵ἸἰΗ τ... ε. τ΄.’ α-Ξεϑ8, βΞΞ3, γε---Ἰ. 
ἀπ βηα-ῷ ἢ πβογίβ--α ὁ τεταν- ἐσ ΡΤΗῚ 
Η ΧΞ ἽἜΘΟΣ ἱ 
106. (118). 1. -τ--, ἐὰν χε-- 4 
ΣΧ πο 8 Ξ --1 
χΞ χ-- 
3. ς ἘΠῚ τὰ θυ ς 
1-᾿ χίσ-- 2 
χΈΙ 
Μονώνυμα: 
407. (101). Γράψατε : 1ον. τρία ἀκέραια μονώνυμα' 2ον. τρία κλασματικὰ 
μονώνυμα. 
108. (103).ὄ 1ον. Ποῖοι εἶναι οἵ συντελεσταὶ τῶν κάτωϑι μονωνύμων : 
ῳ ὥχϑ 4“βχ᾽ 8α 
δαῦἶχ, - ἘΣ ᾽ --ϑαῖβχ, εἰς ἢ ΡΣ, 


ον. Ποῖοι εἶναι οἱ συντελεσταὶ τῶν ἀνωτέρω μονωνύμων, ἐὰν ϑεωρήσω- 
μὲν μόνον τὰ γράμματα χΧ καὶ γΥ ὡς ἀγνώστους. 

109. (108). Τίνος βαϑμοῦ εἶναι τὰ κάτωϑι μονώνυμα ὡς πρὸς α΄ ὡς πρὸς 
β' ὡς πρὸς γ' ὡς πρὸς βὶ καὶ γ' ὡς πρὸς α, β, γ.. 


1. δὄδαββ, 2, --ἀοδβῆγ', 8. τ- βγ', 4. αϑθϑγ. 
410. (104). Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ ἄϑροισμα τῶν ὁμοίων μονωνύμων ' 
1. --ὔχἢὉ, ὄχ, -Εἰϑχ’, --δῦχ᾽ 

8 
ὥ. --ὃχῆν, ὈχῪ, Ἰ ΧὟ, ΞΟ ν χΧΎΎ. 


11. (106). Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ ἄϑροισμα τῶν ὁμοίων μονωνύμων. ὡς πρὸς 
τὸ γράμμα χ. 


1. -τῦαχ, ΖωΧ, --βχ, -Ἦγκ 
9. ἄλχῆ, -ιμχῦ, -οὐνχ᾿, --χ". 
Πολυώνυμα: 


112. (106). Νὰ γίνῃ ἀναγωγὴ τῶν ὁμοίων ὅρων εἰς τὰ κάτωϑι πολυώνυμα ς 





"᾿Ασκήσεις κε 


1, δ8αβ᾽-Εθα᾽β--αβ»-Ἐδαὴβ--6αβ' 8, 8χ--ὄβχ-[ῦβ--4βχ--8β- χ β 

2. δαχ--άβν --Ἰϑαχ ἐϑβυ-- -αχ--βν 4, 9αβγε--Ταῦβγ- [39αβ᾽γ-Εθα5βγ--δαβγ", 
115. (101). Νὰ γίνῃ ἀναγωγὴ τῶν ὁμοίων ὅρων εἰς τὰ κάτωϑι πολυώ- 

νυμα: 
1...-- τ Χ -- χιρὅχ-- -- χ 2. 8δα-- ΕΣ β᾽- αν τ β᾽»Ἐ4β». 
14, (108). Τίνος βαϑμοῦ εἶναι τὰ κάτωϑι πολυώνυμα: ᾿ 
1. ὄὅχ'-- χρυ δχυη- χθν 8. ὃὅχν"--ἀχῆν" 2 χῆν -ἰ ἀχῦν -γ5-τχῦ 
ἢ, ὥγ'-άχϑυθ- ΕἸ] χγ-τ-χό 4, ϑ8αχ'--βχό-βχ᾽--ϑαχό-Εβχ- βχό. 
115. (109). Γράψατε τρία πολυώνυμα ὁμογενῆ πρὸς τὰ γράμματα χΧ καὶ γ. 


116. (110). Νὰ γίνῃ ἀναγωγὴ τῶν ὁμοίων ὅρων καὶ νὰ διατοαχϑοῦν τὰ 
κάτωϑι πολυώνυμα κατὰ τὰς κατιούσας δυνάμεις τοῦ χ. 

1. υχ-4χ---10-2χ---ὅχϑ-Ε]- 8 χϑ 

2. ἀγι-Ἐθχ᾽γ᾽Ὑ--ἶχϑ-- -)χηγ᾽--Θγ4-άχηγ---ὐχγϑ 

ὅ. 86'Χ-ι δβ᾽χϑ--θοῦ-- δα χ- αὐ χ᾽ -2χο---αὐχ-τάαχο, 


117. (111). Νὰ γίνῃ ἀναγωγὴ τῶν ὁμοίων ὅρων καὶ νὰ διαταχϑοῦν τὰ κά- 
τωϑι πολυώνυμα κατὰ τὰς κατιούσας δυνάμεις τοῦ χ. 

1, 1δὅχ'-4α΄-8α᾽χ-- 2 χ᾽-Ε11αχϑ--14α᾽χ"-δαχϑ 

3, ὄχ --ὐχγ᾽-Ἴχλν- δχθ-θχυ"- χγ"--γθ, 


118. ([12). Νὰ γίνῃ ἀναγωγὴ τῶν ὁμοίων ὅρων καὶ νὰ διαταχϑοῦν τὰ 
κάτωϑι πολυώνυμα : ἴον. κατὰ τὰς ἀνιούσας δυνάμεις τοῦ α καὶ 9ον. κατὰ τὰς 
κατιούσας δυνάμεις τοῦ β. 

1, ϑα᾽--δαβγ-θαβγ- θαβγ--4α"β-8αβ᾽--δβ5-6α:β 

2. --ιθα!β8---4α5-Ἐ9β6- 18β'α5-Ἐ βΡα"-- 9α5β"--α'β--8αβι-Ἐ Τα. 

119. Νὰ γίνῃ ἀναγωγὴ τῶν ὁμοίων ὅρων καὶ νὰ διαταχϑοῦν τὰ κάτωϑι 
πολυώνυμα: ἴον. κατὰ τὰς ἀνιούσας καὶ δον. κατὰ τὰς κατιούσας δυνάμεις 
τοῦ Χ. ὶ 

1. ὅχϑ-- -- Ἔ ἘΞ χ-- ΕΞ Χῦ- 2. χ᾽ --ῦ- - χ'-Γῦ---Ἰχ 

120. Νὰ γίνῃ ἀναγωγὴ τῶν ὁμοίων ὅρων καὶ νὰ διαταχϑῇ κατὰ τὰς κα- 
τιούσας δυνάμεις τοῦ χ τὸ πολυώνυμον 

ὅχ'--αἰ-Εὔαχῆ- ἰ8ὃχη--Ταῖχ--  ο χϑ--αἱ--ὐχό--βαχη-Εὔσ χΡ- Δα χ ῦχι, 
Τοῦ ἀνηγμένου τούτου πολυωνύμου νὰ εὑρεϑῇ ἧ ἀριϑμητικὴ τιμή, ὅταν : 1ον. 
χεξα, 2ον. χϑΞ---α, 8ον. χ-----1 καὶ ον. χε---3, 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Β' 
ΠΡΑΞΕΙΣ ΕΠῚ ΤΩΝ ΑΛΓΕΒΡΙΚΩΝ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ 


1. Πρόσϑεσις ἀλγεβρικῶν παραστάσεων 


180. ᾿Αλγεβοικὸς λογισμός. Ὅπως ἐπὶ τῶν πραγματικῶν ἄρι- 
ϑμῶν δυνάμεϑα νὰ ἐκτελέσωμεν διαφόρους πράξεις, πρόσϑεσιν, ἀφαί- 
ρεσιν, πολλαπλασιασμόν, διαίρεσιν κλπ., οὕτω καὶ ἐπὶ τῶν ἀλγεβρικῶν 
παραστάσεων δυνάμεϑα νὰ ἐκτελέσωμεν τὰς αὐτὰς πράξεις. 

᾿Ἐπειδὴ ὅμως αἷ ἀλγεβοικαὶ παραστάσεις περιέχουν γράμματα, 
δὲν δυνάμεϑα νὰ ἐκτελέσωμεν, τὰς πράξεις αὗτάς, ὅπως εἷς τὴν ᾽Αοι- 
ϑμητικήν, καὶ νὰ εὕρωμεν ἕνα ἀριϑμητικὸν ἐξαγόμενον. Δυνάμεϑα 
ὅμως μὲ τὴν βοήϑειαν τῶν ἰδιοτήτων τῶν πράξεων, νὰ μετασχηματί- 
αωμεν μίαν ἀλγεβρικὴν παράστασιν εἷς ἄλλην ἰσοδύναμον καὶ ἅπλου" 
στέραν, δηλ. νὰ κάμωμεν μίαν ἀλγεβεικὴν πρᾶξιν. 

Τὸ σύνολον τῶν ἀλγεβρικῶν, πράξεων λέγεται ἀλγεβροικὸς 
λογισμός. 

Οἱ κανόνες τῶν πράξεων, τοὺς ὁποίους ἐγνωρίσαμεν εἷς τοὺς 
πραγματικοὺς ἀριϑμοὺς μένουν οἵ αὐτοὶ καὶ διὰ τὰς ἀλγεβρικὰς παρα- 
στάσεις, διότι εἷς τὰς παραστάσεις τὰ γράμματα παριστάνουν ἀριϑμούς. 

131. ᾿Αϑροισμα μονωνύμων. Τὸ ἄϑροισμα πολλῶν μονωνύ- 
μων εἶναι ἕνα πολυώνυμον, τὸ ὅποῖον περιέχει ὅλα τὰ δοϑέντα μονώ- 
ψυμὰ μὲ τὰ σημεῖα τῶν. 

Π.χ. Τὸ ἄθροισμα τῶν μονωνύμων 

Α-τϑαῦβ, Βε---δαβ᾽, ΓΞες -ἐ- αβγ 
εἶναι τὸ πολυώνυμον 
-ΞΑἘ ΒΈΓΞςϑαβ--5αβ.} -ξ- αβγ. 


Δυνάμεϑα νὰ ἐπαληϑεύσωμεν εὐκόλως, ὅτι διὰ κάϑε σύστημα τι- 
μῶν, τὰς ὁποίας ϑὰ δώσωμεν εἷς τὰ γράμματα τῶν μονωνύμων, τὸ 
ἄϑροισμα τῶν ἀριϑμητικῶν τιμῶν ἑκάστου μονωνύμου εἶναι ἴσον μὲ 
τὴν ἀριϑμητικὴν τιμὴν τοῦ πολυωνύμον. 

“Ὥστε : Διὰ νὰ εὕρωμεν τὸ ἄϑροοισμα πολλῶν μονωνύμων, ἀρκεῖ 
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νὰ γράψωμεν τὸ ἕνα μονώνυμον κατόπιν τοῦ ἄλλου μὲ τὰ σημεῖα των. 
Εἶναι φανερόν, ὅτι πρέπει πάντοτε νὰ κάμνωμεν τὴν ἀναγωγὴν 
τῶν ὁμοίων ὅρων τοῦ πολυωνύμου, ἐὰν ὑπάρχουν τοιοῦτοι. 
Π.Χχ. Τὸ ἄθροισμα τῶν μονωνύμων 
-πποχ, --ἀχν", -ϑχ᾽ν 


εἶναι τὸ πολυώνυμον --οχ᾽γ-- ἀχγ"-δχ᾽. 
Μετὰ τὴν ἀναγωγὴν τῶν ὁμοίων ὅρων τοῦ αὐτὸ εἶναι ἴσον μὲ 
3χ᾽γ--4χγ". 


132. Αϑροισμα πολυωνύμων. "ἕστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ προσϑέ- 
᾿σῶμεν τὰ πολυώνυμα 
Α-ξθα"--4αβ--5β᾽΄-2, Β----θαβ- 4α᾽ --Ἰ12, Γκεβ"--ἰα᾽ 4. 

Τὸ ἄϑροισμα τῶν πολυωνύμων αὑτῶν σημειώνεται : 
ΑἜΒΈΓες(θα"--4αβ-[-8β΄-2)-{--9αβ-  4α"--12)-(β᾽---τα᾽) Ἐ 4). 

Κατὰ τὴν 8 41 πρέπει νὰ γράψωμεν δεξιὰ τοῦ πρώτον πολνωνύ- 
μου τοὺς ὅρους τοῦ δευτέρου πολυωνύμου μὲ τὰ σημεῖα των καὶ οὕτω 
καϑεξῆς, ἢ νὰ ἐφαρμόσωμεν τὴν ἰδιότητα ΙΝ τῆς 8 81. Θὰ ἔχωμεν 

Α-ἘΒ-ΈΓεξθα--4αβ-8β"᾽-2-- 9θαβ-[-4α᾽---12-β᾽ --ἴα" 4. 

Κάμνομεν τὴν ἀναγωγὴν τῶν ὁμοίων ὅρων καὶ εὑρίσκομεν τελι- 
κῶς, ὅτι : Α-ἘΒ-ἘΓ-ΞΞβα"---18.β-9β"--Ο. 

Εἶναι φανερόν, ὅτι διὰ κάϑε σύστημα τιμῶν, τὰς ὁποίας δίδομεν 
εἷς τὰ γράμματα τῶν πολυωνύμων, τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀριϑμητικῶν 
τιμῶν τῶν δοϑέντων πολυωνύμων εἶναι ἴσον μὲ τὴν ἀριϑμητικὴν 
τιμὴν τοῦ εὑρεϑέντος πολυωνύμου. 

Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν τὸν κάτωϑι κανόνα : 

Κανών.: Διὰ νὰ προσϑέσωμεν πολλὰ πολυώνυμα σχηματίζομεν 
ἕνα πολυώνυμον, τὸ ὁποῖον περιέχει ὅλους τοὺς ὅρους τῶν πολυωνύμων 
μὲ τὰ σημεῖα τῶν καὶ κάμνομεν ἔπειτα τὴν ἀναγωγὴν τῶν ὁμοίων 
ὅρων, ἐὰν ὑπάρχουν τοιοῦτοι. 

Παρατήρησις. Εἷς τὴν πρόσϑεσιν τῶν πολυωνύμων δυνάμεϑα, 
διὰ νὰ γίνεται εὐκολώτερον ἦ ἀναγωγὴ τῶν ὁμοίων ὅρων, νὰ γ ά- 
φωμεν τὸ ἕνα πολυώνυμον κάτωϑι τοῦ ἄλλου 
οὕτως, ὥστε οἱ ὅμοιοι ὅροι των νὰ εὑρίσκωνται εἷς τὴν αὑτὴν στήλην. 

Π.χ. Διὰ νὰ προσθέσωμεν τὰ πολυώνυμα ᾿ 

ΑΞ 3χ"-2ν"--χυ- 8, Β--:5γ"--12--7χ᾽) καὶ Γ-εχ' Ἔχυ--ἴ5 
δυνάμεθα νὰ γράψωμεν 

Αξξ 3χ᾽-ϑχυ ἘΖυ Ὁ 8 
Β-----7χ" -δν".--2 
ΓΞΞ. χἜ σὺ --1Ὅ 
ἈΞ:8:{--3χ"-- 4χγ-Ἐ7γ--19 
᾿Ασκήσεις : 12], 122, 128, 124, 125. 


80 "Αφαίρεσις ἀλγεβρικῶν σπαραστάσεων 


2. ᾿Αφαίρεσις ἀλγεβρικῶν παραστάσεων 


ε ’΄ -- ᾿ Ὡ 
1338 ὋὉρισμός ᾿άφαιρ ὦ μίαν ἀλγεβρυεὴν παράστασιν Βὶ ἀπὸ 
μίαν ἄλλην παράστασιν 4, σημαίνει, ὅτι εὑρίσκω μίαν τρίτην ἀλγεβρικὴν 
παράστασιν Δ τοιαύτην, ὥστε 4ΞΞ4--Β. 


184. Πῶς ἀφαιροῦμεν μονώνυμα; ἕστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ 
ἀφαιρέσωμεν τὸ μονώνυμον ---ἰαβ᾽ ἀπὸ τὸ μονώνυμον 4α᾽ βγ᾽ δηλ. 
ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν τὴν διαφορὰν 4α’βγ--(--Ταβ᾽). 

Κατὰ τὸν κανόνα τῆς 8 40 πρέπει εἷς τὸν μειωτέον 4α᾽βγ νὰ 
προσϑέσωμεν τὸν ἀντίϑετον τοῦ ἀφαιρετέου᾽ δηλ. ϑὰ εἶναι ᾿ 

4α'βγ--(---Ταβ᾽ Ξεάαβγ  Ταβ᾽. 

Εἶναι φανερόν, ὅτι διὰ κάϑε σύστημα τιμῶν, τὰς ὁποίας δίδομεν 
εἷς τὰ γράμματα τῶν μονωνύμων, ἧ διαφορὰ τῶν ἀρυϑμητικῶν τιμῶν 
τῶν μονωνύμων 4α᾽Βγ καὶ --Ταβ᾽ εἶναι ἴση μὲ τὴν ἀριϑμητικὴν 
τιμὴν τοῦ διωνύμου 4α᾽βγ- Ταβ". 

Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι 

--8ακ"--(--πακχἢΞ---ϑδὃαχ"--5Ξαχῦ 
Ξε-----13αχ", 

Ἔχ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν, τὸν κάτωϑι κανόνα : 

Κανών: Διὶ νὰ ἀφαιρέσωμεν ἕνα μονώνυμον Β ἀπὸ ἕνα 
ἄλλο Α, ἀρκεῖ νὰ ϑέσωμεν τὸ μονώνυμον Β πλησίον τοῦ Α μὲ ἦλλα- 
γμένον τὸ σημεῖον του. 

135 Πῶς ἀφαιροῦμεν πολυώνυμον ἀπὸ ἄλλο πολυώ- 
νυμον; Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ ἀφαιρέσωμεν τὸ πολυώνυμον 
Β----δα-[-4β---Κ ἀπὸ τὸ πολυώνυμον Αξξῖα---Ὁβ-Ἐ4γ, δηλαδὴ 
ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν τὴν διαφορὰν 

Α--Βεξ(τα--9β-} 4γ) --(--ὅα--4β--Ὑ). 
Κατὰ τὸν κανόνα τῆς 8 ὅ0 πρέπει νὰ προσϑέσωμεν εἷς τὸ πρῶ“ 
τὸν πολυώνυμον τὸ ἀντίϑετον τοῦ δευτέρου᾽ ϑὰ εἶναι λοιπὸν 
Α-- ΒεΞ (1α-- 9β-- 4γ)--ἰΚ--ὅα-[4β-- 
τς (1α-- 9β-4γ)-[(δα---4β-Υ) 
- 1α--- 95-.-4γ -Γ ὅα---4β- 
- 19α--13β--ὅγ μετὰ τὴν ἀναγωγὴν τῶν ὁμοίων ὅρων. 

Κανών : Διὰ νὰ ἀφαιρέσωμεν ἕνα πολυώνυμον Β ἀπὸ ἕνα ἄλλο 
πολυώνυμον Α,, γράφομεν δεξιὰ τοῦ πολυωνύμον Α τοὺς ὅρους τοῦ 
πολυωνύμου Βὶ μὲ ἠλλαγμένα τὰ σημεῖα των καὶ κάμνομεν ἔπειτα τὴν 
ἀναγωγὴν τῶν ὁμοίων ὅρων. ἐὰν ὑπάρχουν τοιοῦτοι. 
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138θ6. Παρατήρησις. Κατὰ τὴν ἀφαίρεσιν τῶν πολυωνύμων δυ- 
νάμεϑα νὰ γράψωμεν τὸ πολυώνυμον τοῦ ἀφαιρετέου κάτωϑι τοῦ πο" 
λυωνύμου τοῦ μειωτέου, οὕτως ὥστε οἱ ὅμοιοι ὅροι νὰ εὑρίσκωνται 
εἷς τὴν αὑτὴν στήλην. 

Π.χ. Ἔστω, ὅτι θέλομεν νὰ ἀφαιρέσωμεν τὸ πολυώνυμον 

ΒΞΞ3χ-"---8χ"-- χ- 8 
ἀπὸ τὸ πολυώνυμον Αξξᾶχ "-2χϑ-[6χ---5χ- Ἰ. 
᾿Αλλάσσομεν τὰ σημεῖα τῶν ὅρων τοῦ πολυωνύμου τοῦ ἀφαιρετέου 
καὶ γράφομεν ᾿ 
ΑΞ 5χ' }2χ5}: 6χ'--5Χχ ΕἸ 
--Β Ξ-.-..-3χ᾿ Ἢ ὅχ"- χ--ὸ 
Α--Βξξ 2. 2χὅ-14χ"---4χ--7 
Γενικῶς - "Εστω, ὅτι εἶναι 
Αξξξϑβα" -1α᾽βΒ---δαβ᾽ -Ἐβ᾽ 
Β-ϑῦβ'-Ἐθαβ᾽ -Ἐϑα! 
Ξε --ζαβ᾽ -ἰ-8α"β---α"---β' 
καί, ὅτι ζητεῖται νὰ ὑπολογισϑῇ ἧ παράστασις ΠεΞΞΑ--Β--Γ. 

Διὰ νὰ κάμωμεν τὸν ὑπολογισμὸν αὑτόν, πρέπει νὰ γράψωμεν τὰ 
δοϑέντα πολυώνυμα, τὸ ἕνα κάτωϑι τοῦ ἄλλου οὕτως, ὥστε οἱ ὅμοιοι 
ὅροι νὰ εὑρίσκωνται εἷς τὴν αὐτὴν στήλην, ἀφοῦ προηγουμένως ἄλλά- 
ξώμεν ὅλα τὰ σημεῖα τῶν ὅρων τῶν πολυωνύμων Β καὶ Γ᾽ ἔπειτα 
ὑπολογίζομεν τὸ ἄϑροισμα 


Π-Ξ-Α  (--Β)-Ἐ{--ἢ). 


ΑτΞ 3." 7α!Β.-5αβ"Ἐ β' 
--Β---δαῦ --δαβ»--5β5 
πΓΞΞῚ αὐ--δαβ- Ταβ" Ἔ β᾽ 
Α.-Β- Γ--- κ"- α"β--4αβ"..3β-, 
᾿Ασκήσεις : 182, 134, 186, 187. 


18). Πῶς ἀπαολείφομεν παρενϑέσεις καὶ ἀγκύλας ; Εἷς 
τὴν "Αλγεβραν συναντῶμεν συνήϑως ἀλγεβοικὰς παραστάσεις, αἵ 
ὁποῖαι περικλείονται ὑπὸ παρενϑέσεων καὶ ἀγκυλῶν ἢ καὶ ἑνωτικῶν 
γραμμῶν. 

Αἱ παρενϑέσεις κλπ. δύνανται νὰ παραλειφϑοῦν διαδοχικῶς, ἐὰν 
ἐφαρμόσωμεν τοὺς κανόνας τῶν 8 48 καὶ 5]. 

Συνιστῶμεν ὅμως, ὅπως ἣ ἀπαλοιφὴ τῶν παρενϑέσεων γίνεται 
κατὰ τὴν ἑξῆς σειράν : 

Νὰ ἀπαλείφωμεν πρῶτον τὴν παρένϑεσιν ἢ ἀγκύλην, ποὺ συναν- 
τῶμεν πρῶτον, χωρὶς νὰ λαμβάνωμεν ὕπ᾽ ὄψει τὰς παρενϑέσεις, ποὺ 


Θὰ ἔχωμεν λοιπὸν 
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περικλείει ἢ ἀγχύλη᾽ ἔπειτα ἀπαλείφομεν πάλιν τὴν πρώτην παρένϑε. 
σιν ἢ ἀγκύλην καὶ οὕτω καϑεξῆς, ὅπως φαίνεται εἷς τὰ κάτωϑι παρα- 
δείγματα : 
Παράδειγμα ἴον. 
(2α--β- ᾿3γ)--ἰβα- (α Ἐβ--7γγ ξεῶα---Β- Ε3γ---3α--(α-Ἐβ--7γ)-- 
ΞΞ2..--β-[3γ---3α-- α--ΒΈ 7Υ 
Παράδειγμα 2ον. Οὐδ δι ον 


-.3χ-- ΠΡυ  ῶχ-Ἐ})-- Ὑ] πεῦα---3χ- 5 - 2 χ-Ἐ})--ν]-Ξ 

Ξξῦχ---χ-Ὲ συ (2χ- ν)--ν 

ΞΕ7κ---ϑχ-ὶ 5νυ-} 2Ζχτὴν --ὐ 

Ξξόχ- 5υ. 
Παράδειγμα 3ον. 
--(ν-Ε3γ--5ω)--ἰχ- ν)Εἰδχ- τῶν - ὦ). }]---α 35 {πε 

Ξε-ὁἀχ---3υ-5.--ἰΣ-Ἐ })--ἰ5χ---ἰῶν---) ἘὙ) Έ Ἐχ---3ν 

ΞΞ--ῶχ---ϑυ- βω-- χατνὸ -- 5χ- (2 }---ὧἹ---ῦ -Ἐπ---ϑν 
--2χ- -ϑὅν τ ϑω-- χοὸν --- 5χ- 2ν --ὦ --ὖ -Ἐχ-- 3. 
Ξε---)χ--ὄν-[4ω. Ν 
᾿Ασκήσεις : 188, 189, 148, 144, 146, 146, 147, 151, 182. 


᾿Δσκήσεις 


Πρόσϑεσις ἀλγεβρικῶν παραστάσεων : 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ ἀϑροίσματα τῶν κάτωϑι πολυωνύμων : (119). 


121.1. 8α-[4β--γ-- ὃ καὶ --ὔδα-Ἐ8β-3γ-8δ 
Ὡ, β-Ἐ6γ--4ὰ καὶ. --8α-Ἐβ--ὅγ. 
122.1. 4αβ--δαγ-ὅβγ καὶ αγ--δαβ--Ἔβγ 


23. ϑθαβ- ἐαβ᾽--Ἔβὸ καὶ 8β5 --ῦοα᾽β--δαβ5. 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ ἀϑροίσματά τῶν κάτωϑι πολυωνύμων : (130). 














128. 8κα--4β, 4α---Ξ3β, 1ᾳ-Ἐ8β, 8β--θα 
124. Ἑ- ἀχ᾽--ὕγ", ὥχ"-ΕΤγ", --ϑχ"-"θν"Ὁ, χΧ᾽-Ἐγν". 
125. χ'- χήν. άνχ᾽, --ϑχῆγ- -χυῦ- τὸ, χβ- γι, 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ ἀϑροίσματα τῶν κάτωϑι πολυωνύμων : (19). 

8α 9.3 Ἐ 8α᾽ αβϑ αβ 
126. Δ Ἡπαὶ Ξ ᾿ τε τοῤβ, Ρ ἰδιοα ἢ Ὁ 

3 1 Ν᾿ νϑ 1 

127. -- -Ξ Χ'--άχν-Ἐν"-- -Ξ-- Χιὃγ--ἰ, ὅχ'--ὄχυ- ᾿Ξ 9 


ΕΝ. 
128. (122). Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ ἄϑροισμα : 1ον. τριῶν διαδοχικῶν ἀριϑμῶν. 
3ον. τριῶν διαδοχικῶν περιττῶν ἀριϑμῶν. 8ον. τριῶν διαδοχικῶν ἀρτίων 
ἀριϑμῶν. : 
Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις καὶ νὰ γίνῃ ἀναγωγὴ τῶν ὁμοίων 
ὅρων (128). 
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129. (ἰωἾχ--αβ-4β'χ")- (ϑαβχ’ -Ἐβ᾽ χ--βαβ)  (--Ταῦχ- δβ᾽χϑ' --δαβχ᾽) 
1530. (ὄὅχμγ--χμ--γν-κδχμ-γ8-- -ἴχμ ν)-ς-- χμτ  ν᾽--Ἰόχμ-- ν8).- 
ϑχι γ-τὐχμ-τνδ-Ἐ χμτγ3--χμ-οῦ), 


᾿Αφαίρεσις ἀλγεβρικῶν παραστάσεων : 

Νὰ ἀφαιρεϑῇ : (135). 
531. τὸ --μ᾽ ν᾽ Ἐμν ἀπὸ τὸ --ἀμ᾽-Ε32ν᾽ --ῦμν 
1322 » αϑδ΄Γ[8α᾽β-[9αβ᾽-β5 » » αϑ---ὐυ᾽β-8αβ3 --βὸ 
Νὰ ἀφαιρεθῇ τό: (ἰ26). 


135. τὸ τ α5β᾽--8αβ'-1β ἀπὸ τὸ - ὐβ5-δαβ'᾽-ΕἸβ 
οι 9 1 : 1 1 8 
434. τὸ -Ξ χ᾽Υ-- -- χυ"-- πῇ .»» τ χΧγΤ πῊ χυ Ἐπεὶ γ3. 


155. Τί πρέπει νὰ προσϑέσωμεν : (121). 

1. εἰς τὸ χΧΡΈΒΧΟΕΥ διὰ νὰ λάβωμεν ὅχ' ἘΒΧ 

ΡῚ » Σ α"-Ἐ2.β-Ἐβ᾽ » "» » --,2αβ. 

186, Νὰ προστεϑοῦν τὰ πολυώνυμα : ([35). 

8χ᾽ --ὄχν -4γν3 καὶ δχ-θχυ-- ΤΥ 

καὶ ἀπὸ τὸ ἄθροισμά τῶν νὰ ἀφαιρεϑῇ : 

ἴον. τὸ ὅχνυ--ν" Ἔχ" ρον. τὸ ὃν -τῦχ"-ΕἸΧΥ. 

157. (129). ᾿Απ) τὸ πολνώνυμον Π--:θω’---δαγ--ὅγ"-Κ4βγ-[3β᾽--αβ 
νὰ ἀφαιρεϑῇ τὸ ἄϑροισμα τῶν πολυωνύμων 

ΑΞξΞξΞ8β"--α"- 4γ᾽ --βγ-3.β καὶ Β-Ξ8υ"-2β3 --δβγ-αγ--αβ-Γγῇ. 

138 Νὰ ἀταλειφϑοῦν αἱ παρενϑέσεις καὶ νὰ γίνῃ ἣ ἀναγωγὴ τῶν ὁμοίων 
ὅρων: (130). 

ι. (-τα68β.:|6--8 8} 3. χα θυ-Ἐδα)  8χ- Η Ὺ 

539.1. (α΄-Ἐβ᾽ --ϑαβ)--ἰ(α" --2β5- θαβ)---ἰβ' -Ἐαβ) 

2, ὃτ--ἰτ--α)ὐῖ 3ι--ἰτ-- β).3τ--(τ--ὙοὋΘ. 

Νὰ ἀπαλειφϑοῦν αἱ παρενϑέσεις καὶ αἱ ἀγκύλαι τῶν κάτωϑι παραστά- 
σεῶν καὶ νὰ γίνῃ ἀναγωγὴ τῶν ὁμοίων ὅρων : (181). 

1406. (αὉβ--8γ)--ἰα--(β- 2 γ.- 28] 

441. 4.α"--[2β᾽--(α--β' --α")-Ἐ(α---9β}} 

142. 2αβ-β’--ἰβαβ--ἰ--β"--Θαβ)  β᾽-- αἰ 

4423. ὃχ--βγ-[ω--(ἐχ--γ- δω)--ἰχ- γ--ὠ--ἰ(χ- ὔω)] 

44. τα--Ῥ--8β- [βα [({α--8β)-(α--δβ)--ϑαῦ ον 


148. α-Κ- 3β{ατ|β--(α ἜἘγ)--ϑα}-|α-- β΄} 3}}}}, 

146. (182). Οἱ τρεῖς τελευταῖοι ὅροι τῶν κάτωϑι παραστάσεων νὰ τεϑοῦν 
ἐντὸς παρενθέσεως, ἔμπροσθεν τῆς ὁποίας νὰ ὑπάρχῃ τὸ σημεῖον -- (8 δὲ, 1ὴ 

1, 3α--8β.1:4γ--Τδ 8, ὅχ'--χ-χ- 

9. αΨβ-[8αβ"--  β'-Ἐ4α 4, 1α’--4α᾽β---α᾽β»-αβἢ. 
147. (188). Νὰ τεϑοῦν ἐντὸς παρενϑέσεως, ἔμπροσϑεν τῆς ὁποίας ὑπάρχε 
τὸ σημεῖον ---, οἱ δύο πρῶτοι ὅροι καὶ ἐντὸς παρενϑέσεως, ἔμπροσϑεν τῆς 
ὁποίας ὑπάρχει τὸ σημεῖον -Ἐ-, οἱ δύο τελευταῖοι ὅροι τῶν κάτωϑι παραστάσεων : 

1. --ϑαχΡ  βυ" --ὅβχ" ΓΥΥ ῶ. ὥχυ"--γ"--αχ᾿βχυ--ῦ 

8. --αχ-ἐβχν'-- χ᾽ --αχ’-βυ". 
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148. ((8. Ὁ Παῦλος ἔχει χ δραχμάς, ὁ Πέτρος ἔχει χ--ἐ δρχ. Ὃ 
πρῶτο: κερδίζει γ-ΓῈ2 ὃοχ. καὶ ὁ δεύτερος χάνει ὠ--20 ὄρχ. Ποία εἶναι ἢ 
διαφορὰ μεταξὺ τῶν χρημάτων τοῦ Παύλου καὶ τοῦ Πέτρου ; Ποία εἶναι ἢ 
ἀριϑμητικὴ διαφορά, ἐάν: χεξάθῦὺ, γν-2δ, ωὠξΞ40. 

149. (135). Μία ἁμαξουτοιχία Α κινεῖται μὲ ταχύτητα α χιλιομέτρων τὴν 
ὥραν. Μία ἄλλη ἁμαξοστοιχία Β κινεῖται μὲ ταχύτητα βὶ χιλιομ. τὴν ὥραν. Ἢ 
Ἁ αὐξάνει τὴν ταχύτητά της κατὰ γ χλμ. καὶ ἣ Β ἐλαττώνει τὴν ταχύτητά της 
κατὰ ὃ χλμ. Ποία εἶναι ἣ διαφορὰ τῶν ταχυτήτων τῶν Α καὶ Β: Νὰ ὑπολο- 
γισϑῇ ἢ ἀριϑμητικὴ διαφορά, ἐάν : ἀαξξῖο, βεξθῦ, γεξῖῦ, δε 12, 

150. (186). Δίϑονται τὰ πολυώνυμα ᾿ ᾿ 


᾿ξξεαῦ-2β᾽-Ἐ8γ" Γεξϑο"-- β᾿ -Ἐδγ' 

Β----α'---3β83-γ5 Δει:δβ"-- γ-ϑαξ 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ πολυώνυμα : 

1, Α4--ΒἘ Γ--Δ 2. ΑἘΒ--Γ--Δ). 


151. (31). Δίδονται τὰ πολυώνυμα : 
Ατεέχϑ- χε σ- -ὃ, Βεεῶχϑ- ΕἼ χ5--ϑχ-Ὶ, ΓΞ ---ὐχο- χ-- -ἰσχ --ὃ, 
ἴον, Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ πολυώνυμα Α-ΚἘΒ--Γ, Α--ΒΈ Γ, --ΑἸΒΈΓ' 
καὶ νὰ ἐταληϑευϑῇ, ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν τριῶν αὐτῶν πολυωνύμων εἶναι ἴσον 
μὲ τὸ ἄϑροισμα Α-ΕἘΒΈΓ. 
ὥῶον. Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ πολυώνυμα : 
1, ΑἘΒΈΓ ὃ. Α-(Β-Π 
ὦ, ΑἘΒ-Γ 4 Α--(--Β--Γ). 
᾿Νὰ συγχριθῇ τὸ τελευταῖον ἐξαγόμενον πρὸς τὸ πρῶτον. Νὰ ἐξηγηϑῇ. 
152. (942). Δίδονται τὰ πολυώνυμα : ᾿ 
ἂξξ ὃχδ--ὄχ"ηυ- ἀχυΡ ν" Γ-ξυ"--ὔχυ" Ἐχλχὴν 
Β--- χ' --χυ᾽ ἘἸχῆν-άγε Δειξϑχϑ-χ Ὺ --ἰχυ᾽-4γ5, 

1, Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ πολυώνυμα Α-ἘΒ--Γ, Α--ΒΈΓ, --ΑἜΒΈΓ 
καὶ νὰ ἐπαληϑευϑῇ, ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν τριῶν αὐτῶν πολυωνύμων εἶναι 
ἴσον μὲ τὸ ἄδϑροισμα Α-ἘΒΈΓ, 

2, Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ πολυώνυμα : 

Α-ἘΒ--Γ--δι, Δ4--ΒΈΓ--δ, --ΑἘΒΈΈΓ- ΕΔ, --Α.---Β--Γ-ἘΔ ἢ 
καὶ νὰ ἐπαληϑευϑῇ, ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν τεσσάρων αὐτῶν πολυωνύμων εἶναι 
μηδέν. ᾿ 


8. Πολλαπλασιασμὸς ἀλγεβρικῶν παραστάσεων 


138. Πῶς πολλαπλασιάζομεν ἀκέραια μονώνυμα ; Ἔστω, 
ὅτι ϑέλομεν νὰ πολλαπλασιάσωμεν τὰ μονώνυμα δα β᾽ καὶ 8α᾽β᾽ γ᾽ ὃ, 
δηλ. ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν τὸ γινόμενον 
δα βγ ΧΚβα᾽β' γ᾽ ὃ. 
᾿Επειδὴ τὰ μονώνυμα παριστάνουν πραγματικοὺς ἀριϑμοὺς καὶ 
εἶναι γινόμενα πολλῶν παραγόντων, δυνάμεϑα νὰ ἐφαρμόσωμεν τὰς 
ἰδιότητας τοῦ γινομένου πραγματικῶν ἀριϑμῶν᾽ ἐδῶ λοιπὸν ἔχομεν νὰ 
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πολλαπλασιάσωμεν δύο γινόμενα πολλῶν παραγόντων καὶ κατὰ γνω" 
στὴν ἰδιότητα (8 64) ἀρκεῖ νὰ σχηματίσωμεν ἕνα γινόμενον, τὸ ὁποῖον 
γὰ περιέχῃ ὅλους τοὺς παράγοντας τῶν γινομένων᾽ ϑὰ εἶναι λοιπὸν 
Βα βὝΧβα" "γ᾽ διξεῦ - α" - β᾽ -γ 8 αὐ. β'. γ᾽. ὃ () 

"Αλλὰ εἷς τὸ δεύτερον μέλος τῆς ἰσότητος αὑτῆς δυνάμεϑα νὰ ἀλ- 
λάξωμεν τὴν τάξιν τῶν παραγόντων καὶ νὰ ἀντικαταστήσωμεν δύο ἢ 
περισσοτέρους παράγοντας διὰ τοῦ γινομένου των. Ἢ ἰσότης λοιπὸν 
(1) γράφεται 

δα θ᾽ Χ 8α᾽ Β'γ' δῦ . 8. αὔ- α - β᾽ - β' -γ. γ᾽. ὃ 
Ξεα40. αὐ. β'. γ᾽ . ὃ 
Ξεε4ρ αβ' γ᾽ δ, 
Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι : 
--αχΥχ Ξ αὐχυχϑαχυξεί--2). Ξ. .5.α α᾽. αὐ ΧΡ ΧΙ ΧΟΥ  Ὑἢ γ" 
ΞΞ -- Ξ αἰχγ5. 

Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν τὸν κάτωϑι κανόνα : 

Κανών: Διὰ νὰ πολλαπλασιάσωμεν δύο ἢ περισσότερα μονώνυμα : 

Ιον. Πολλαπλασιάζομεν τοὺς συντελεστάς των- 

ϑον. Ιράφομεν δεξιὰ τοῦ γινομένου αὐτοῦ τῶν συντελεστῶν, ὅλα 
τὰ διάφορα γράμματα, τὰ ὅποῖα ὑπάρχουν εἰς τὰ δοϑέντα μονώνυμα 
καὶ μὲ ἐκϑέτην, εἰς ἕκαστον ἐξ αὐτῶν, ἴσον μὲ τὸ ἄϑροισμα τῶν ἐκϑε- 
τῶν, τοὺς ὁποίους ἔχει τὸ κοινὸν αὐτὸ γράμμα εἷς τοὺς διαφόρους πα- 
οάγοντας. | 

Π.χ. Κατὰ τὸν ἀνωτέρω κανόνα θὰ ἔχωμεν 

(4α5β5γ). (--6α᾽βγ5) : (α.β5)-Ξ---24α βήγ' 

καὶ γενικῶς 


.-..-. Θθϑθϑὖ6ΓΠτι,ρ,..,ϑ-᾿᾿᾿ῤῤῤῤῤ.-.-τ-τ''-ὔ-Ὸϑ.-ΕΟςςς-ς----.-.α---ς.-ς--ς-ς------ς--- ὦ 


Αχήν" ὦ Χ Βχ" νυ" οὐ ΞΞ- ΑΒΧΤΡ' γὴτν ὠὐτο΄ 





139. ᾿Ιδιαιτέρα περίπτωσις. Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ ὑὕπολογί"- 
σωμεν τὴν παράστασιν (2α᾽ β᾽γ)". 
Κατὰ τὸν δοισμὸν τῶν δυνάμεων ϑὰ εἶναι 
(2 β᾽γ)" Ξξϑα βὙΧ 3α᾽ β᾽γ Χ δα’ β'γΞεϑα΄ β᾽γ". 
Γενικῶς ϑὰ εἶναι 





(χ“ νϑ ΟΥ̓ » --ἪἬ-Κ ΧΡ νυ» ΟἿΡ̓ 





Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν, ὅτι : 
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Διὰ νὰ ὑψώσωμεν ἕνα μονώνυμον εἷς τὴν μυοστὴν δύναμιν (ὅπου 
“ εἶναι ἀκέραιος καὶ ϑετικὸς) ὑψώνομεν κάϑε παράγοντα τοῦ μονωνύ- 
μου εἷς τὴν μ δύναμιν. 

᾿Ασκήσεις : 188, 1δδ, 1δ6, 158, 159, 161. 


140. Πῶς πολλαπλασιάξομεν πολυώνυμον ἐπὶ μονώνυμον 
"Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ πολλαπλασιάσωμεν τὸ πολυώνυμον 
δα"--8α᾽ β- αβ' ---2β' ἐπὶ τὸ μονώνυμον --4αβ 
δηλ. νὰ εὕρωμεν τὸ γινόμενον 
(ὅα"---8α᾽β--αβ’---2β0) Χ (---4αβ). 

᾿Επειδὴ ἕνα πολυώνυμον εἶναι ἕνα ἀλγεβοικὸν ἄϑροισμα, δυνά- 
μεϑα νὰ ἐφαρμόσωμεν τὸν κανόνα τοῦ πολλαπλασιασμοῦ ἀλγεπριλου 
ἀϑροίσματος ἐπὶ ἀριϑμὸν (8 66). Θὰ ἔχωμεν λοιπὸν 

(δα"---8α᾽β-αβ' --2β"ὴ) Χι (---4αβ)--Ξ ---20α.β--19αβ’ ---4α᾽β'-Ε8αβ'. 

Γενικῶς διὰ νὰ πολλαπλασιάσωμεν ἕνα πολυώνυμον ἐπὶ ἕνα μο- 
γώνυμον ἐφαρμόζομεν τὸν κάτωϑι χανόνα : 

Κανών: Διὰ νὰ πολλαπλασιάσωμεν ἕνα πολυώνυμον ἐπὶ ἕνα μονώ- 
γνυμον, πολλαπλασιάξζομεν κάϑε ὅρον τοῦ πολυωνύμου ἐπὶ τὸ μονώνυμον 
καὶ προσϑέτομεν ἔπειτα τὰ προκύπτοντα γινόμενα. 

Ὃ ἀνωτέρω κανὼν ἰσχύει καὶ διὰ τὸν. πολλαπλασιασμὸν μονωνύ- 
μον πὶ πολυώνυμον. 

Π.χ. (--3Ξ3αχ). (4χἜ---7χ"-2χ--1)ΞΞ:---Ἰ2αχ -Ἐ21αχϑ--δαχ’-3αχ. 

᾿Ασκήσεις : 168, 164, 168, 170, 172. 


141. Πῶς πολλαπλασιάξζομεν δύο ἀκέραια πολυώνυμα ; 
"Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν τὸ γινόμενον 
(α᾽ -- 8ϑ8αβ--2β᾽ Χ Ιθα---δβ). 
᾿Εὰν παρατηρήσωμεν, ὅτι τὸ γινόμενον τῶν δύο ἀνωτέρω πο" 
λυωνύμων εἶναι ἕνα γινόμενον ἑνὸς ἀλγεβρικοῦ ἀϑροίσματος ἐπὶ ἕνα 
ἄλλο ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα (δ 67), δυνάμεϑα νὰ ἐφαρμόσωμεν τὸν κά- 
τωϑι κανόνα: 

Κανών : Διὰ νὰ πολλαπλασιάσωμεν ἕνα πολυώνυμον ἐπὶ ἄλλο πο. 
λυώνυμον πολλαπλασιάξομεν διαδοχικῶς ὅλους τοὺς ὅρους τοῦ πρώτου 
πολυωνύμου ἐπὶ ἕκαστον ὅρον τοῦ δευτέρου πολυωνύμου καὶ προσϑέ- 
τομεν ἔπειτα τὰ προκύπτοντα γινόμενα κάμνομεν ἔπειτα τὴν ἀναγωγὴν 
τῶν ὁμοίων ὅρων, ἐὰν ὑπάρχουν τοιοῦτοι. 

Κατὰ τὸν ἀνωτέρω κανόνα θὰ εἶναι: 

(α"--3αβ- Ἐ2βη(δα--5β) --Ξ (α᾽--3αβ-2β5). 2α-(α"--3αβ-Ἐ2βὴ. (--58) 
ΞΞ 2α"--6α"β-  4αβ"--5."β- 15αβ᾽"---Ἰ0β᾽ 
Ξ- 2α"-11α᾽β-Ε19αβ"--ἸΌβ'. 
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"Ὁμοίως ἔχομεν . 
(2χ---3γ),5χ-Υ) ΞΞ (2σ---3}). 5χ. Ἠ(2χ--3}}.}0 
: Ξε 10χ---15χν-2χυ--3 
ΞΞ- 10χ"--13ΧΥ --βϑυ". 
᾿Ασκήσεις : 174. 176, 178, 180, 189. 


142. Σύντομος πολλαπλασιασμός. Τὰ γινόμενα τῆς μορφῆς 
{(χ-:)(χ:}β) δύνανται νὰ εὑρεϑοῦν ἀμέσως. 
Πράγματι᾽ ἂν ὑποϑέσωμεν, ὅτι αΞΞϑ, βεεὅ, ϑὰ ἔχωμεν τὰς πδρι- 
πτώσεις : 
᾿ (χ-8)γι.-5)ξεχ"-"δχ-5χ- 40: :χ"-13χ--40 
(«--8,“---5):χ"---ὃχ-- -5χ-[-40--χ’"--13χ- 40 
(χ-8)(“---5)---χ"-Ἐ8χ---5χ---40:-χ"- 3χ--40 
(«--8,.“-5)Ξ-χ"--ὃχ- 5χ---40--χ"--- 3χ--40, 


Καὶ εἷς τὰς τέσσαρας περιπτώσεις τὸ γινόμενον ἀποτελεῖται ἀπὸ 
τρία μέρη, τὰ ὁποῖα δυνάμεϑα νὰ εὕρωμεν ἀμέσως : 

Ὃ ἴος ὅρος εἶναι χ᾽ εἶναι τὸ τετράγωνον τοῦ πρώτου ὅρου τοῦ 
διωνύμου. 

“ὋὋ ὅ3ος ὅρος εἶναι τὸ γινόμενον τοῦ πρώτου ὅρου τοῦ διωνύμου ἐπὶ 
τὸ ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα τῶν δύο τελευταίων ὅρων. 

Ὃ ϑὸς ὅρος εἶναι τὸ γινόμενον τῶν τελευταίων ὅρων. 

Π.χ. (χ- 5).--3)Ξ- χ" -Ἴ 2χ---5 

(ν--ϑὴν --6)ΞΞ γ "--Ἰ5ν-Ἐ54. 
Γενικῶς ϑὰ εἶναι 





(χ- αὐ(«-β)Ξ- χ᾽ -(α« -β)κ-αβ 





"Ασκήσεϊς - 184, 186, 187. 


143. Γινόμενον δύο διατεταγμένων πολυωνύμων. Διὰ νὰ 
εὕρωμεν τὸ γινόμενον δύο πολνωνύμων εἶναι προτιμότερον νὰ διατάσ- 
φδωμεν τὰ δοϑέντα πολυώνυμα κατὰ τὰς κατιούσας δυνάμεις τοῦ αὑτοῦ 
γράμματος καὶ νὰ κατατάσσωμεν τὴν πρᾶξιν, ὅπως εἷς τὸν πολλαπλα- 
σιασμὸν πολυψηφίων ἀριϑμῶν τῆς ᾿Αριϑμητικῆς. 

᾿ Πιχ. Ἔστω, ὅτι θέλομεν νὰ εὕρωμεν τὸ γινόμενον 
(-.-4α"Ρ--β᾽-Ἐ2."-3αβὴ .(αβ--5β᾽ Ἐ3α}. 
Διατάσσομεν πρῶτον τὰ δοθέντα πολυώνυμα κατὰ τὰς κατιούσας δυ- 


᾿νάμεις τοῦ γράμματος α καὶ γράφομεν τὸ ἕνα πολυώνυμον κάτωθι τοῦ 
ἄλλου, ὅπως φαίνεται κατωτέρω : 
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ΠΙολλαπλασιαστέος : Π --2αῦ--- 4.5β-- 3αβ᾽ --- βι 
ΠΠολλαπλασιαστής : ΠΞΞβα"-Ἐ αβ -- 5β᾽ 

Τινόμενον τοῦ Π᾿ ἐπὶ 8.1 δα"--12α1Β-Ἐ 9.3β"-- 3.»88 

Τινόμενον τοῦ ΠῚ ἐπὶ αβ  2α:β--- 4α5β᾽ -Ὁ 3α᾽β'--ὀ αβ' 
Τινόμενον τοῦ Π ἐπὶ ---ὖβ' --Ἰ0α9β5-20α"βὉ---15αβ΄-Ἐ5β᾽ 
Τινόμενον θα θα! β-- δ ϑΒ"Ἔ 20αὐβ"--Ἰδαβε 5β᾽, 


Παρατήρησις. Διὰ νὰ εὕρωμεν τὸ γινόμενον δύο ἑλλιπῶν πο- 
λυωνύμων ἐργαζόμεϑα ὅπως ἀνωτέρω, ἀλλὰ πρέπει νὰ προσέχωμεν νὰ 
ἀφήνωμεν κενὰς ϑέσεις, διὰ νὰ δυνάμεϑα νὰ γράφωμεν τοὺς ὁμοίους 
ὅρους εἷς τὴν αὑτὴν στήλην. ; 

Π. χ. Ἔστω, ὅτι θέλομεν νὰ ὑπολογίσωμεν τὸ γινόμενον 

(α“---2α"β"--3αβ"--ἰΞΑ )2αὍ-α"β---β8). 
Διάταξις τῆς πράξεως 
Πολλαπλασιαστέος: [|Ξ α'--2α5β"-3αβ' --- β' 








Πολλαπλασιαστής : ΠΞΞ 25" -Ἑ α8 -- β' 

Γινόμενον τοῦ ΠῚ ἐπὶ ϑ8αΞ 2α] -4αὐβ᾽ -δα!β"--2.5β. 

Γινόμενον τοῦ Π ἐπὶ α3β Ἕ αβ --2α1β:-Ε3.5β--- αν" 

Γινόμενον τοῦ Π ἐπὶ -- βὲ ΝΣ α!Β' -Ἐ2α:β--3αβ'-Ἐβ᾽ 
Γινόμενον 2α' -Ἐ α'Β--4α6β".-3α.β5.- αἴβι. αβ'--3αβ-Ἐβ". 


"Ασκήσεις : 188, 190. 194, 196, 199, 20]. 


144. Πῶς πολλαπλασιάζξομεν πολλὰ πολυώνυμα; Διὰ νὰ 
πολλδαπλασιάσωμεν πολλὰ πολυύίνυ μα πολλαπλα- 
σιάζομεν τὰ δύο πρῶτα πολυώνυμα, ἔπειτα τὸ εὑρεϑὲν γινόμενον πολ 
λαπλασιάξομεν ἐπὶ τὸ τρίτον πολυώνυμον... καὶ οὕτω καϑεξῆς μέχρις 
ὅτου λάβωμεν ὅλα τὰ δοϑέντα πολυώνυμα 

Παράδειγμα. Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ γινόμενον 

(χ--οὐί(Σ --β)(χ---Ὑ). 
Πολλαπλασιάζομεν πρῶτον τὸ χ--αοὠὶ ἐπὶ χ--β καὶ ἔχομεν (8 142) 
(χ--αὐίχ---β)εεχ"--(α-Ἐβ)χ- αβ. 

Πολλαπλασιάζομεν τώρα τὸ χϑ'--(α Ἐβ)χ-αβ ἐπὶ χ--Υ καὶ ἔχομεν 

χο--ἰἀ -Ἐβ)χ -Ἐὰβ 


Χτν 
Χ'--(ἀ Ἐβ)χ" -Ἐ αβχα ξΞ 


-- γχ᾽ -Ἐ(α-Ἐβ)γχ--αβγ 


“Ὥστε θὰ εἶναι ΧΡ (α Ἐβ Υ)χ" αβ- (α Ἐβ)} ]κ- -αβγ. 


(τ--αὐία --β)(α --γ)ξε π" --ἰ(α-β- γ)κ’ -Ε(αβ-βγ-Ἐγα)κ--αβγ 








145. Θεώρημα Ι. Τὸ γινόμενον δύο πολυωνύμων περιέχει 
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τοὐλάχιστον δύο ὅρους, οἱ ὁσιοῖοι δὲν δύνανται νὰ ἀναχϑοῦν. 
᾿Απόδειξις : “Ὅταν πολλαπλάσιάζωμεν δύο πολυώνυμα, διατεταγμένα 
κατὰ τὰς κατιούσας δυνάμεις τοῦ αὐτοῦ γράμματος, εὑρίσκομεν ὅρους, 
ἐκ τῶν ὁποίων ὃ ἕνας ἔχει τὴν μεγαλυτέραν δύναμιν (μεγιστοβάϑμιος 
ὅρος), καὶ ὃ ἄλλος ἔχει τὴν μικροτέραν δύναμιν (ἐλαχιστοβάϑμιος ὅρος). 
Ὃ μεγιστοβάϑμιος ὅρος προχύπτει ἀπὸ τὸν πολλαπλασιασμὸν τῶν 
πρώτων ὅρων τοῦ πολλαπλασιαστέου καὶ τοῦ πολλαπλασιαστοῦ καὶ ὃ 
ἐλαχιστοβάϑμιος προκύπτει ἀπὸ τὸν πολλαπλασιασμὸν τῶν τελευταίων 
ὅρων τῶν δύο πολνωνύμων. Οἱ δύο αὐτοὶ ὅροι δὲν δύνανται νὰ ἄνα- 
χϑοῦν ποτέ᾽ ἑπομένως τὸ πολυώνυμον ἔχει δύο τοὐλάχιστον ὅρους. 
Τοῦτο φαίνεται εἰς τὸ κάτωθι γινόμενον : 





Πολλαπλασιαστέος : χ-Ἐαχ᾽-οαὖχ -αϑ 
Πολλαπλασιαστής : Χ--α 
χ'-Ἐαχϑ-Γαὐχ'-Ἐαδχ 


--αχ'---αὐχ᾽ ---αὐχ-τ-αὐ 
Γινόμενον χ'-- --αὐ 
146. Πόρισμα. Ὁ βαϑμὸς τοῦ γινομένου δύο ἀκεραίων πο- 
λυωνύμων εἶναι ἴσος μὲ τὸ ἄϑροισμα τῶν βαϑμῶν τῶν πολυω- 
γύμων αὐτῶν. 


147. Θεώρημα 11. Τὸ γινόμενον δύο ὁμογενῶν πολυωνύμων 
εἶναι ἕνα ὁμογενὲς πολυώνυμον, τοῦ ὁποίου ὃ βαϑμὸς εἶναι ἴσος 
μὲ τὸ ἄϑροισμα τῶν βαϑμῶν τῶν δύο ποολυωνύμων. 

᾿Απόδειξις : "Ἐπειδὴ τὰ πολυώνυμα αὐτὰ εἶναι ὁμογενῆ, ὅλοι οἵ 
ὅροι ἑκάστου εἶναι τοῦ αὐτοῦ βαϑμοῦ καὶ ἑπομένως τὸ γινόμενόν των 
δὰ εἶναι προφανῶς ἕνα πολυώνυμον, τοῦ ὁποίου ὅλοι οἵ ὅροι ϑὰ εἶναι 
τοῦ αὐτοῦ βαϑμοῦ, δηλ. ϑὰ εἶναι ὁμογενές, καὶ κάϑε ὅρος τοῦ γινο- 
μένου ϑὰ ἔχῃ βαϑμὸν ἴσον μὲ τὸ ἄϑροισμα τῶν βαϑμῶν ἑνὸς ὅρου τοῦ 
πολλαπλασιαστέου καὶ ἑνὸς ὅρου τοῦ. πολλαπλασιαστοῦ. 

Π.χ. εἷς τὸ παράδειγμα τῆς 8 148 ὅλοι οἵ ὅροι τοῦ πολλαπλα- 
σιαστέου εἶναι τοῦ τρίτου βαϑμοῦ, ὅλοι οἷ ὅροι τοῦ πολλαπλασιαστοῦ 
εἶναι τοῦ δευτέρον βαϑμοῦ καὶ ὅλοι οἵ ὅροι τοῦ γινομένου εἶναι ἄναγ» 
καστικῶς τοῦ πέμπτου βαϑμοῦ. 

Σημ. Ὅταν πολλαπλασιάξωμεν ὁμογενῆ πολυώνυμα, τὸ γινόμενόν τῶν 
πρέπει νὰ εἶναι ὁμογενὲς πολυώνυμον καὶ βαϑμοῦ ἴσου πρὸς τὸ ἄϑροισμα τῶν 
βαϑμῶν τῶν δύο πολυωνύμων. ᾿Εὰν λοιπόν, κατὰ τὴν ἐκτέλεσιν τῶν πράξεων, 
εὕρωμεν, ὅτι τὸ γινόμενον τῶν δύο ὁμογενῶν πολυωνύμων δὲν εἶναι ὁμογενὲς 
πολυώνυμον, τὸ εὑρεϑὲν γινόμενον εἶναι ἐσφαλμένον καὶ πρέπει νὸ ἐκτελέσω- 
μὲν χαὶ πάλιν τὸν πολλαπλασιασμόν. 


᾿Ασκήσεις : 208, 805, 506. 
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148. Ταυτότης. Ταυτότη ς λέγεται ἣ ἰσότης δύο ἰσοδυνάμων 
ἀλγεβροικῶν παραστάσεων. | 

Π.χ. Ἡ ἰσότης αἰβ- γ)γεξαβ- αγ εἶναι μία ταυτότης, διότι αἱ παρα- 
στάσεις αἰβ--Υὐ καὶ αβ-Γαγ εἶναι ἰσοδύναμοι, ὅπως ἐδείχθη εἰς τὴν 8 118. 

Συνήϑως διὰ νὰ δείξωμεν, ὅτι μία ἰσότης εἶναι μία ταυτότης, 
ἀντικαϑιστῶμεν τὸ σημεῖον τῆς ἰσότητος ΞΞΞ μὲ τὸ σημεῖον ΞΞ- 

ΠΧ. γράφομεν αἰ(β- γ᾽) ΞΞαβίξαγ, αἜβΞΞΡΤα. 

Αἱ κατωτέρω ταυτότητες εἶναι ἀξιοσημείωτοι, διότι 
χρησιμοποιοῦνται κατὰ τὸν μετασχηματισμὸν τῶν ἀλγεβρικῶν παρα" 
στάσεων καὶ διὰ τοῦτο εἶναι ἄνάγκη νὰ τὰς ἐνθυμούμεϑα ἀπὸ μνήμης. 

149. Τετράγωνον ἀϑροίσματος ἢ διαφορᾶς δύο ἀριϑμῶν. 
Ἔστωσαν α καὶ β δύο τυχόντες ἀριϑμοὶ ἢ δύο μονώνυμα. Τὸ τετρά- 
γωνον τοῦ ἀϑροίσματος τῶν α καὶ β εἶναι (α-β)" ἢ (α--β)(α-Ἐ β). 
Τὸ δὲ τετράγωνον τῆς διαφορᾶς τῶν εἶναι (α---β)" ἢ (α--β)(α---β). 
᾽Αν ἐχτελέσωμεν τοὺς πολλαπλασιασμοὺς ϑὰ ἔχωμεν : 

(α-Ἐβ)᾽ Ξε(α -β)(α- β)τα’ -Ἐαβ- αβ- β΄ Ξξα 2αβ-Ἐβ᾽ 
(α--β)"Ξε(α---β)(α---β)ετα" ---αβ---αβ-  β᾽ Ξεα'--2αβ-Ἐβ᾽. 

Τὰ ἐξαγόμενα τῶν δύο αὐτῶν πολλαπλασιασμῶν παρίστανται 

συνήϑως ὡς ἑξῆς : 


(αὙ β»'πτα Ἐβ Ἔαβ.ς (α--β)᾽ τα" -β'--3αβ 














καὶ ἐκφράζουν, ὅτι : 

1. Τὸ τετράγωνον τοῦ ἀϑροίσματος δύο ἀρι 
ϑμῶν εἶναι ἴσον μὲ τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν δύο ἀριϑμῶν 
ηὐξημένον κατὰ τὸ διπλάσιον γινόμενον τῶν δύο αὐτῶν ἀριϑμῶν. 

1. Τὸ τετράγωνον τῆς διαφορᾶς δύο ἀρι 
ϑμῶν εἶναι ἴσον μὲ τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν δύο ἀριϑμῶν, 
ἠλαττωμένον κατὰ τὸ διπλάσιον γινόμενον τῶν δύο αὐτῶν ἀριϑμῶν. 

Κατὰ τὰ ἀνωτέρω θὰ εἶναι: . 


Ί. (ϑαχ -5β0}" ΞΞ (Ξακ)" -(5β0}» Ἐ2 : 3αχ - 580 
Ξε θαῖχ᾽ -25β᾽ν"-30αβχυ 
2. (δχν"---7ω")» Ξ (σχυ""-(7ω)»--2. 5χγ". 7ω" 


Ξ-: 2ΖοΧῪ “-ἰ- 49ω"---ΤΟχγλὼ 
3. ((6"Ἐ ξ. χ)᾿ -- (αβ)»} (-- χ᾽ Ἐ2.4αβ’. ὃι 


Ξ- 16α᾽β.-Ἐ Ξ χ᾽ δ: αβχ. 
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Ὁμοίως εἶναι 
81Ξ-(80-[1)»-Ξ80"-1-:2. 80. 1ΞΞ6400 ΤΙ -ΕἸΘΟΞΕΞΘ561 
593---(60---)5ΞΞ60"-}1---2. 60 - 1Ξ53600-Ε1 ---120ΞΞ3481. 
᾿Ασκήσεις : 908, 210, 212, 314, 211, 230, 924, 225. 


1560. Γινόμενον ἀϑοοίσματος δύο μονωνύμων ἐπὶ τὴν δια- 
φοράν των. Ἔστωσαν α καὶ β δύο τυχόντες ἀριϑμοὶ ἢ δύο τυχόντα 
μονώνυμα. Τὸ γινόμενον τοῦ ἀϑροίσματός των α-Ἐβ ἐπὶ τὴν διαφο- 
ράν των α--β εἶναι : (α-Ἐβ)(α---β). 

"᾿Εὰν ἐκτελέσωμεν τὰς πράξεις, ϑὰ ἔχωμεν 

(α-β)(α--- β)πξα"Ἐαβ--αβ-οβ᾽ξξαλ--β", 


(α-[- β)ία--- β) Ξα’---β' 


θὰ εἶναι λοιπὸν 








Ἢ τανυτότης αὑτὴ ἐκφράζει, ὅτι : 

Τὸ γινόμενοντοῦ ἀϑροίσματος δύο ἀριϑμῶν ἢ δύο 
μονωνύμων ἐπὶ τὴν διαφοράν τῶν εἶναι ἴσον μὲ τὴν 
διαφορὰν τῶν τετραγώτων τῶν δύο αὐτῶν ἀριϑμῶν ἢ μονωνύμων. 

Πιχ. 1. (2αβ(3γδιαβ---3ψγδ)-Ξ(2αβ)"- -(3 γδ)"»--4α"β"---9γ"δ᾽ 

2. (5ν-- τ αβ") (5: ὙῈ τ- αβ')-εϑχ’ν"-- Ἑ α᾽Β 
3, Έ βΈ3γνα- β--3γγξί(α -Ἐβ)-Ἐ3υ]α-β)--30] 

Ξξία -Ἐβ)"--ΟΑγ) 

Ξξα" -Ἐβ᾽ -2αβ--9γ". 

᾿Ασκήσεις :- 280, 282, 385. 289, 241, 945. 

151. Τετράγωνον νὸς πολυωνύμου. Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ 
εὕρωμεν τὸ τετράγωνόν τοῦ πολνωνύμου ἀ-Ἐβ-ἘὝ, ὅπου α, β, γ εἶναι 
τυχόντες ἀριϑμοὶ ἢ μονώνυμα᾽ δηλ. ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν μὲ 
τί ἰσοῦται τὸ (α-[ β-[-γ}". 

᾿Επειδὴ (α-β-Ἐγ)} ΞΞ(α-β-Υὐλία-Εβ-Ὑ) ϑὰ ἔχωμεν 

(α-β- γ)᾽ Ξεία-β- λα -Ἐβ- γ)ξξ 

Ξε(α' -Ἐαβ ἐ αγ)-(αβ-Ἐβ᾿ -ἘβΥ)-Ἐ(αγ-Εβγ-Ἐγἦ 
πα" Ἐαβ- αγ-αβ-β᾽ ἘβΥτοαγ ΒΥ ΤΥ’ 
Ξεα -Ἐβ" Ἐγ’ -Ἐ2αβ- Ζαγ-Ξβγ. 


“Ὥστε εἶναι 
(α β΄ Ἐγ) Ξξα" "Ἐβ᾿ γ᾿ Ἐ3αβ- ϑαγ βγη 


“Ὁμοίως εὗὑρίσκομεν, ὅτι 


(Ἐθ ἘΥ δ)" τα" -Ἐβ"Έγ"Ε δ᾽ ἘΘαβ-ΈΒαγ 3αδ: 2βγ 3βδ [8γδ. 
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κχ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν ὅτι : 
Τὸ τετράγωνον ἑνὸς πολυωνύμου εἶναι ἶσον : ον. μὲ τὸ ἄϑροισμα 
τῶν τετραγώνων τῶν ὅρων του καὶ ον. μὲ τὸ ἄϑροισμα τῶν διπλασίων 


γινομένων τῶν ὅρων του (ἀτὰ δύο λαμβανομένων). 
Σημ Τὸ τετράγωνον ἑνὸς πολυωνύμου παρίσταται συμβολικῶς ὡς ἑξῆς : 


(δ } τ Σ ΤΟ ΣοΡ 


ὅπου (Σο)} παριστάνει τὸ τειράγωνον τοῦ πολυωνύμον (α-β-Έ Υ- -...), τὸ 
Σα" παριστάνει τὸ ἄϑυοισμα τῶν τετραγώνων τῶν ὅρων τοι", δηλ. τὸ 
α"--Ἐβ᾽-Ἐγ"-Ἐ ..... καὶ τὸ ὥΣαβ παριστάνει τὸ διπλάσιον τοῦ ἀϑροίσματος τῶν 
ὅρων, οἱ ὁποῖοι σχηματίζονται, ὅπως ὁ αβ. 

Κατὰ τὰ ἀνωτέρω θὰ εἶναι : 

(5.χ"---4χ- 5)" --(5κ)»-Ε{-4χ)"-Ἐ5:-2.. 3χ'. [--4χ). 2. 3χ᾽.5:-2. (-.-4χ).- 5 
Ξε 9χ.-16χ"-[25---24χ5- 30 χ"---40Χ 
Ξεῦχ"--24χ5-} 46χ-- 4Δ0χ--25. 

Τὸ κάτωϑι ϑεώρημα ἀποδεικνύει τὸν ἀνωτέρω κανόνα τοῦ τετρα- 
γώνου ἑνὸς πολυωνύμου. 


Κ159͵ Θεώρημα. Τὸ τετράγωνον ἑνὸς πολυωνύμου εἶναι ἴσον 
μὲ τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων ὅλων τῶν ὅρων του, ηὐξημένον 
κατὰ τὸ ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα τῶν διπλασίων γινομένων ὅλων 
τῶν ὅρων του ἀνὰ δύο λαμβανομένων, καϑ' ὅλους τοὺς δυνατοὺς 
τρόπους. 

᾽Εὰν τὸ πολυώνυμον ἔχῃ δύο ὅρους, δηλ. ἐὰν εἶναι τῆς μορφῆς 
α-ἜἘβ, τὸ τετράγωνόν του ϑὰ εἶναι (8. 149) 

(α-β)᾽Ξξα᾽ -Ἐβ᾽ -Ἐδαβ. 

"Ἐὰν τὸ πολυώνυμον ἔχῃ τρεῖς ὅρους, δηλ. ἐὰν εἶναι τῆς μορφῆς 

αἜβ-ΕΎ, τὸ τετράγωνόν του, ὡς εἴδομεν ἤδη, ϑὰ εἶναι 
(α-Ἐβ-γ) Ξξα’ β' -Ἐγ Έ3αβ--2αγ-  2βγ. 

Παρατηροῦμεν, ὅτι τὸ ϑεώρημα εἶναι ἀληϑές, ὅταν τὸ πολνυώνυ- 
μον ἔχῃ δύο ὅρους ἢ καὶ τρεῖς ὅρους. 

Θὰ δείξωμεν, ὅτι τὸ ϑεώρημα αὑτὸ εἶναι ἀληϑὲς καὶ ὅταν τὸ 
πολυώνυμον ἔχῃ ν ὅρους. Πρὸς τοῦτο ϑὰ χρησιμοποιήσωμεν τὴν 
μέϑοδον τῆς ἐπαγωγῆς ἢ 








κα Κατὰ τὴν μέϑοδον τῆς ἐπαγωγῆς ὑποϑέτομεν, ὅτι τὸ ϑεώρημα αὐτὸ 
εἶναι ἀληϑὲς δι’ ἕνα ἄθροισμα (ν---1) ὅρων καὶ ἀποδεικνύομεν, ὅτι τὸ ϑεώ- 
οημαὰ εἶναι ἀκόμη ἀληϑὲ: δι᾽ ἕνα ἄϑροισμα ν ὅρων. Τότε, ἐὰν τὸ ϑεώρημα 
εἶναι ἀληϑὲς διὰ δύο ὄρους, ϑὰ εἶναι ἀληϑὲς καὶ διὰ τρεῖς ὅρους" ἐὰν εἶναι 
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"Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ ὑπολογίσωμεν τὸ τετράγωνον τοῦ πολυὼ- 
νύμου Πειξα-Ἐβ- γ-  -.ος ἘΚΈΔΧΕΜ 
τὸ ὁποῖον ἔχει ν ὅρους. 

“Ὑποϑέτομεν, ὅτι τὸ ϑεώρημα εἶναι ἀληϑὲς διὰ τὸ τετράγωνον 
ἑνὸς πολυωνύμου, τὸ ὁποῖον ἔχει (ν -- 1) ὅρους. 

᾽Εὰν παραστήσωμεν μὲ Εὶ τὸ πολυώνυμον, τὸ ὅποῖον ἔχει τοὺς 
(ν---1) ὅρους τοῦ πολυωνύμου Π,, δηλ. ἐὰν ϑέσωμεν 


Ἐξξα-β- γΈ..... -ἘχπῈλ 
ϑὰ ἔχωμεν ᾿ 
ΕἠΞξα" -Ἐβ' -Ἐγ τιν. τε κ᾿ -Ἐλ᾽-Ἐδαβ- 9αγ-... -3αλ-Ἐ2βγ-Ἑ.., 
-Ε2βλ- ῶγδ.... τ 2γλ- ... -  2κλ. 
᾿Επειδὴ Π-ΞΕΞΕμ ϑὰ εἶναι Ξ-Ξ (Ε-Ἐμ)" 
Π’ΞΞΕ-Ἐμ" ἘἜΦΕμ. 
Ἢ τελευταία ταυτότης δεικνύει, ὅτι τὸ Π᾿ ἀποτελεῖται : πρῶτον 
᾿ ἀπὸ τὸ Ε", δηλ. ἀπὸ τὸ ἄϑροισμα τῶν τετραγώνων τῶν ν---Ἰ ὅρων, 
, ηὐξημένον κατὰ τὰ διπλάσια γινόμενα αὐτῶν ἀνὰ δύο λαμβανομένων" 
δεύτερον ἀπὸ τὸ μ᾽, δηλ. ἀπὸ τὸ τετράγωνον τοῦ νιοστοῦ ὅρον καὶ 
τρίτον ἀπὸ τὸ ΞΕμ, δηλ. ἀπὸ τὰ διπλάσια γινόμενα τῶν (ν--- 1) πρώ- 
τῶν ὅρων ἐπὶ τὸν νιοστὸν ὅρον μ᾽ ὥσιε ϑὰ εἶναι 


Π’Ξξα" -Ἐβ᾽ γ᾽ ἘΠ. ..τχλ λ-Ἐμ᾽ 3αβ- 3αγτ- ... -Ζαμ- 
-Ε2βγ- .... τ βμ--2γδ-. .ος τ λμ. 

᾿Επειδὴ τὸ ϑεώρημα ἀληϑεύει διὰ δύο ὅρους, ϑὰ ἀληϑεύῃ καὶ 
διὰ τρεῖς ὅρους" ἐπίσης ἐπειδὴ ἀληϑεύει διὰ τρεῖς ὅρους, ϑὰ ἀληϑεύῃ 
καὶ διὰ τέσσαρας ὅρους... -. καὶ οὕτω καϑεξῆς᾽ ἑπομένως τὸ ϑεώρημα 
ἁἀλχηϑεύει γενικῶς. ' 

᾿Ασκήσεις : 8962, 9δδ, 26]. 

158. Κύβος ἑνὸς διωνύμου. ᾿Εστωσαν α καὶ β δύο τυχόντες 
ἀριϑμοὶ ἢ δύο μονώνυμα᾽ ὃ κύβος τοῦ ἀϑροίσματός 
τῶ ν εἶναι (α--ββ' ἢ (αἘβ)" (α-Γβ) ἢ (α᾽-β᾽-2αβ)(α-Ἐβ), 
ὃ δὲ κύβος τῆς διαφορᾶς τῶν εἶναι 

(α--β) ἢ (α--)"α--β) ἢ (α"Γβ᾽---2αβ)ία--β). 


Αν ἐκτελέσωμεν τὰς πράξεις, ϑὰ ἔχωμεν : 


«5 


ἀληϑὲς διὰ τρεῖς ὄρους, ϑὰ εἶναι ἀληϑὲς καὶ διὰ τέσσαρας ὅρους καὶ οὕτω 
καϑεξῆς: ἑπομένως τὸ ϑεώρημα ἀληϑεύει ὁσοιδήποτε καὶ ἐὰν εἶναι οἱ ὅροι τοῦ 
ἀϑροισματος. 


Ἷ 
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( Ἠβ) "εξ -Ἐβ)"α-Ἐβ)εξία᾽ -᾿3αβ- β᾽(α-Εβ) 
Ξοα" 9 β-αβ" Ἐ α᾽β- 3αβ᾽ ΠΡ᾽ 
τα" Ἐϑωβ-Έδαβ"Ἐβ' 

(α--β)"Ξε(α --β)"(α---β)εξία᾽ --2αβ- β᾽)(α---β) 
ταῦ --2α β-[-αβ' --α᾽β- [2αβ᾽--β' 
---ε"---8.᾽β-8αβ᾽ --β". ἢ 


“Ὥστε εἶναι : 


(α-Ἐβ)"--α'-Ε8α᾽β- [ϑαβ’ Ἐβ' 

















(α---β)"Ξ-α΄ --8α᾽β- 3ῳβ’--β' | () 





καὶ ἐκφράζουν, ὅτι : . 

1. Ὁ κύβος τοῦ ἀϑροοίσματος δύο ἀροριϑμῶν 
εἶναι ἴσος μὲ τὸν κύβον τοῦ πρώτου ἀριϑμοῦ καὶ μὲ τὸ τριπλάσιον γινό- 
μενον τοῦ τετραγώνου τοῦ πρώτου ἀριϑμοῦ ἐπὶ τὸν δεύτερον καὶ μὲ τὸ 
τριπλάσιον γινόμενον τοῦ ποώτου ἐπὶ τὸ τετράγωνον τοῦ δευτέρου καὶ 
μὲ τὸν κύβον τοῦ δευτέρου ἀριϑμοῦ. ᾿ 

1. Ὃ κύβος τῆς διαφορᾶς δύο ἀριϑμῶν εἶναι 
ἴσος μὲ τὸν κύβον τοῦ πρώτου ἀριϑμοῦ. πλὴν τὸ τριπλάσιον γινόμενον 
τοῦ τετραγώνου τοῦ πρώτου ἀριϑμοῦ ἐπὶ τὸν δεύτερον, καὶ μὲ τὸ τρι- 
πλάσιον γινόμενον τοῦ πρώτου ἐπὶ τὸ τετράγωνον τοῦ δευτέρου, πλὴν 
τὸν κύβον τοῦ δευτέρου. ᾿ 

Κατὰ τὰ ἀνωτέρω θὰ εἶναι : 

1 (χ-Ἐ5)"3ξχι-3χ". 5..3χ. 5.- 5 Ξεχῦ-Ἱ 5χ3--75Χ- 125 

2. (χ- Ἰβεεχθ-3χ᾽. 113Χ.1"-λξεσχῆ-- 3χ"-1-3χ--ἹἾὉ 

3. (2. 5β,Ξεί2α}-Ἐ 3. (2α)" -58-.3.2α. (6β)“Ἐ 68}" 

τς 8αϑ -Εδοαβ -Ἐ150αβῖ: -Ἐ125β' 
4, -(βμχ᾽--ἀνγ""ξεί3μκχκ")-3 -(ϑμχῆ- ἀνγ"-3. 3μΧῦ. (ἀνν")"--ἰ(ἄνν")" 
Ξ-27μ5χ6---Οδμῖνχ γ᾽ -Ἐ14ἀμνχλν"--δήν'γ". ᾿ 


Οἱ ἀνωτέοω τύποι (1) καὶ (2) γράφονται καὶ ὡς ἕξῆς : 





(« Ἐβ)"--α' Ἐβ".{8αβία Ἐβ) 











(α--β)' Ξεα’ --β'--ϑαβία--β) ] 


᾿Ασκήσεις - 247, 3949, 350. 








"Αξιοσημείωτοι ταυτότητες 9ὅ 


Ἀ1δ4͵, Κύβος ἑνὸς πολυωνύμου. Θεώρημα. Ὁ κύβος ἑνὸς 
σπολυωνύμου εἶναι ἴσος μὲ τὸ ἄϑροισμα τῶν κύβων ὅλων τῶν 
ὅρων του, ηὐξημένον κατὰ τὰ τρισλάσια γινόμενα τοῦ τετραγώνου 
ἑκάστου ὅρου ἐστὶ ἕκαστον τῶν ἄλλων ὅρων, καϑ' ὅλους τοὺς δυ- 
νατοὺς τρόπους καὶ ηὐξημένον ἀκόμη κατὰ τὰ ἔξασιλάσια γινό 
μενα τῶν ὅρων του, λαμβανομένων ἀνὰ τρεῖς καϑ'᾽ ὅλους τοὺς 
δυνατοὺς τρόπους. 

"Ἔστω τὸ πολυώνυμον ἀ-Κβ-ἘΎ, τὸ ὁποῖον ἔχει τρεῖς ὅρους, 
κύβος του ϑὰ εἶναι : 

(α-Ἐβ- Υ) ΞΞ [(α-β)-ἘὙ}" 
ΞΞ (« -Εβ)" Ἐ δ(α-Ἐβ)}"ν-1 8(α-Ἐ β)γ" ἘΥ" 
τς αὐ 8α᾽β- 8αβ᾽ -Ἐβ'- 8(α΄ -Ἐ3αβ-  βἢγ-Ὁ δία-Εβ)γ" ἘΠ Ύ" 
Ξε α"-[8α᾽Β-8αβ' -Ἐβ'-Ε8α Ὑ-Θαβγ- 8β᾽ Ὁ 
- ϑγ᾽α- ϑγβ- Εν". 
πο ἀκ βη γη 8α ΒΊδα Ὑ  8β'α ἜΒβ'Ὑ Γ8γ᾽α ϑγ'βΈθαβγ. 

Παρατηροῦμεν, ὅτι τὸ ϑεώρημα ἀλη ϑένες, ὅταν τὸ πολυώνυμον 
ἔχῃ τρεῖς ὅρους. 

Θὰ δείξωμεν ἀκόμη, ὅτι ἐὰν τὸ ϑεώρημα ἀληϑεύῃ διὰ τὸν κύβον 
ἑνὸς πολυωνύμου μὲ (ν--- 1) ὅρους, ϑὰ ἀληϑεύῃ καὶ διὰ τὸν κύβον ἑνὸς 
πολυωνύμου μὲ ν ὅρους. 

Πράγματι᾽ ἔστω, ὅτι, ϑέλομεν νὰ ὑπολογίσωμεν τὸν κύβον τοῦ 
πολυωνύμου Πεξα-ἐβ-Έγ.... -Ἐχ- λτὲμ 
τὸ ὁποῖον ἔχει ν ὅρους. 

"Εὰν παραστήσωμεν μὲ Ε' τὸ πολυώνυμον, τὸ ὅποῖον ἔχει τοὺς 
ν---] ὅρους τοῦ πολυωνύμον Π, δηλ. ἐὰν ϑέσωμεν 


ἘπΞαἜβῬΥΤΟυἘΚΕλ 


ϑὰ ἔχωμεν Ἐ»πεία- βιγ ... «τ Κλ)". 
᾿Επειδὴ ΠΞΞΕΞ-Εμ ϑὰ εἶναι 
᾿ Π'ΞΞ(Ε Ω" ἢ Π'ΞΞΕΛἘμ' ΒΕ  ΘΕμ' 8) 


Ἢ ταυτότης (1) δεικνύει, ὅτι τὸ Π' ἀποτελεῖται ἀπὸ τὸ Ε' “μ᾽, 
τὸ ὁποῖον περιέχει τὸ ἄϑροισμα τῶν κύβων τῶν ν ὅρων τοῦ πολυωνύ- 
μου καὶ ὅλα τὰ τριπλάσια γινόμενα τῆς μορφῆς 8α᾽β καὶ τὰ ὁποῖα δὲν 
περιέχουν τὸν μ, καὶ ἀκόμη τὸ ἄϑροισμα τῶν ἑξαπλασίων γινομένων 
τῶν ὅρων τοῦ πολυωνύμου Ε' ἀνὰ τρεῖς λαμβανομένων. 

᾿Επὶ πλέον ὅλα τὰ τριπλάσια γινόμενα τοῦ μ περιέχονται εἷς τὸ 
8ΕΡμ καὶ ὅλα τὰ τριπλάσια γινόμενα τοῦ μ᾽ περιέχονται εἷς τὸ ϑμ᾽ Ε. 
"ἘΞ ἄλλου οἵ ὅροι τοῦ 8) μ εἶναι τοιοῦτοι, ὅπως οἵ ᾿ 


ΕΝ 8(2αβ- ϑαγς ἐὸν τ 9 κλ).. μξξθαβμ- θαγμ-Έ...τόκλμ, 
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δηλ. περιέχουν τὸ ἄϑροισμα τῶν ἑξαπλασίων γινομένων δύο τυχόντων 
ὅρων τοῦ Ε' ἐπὶ μ. 

“Ὥστε τὸ ϑεώρημα ἀληϑεύει διὰ τὸ πολυώνυμον 11. 

᾿Επειδὴ τὸ ϑεώρημα ἀληϑεύει διὰ τρεῖς ὅρους, ϑὰ ἀληϑεύῃ καὶ 
διὰ τέσσαρας ὅρους ...--» καὶ ἑπομένως εἶναι γενικόν. 

Σημ. Ὃ κύβος ἑνὸς πολυωνύμου παρίσταται συμβολικῶς ὡς ἑξῆς : 

(Σαϑ:-"σοϑ- 8 Σα"β- ΘΞαβγ 

ὅπου τὸ (5α)" παριστάνει τὸν κύβον τοῦ πολυωνύμου («Ἐβγτ'.....)» τὸ 
Σα" παριστάνει τὸ ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα τῶν χύβων τῶν ὅρων τοῦ πολυωνύ- 
μου, δηλ, τὸ αδ΄βηογτ .....,. τὸ ΒΞαῦ β παριστάνει τὸ τριπλάσιον τοῦ 
ἀϑροίσματος τῶν ὅρων, οἱ ὁποῖοι σχηματίζονται, ὅπως ὁ α"β, δηλ. τῶν ὅμον 
αξβ. αὖγ,..... Τὸ ΘΣαβῪ παριστάνει τὸ ἐξαπλάσιον ἄϑροισμα τοῦ γινομένου 
τῶν ὅρων ἀνὰ τρεῖς λαμβανομένων. 


᾿Ασκήσεις : 956δ, 966. 


155. Διῴνυμον τοῦ Νεύτωνος. Τὸ ἀνάπτυγμα τοῖ (Χ- α)" 
δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου τοῦ διωνύμου τοῦ Νεύτωνος, 
περὶ τοῦ ὁποίου ϑὰ γίνῃ λόγος εἷς ἰδιαίτερον κεφάλαιον. 

Δυνάμεϑα πρακτικῶς νὰ εὕρωμεν τὸ ἀνάπτυγμα τοῦ (χ- α)β", ἐὰν 
ἐφαρμόσωμεν τὸν κάτωϑι κανόνα : 

ἙΚανών: Τὸ ἀνάπτυγμα τοῦ (χ-[-α)" εἶναι ἕνα ὁμογενὲς πολυώ" 
γυμον πρὸς τὰ γράμματα Χ καὶ α, βαϑμοῦ μ καὶ περιέχει μ-ἰ-1 ὅρους. 
Οἱ ἐχϑέται τοῦ χ βαίνουν ἐλαττούμενοι κατὰ μονάδα ἀπὸ ὅρου εἷς 
ὅρον, τοῦ δὲ α αὐξανόμενοι κατὰ μονάδα. 

Ὃ πρῶτος ὅρος τοῦ ἀναπτύγματος εἶναι πάντοτε ΧΡ καὶ ὃ τελευ- 
ταῖος αἰ. 

Διὰ νὰ μεταβῶμεν ἀπὸ ἕνα ὅρον τοῦ ἀναπτύγματος εἷς τὸν ἕπό" 
μενον, πολλαπλασιάζομεν τὸν συντελεστὴν τοῦ ὅρου αὐτοῦ ἐπὶ τὸν ἔκ- 
ϑέτην τοῦ κχ, ποὺ ἔχει ὁ ὅρος αὑτὸς καὶ τὸ γινόμενον αὐτὸ διαιροῦμεν 
διὰ τοῦ ἐκϑέτου τοῦ α ηὐξημένου κατὰ 1᾿ παραπλεύρως δὲ τοῦ πηλί- 
κου αὐτοῦ γράφομεν τὸν α μὲ ἐκϑέτην κατὰ μονάδα μεγαλύτερον καὶ 
τὸν χ μὲ ἐκϑέτην κατὰ μονάδα μικρότερον. 

Π.χ. (χτο)εχ "4αχη- δα’ χ’Ἔ 4αἷκ -[α' 

(.- γέ  πϑ-δακχ΄- θα" κη- ἸΟαῦχ"-- Βποαέχ -αῦ 
(« τα)όξεχο-δαχύ--15α᾽χ΄-Ἐ20αδχ' 15. χ᾽ -Ἐδαύχ- αϑ. 

Σημ. Διὰ τὸ ἀνάπτυγμα τοῦ (Χ--αὴμ ἰσχύει ὃ αὐτὸς κανὼν μὲ μόνην τὴν 
διαφοράν, ὅτι πρέπει νὰ ϑέτωμεν ἐναλλὰξ τὰ σημεῖα -ἰ- καὶ -- πρὸ τῶν ὅρων 
τοῦ ἀναπτύγματος. 

Π.χ. (σ--ογέξεχ"--βαχ -ΕἸ0αῦχ'--Ἰθα χ᾽ -Ἐδα χ--αὐ. 

Τρίγωνον τοῦ Ραϑδοαῖ. Ὃ κάτωϑι πίναξ, ὃ ὁποῖος λέγεται 
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ἀριϑμητικὸν τρίγωνον τοῦ Ῥαϑραῖ, περιέχει τοὺς συντελεστὰς τοῦ ἄνα" 
πτύγματος (α-β)». 


Οἱ συντελεσταὶ τοῦ | εἶναι 


(α-Εβ)" 1 

(α-β) ] 1.1 

(αβ᾽᾽ 1] 1 2 1 

(α-β)" 18 8 11 

. (α-Ἐβ)" 1.4 6 4 1 

(α-β)" 1 ὅδ 10 1 ὃ 1 
(α-Ἐβ)“ 1.6 15 20 15 6 1 
(α-Ἐβ)" 1.ϑ»ξ0ἴτ[77 δ] 8585 83ὅ 21] 11 
(α-β)" νον νι νι νιν νιν 


Κατὰ τὸν πίνακα αὑτὸν ἕκαστος ὅρος ἔχει συντελεστὴν ἴσον μὲ τὸ 
ἄϑοοισμα τοῦ συντελεστοῦ, ὃ ὁποῖος εὑρίσκεται ἄνωϑεν αὑτοῦ καὶ τοῦ 
γειτονικοῦ του πρὸς τὰ ἀριστερά. 

Οὕτω διὰ νὰ γράψωμεν τοὺς συντελεστὰς τοῦ ἀναπτύγματος 
(α-β)" λέγομεν : πρῶτος συντελεστὴς 1, δεύτερος συντελεστὴς 6- 1-ΞΞΞῚ, 
τρίτος συντελεστὴς 1ὅ-[[6ΞΞ2], τέταρτος συντελεστὴς 290-[- [5:8 καὶ 
. οὕτω καϑεξῆς. (Οἱ ὑπόλοιποι συντελεσταὶ ἐπαναλαμβάνονται οἱ αὗτοί, 
ἀλλὰ κατ᾽ ἀντίϑετον τάξιν). 

᾿Ασκήσεις : 247, 249, 250, 2561, 262, 268, 966. 


156. Αλλαι ἀξιοσημείωτοι ταυτότητες. Γνωρίζομεν (8 149), 
ὅτι (α-β) Ξξα᾽ -᾿β' -2ὰβ (1), (α--- β) Ξξα’-β᾽ ---ὰβ (2). 
1. ᾿Απὸ τὴν ταυτότητα (1) λαμβάνομεν 


α΄ Εβ'--(ἀ Εβ)»--ϑαβ | 





ἢ, ᾿Απὸ τὴν τανυντότητα (2) λαμβάνομεν 


α΄ {β--ὰ β)"}8αβ 





8) Ἂν προσϑέσωμεν τὰς ἰἴσότητας (1) καὶ (2) κατὰ μέλη, ϑὰ 
ἔχωμεν 


ΕΣ 


"Αλγεβρα--Π. Γ΄ Τόγκα Τόμος 4 4 
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4, ᾽Ἂν ἀφαιρέσωμεν τὰς ἰσότητας (1) καὶ (2) κατὰ μέλη, ϑὰ 
ἔχωμεν : 








(α-[β)" --ἰ(α--ἰβ) 'ΞΞέαβ | (ταυτότης τοῦ Ια ρεοηᾶτε) 


Γνωρίζομεν (8 158), ὅτι 
(α-β)"Ξπα" β'-[-βαβία-β) (8) καὶ (α---β)'Ξεα’.--β'---ϑαβία--β) (4). 


ὅ. ᾿Απὸ τὴν ταυτότητα (8) λαμβάνομεν 


α΄. βι--ἰα-}"--ϑαβία {Β) 





β. ᾿Απὸ τὴν ταντότητα (4) λαμβάνομεν 


α’--β'--(α--β)":83αβία--β) 








5. Διαίρεσις ἀλγεβουκῶν παραστάσεων 


157. Ὁρισμοί. Διαίορε σις μιᾶς ἀλγεβρικῆς παραστάσεως Α 
διὰ ἄλλης ἀλγεβρικῆς παραστάσεως Β λέγεται ἢ εὕρεσις μιᾶς τρίτης ἀλ 
γεβρικῆς παραστάσεως Π, ἡ ὁποία πολλαπλασιαζομένη ἐπὶ τὴν δευτέραν 
Β. δίδει τὴν πρώτην Α. 

Διὰ νὰ σημειώσωμεν τὴν διαίρεσιν τῆς Α διὰ Β γράφομεν 

Α:Β ἢ ἃ. 
Κατὰ τὸν δρισμὸν αὐτὸν ϑὰ ἔχωμεν τὴν ταυτότητα 


Ἔκ τοῦ ἀνωτέρω ὅὄρισμοῦ προκύπτει, ὅτι ἣ διαίρεσις εἶναι μία 
ἀντίστροφος πρᾶξις τοῦ πολλαπλασιασμοῦ.᾿ 
Πράγματι, εἷς τὸν πολλαπλασιασμὸν ζητοῦμεν ἕνα γινόμενον, τοῦ 
ὁποίου γνωρίζομεν τοὺς δύο παράγοντας, ἐνῷ εἷς τὴν διαίρεσιν γνῶ" 
ρίζομεν τὸ γινόμενον (διαιρετέον) καὶ τὸν ἕνα ἐκ τῶν παραγόντων τον. 
(διαιρέτην) καὶ ζητοῦμεν τὸν ἄλλον παράγοντα (πηλίκον). ὃ 


168. Πῶς διαιροῦμεν ἀκέραια μονώνυμα. "Ἕστω, ὅτι ϑέλο" ΄ 





μεν νὰ διαιρέσωμεν τὸ μονώνυμον --91αβ'γ᾽ διὰ τοῦ 9α᾽β᾽. Τὸ 
πηλίκον τῶν δύο αὑτῶν μονωνύμων ϑὰ εἶναι 
-οϑιαλβγ -π--Ἰ.α.β.0}Υ8ὰ --' α' β΄ - 
9.8 6. ὅ9..1Β 9 κα β" Υ 


---8. αδ--3.. βι--δ. γηΞ---ϑαβγ᾽. 
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Ἀ 


Πράγματι" ἐὰν πολλαπλασιάσωμεν τὸν διαιρέτην 9α᾽β' ἐπὶ τὸ 
εὑρεϑὲν πηλίκον ---ϑαβγ᾽, εὑρίσκομεν τὸν διαιρετέον 

θα". (---8αβγ᾽)-Ξ---21α5β' γ᾽". 

Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγεται ὃ ἑξῆς κανών : 

Κανών: Διὰ νὰ εὕρωμεν τὸ πηλίκον δύο ἀκεραίων μονωνύμων, 
διαιροῦμεν τὸν συντελεστὴν τοῦ διαιρετέου διὰ τοῦ συντελεστοῦ τοῦ διαι- 
ρέτου καὶ δεξιὰ τοῦ πηλίκου τῶν συντελεστῶν γράφομεν ἕκαστον γοάμμα 
τοῦ διαιρετέου, ἀφοῦ προηγουμένως ἀφαιρέσωμεν ἀπὸ τὸν ἐκϑέτην 
αὐτοῦ τὸν ἐκϑέτην τοῦ αὐτοῦ γράμματος τοῦ διαιρέτου. 

Κατὰ τὸν κανόνα αὐτὸν θὰ εἶναι : 

τ 36αβῆχυ": (--θαβ᾽Χν)::--αν, (--χέγϑω) :(--2χν ωἸεξ2χῦυ. 

159, Παρατηυήσεις 1. “ἔνα γράμμα, τὸ ὁποῖον ἔχει τὸν αὑτὸν 

ἐκθέτην εἷς τὸν διαιρετέον καὶ εἰς τὸν διαιρέτην, ἐξαλείφεται εἷς τὸ 


πηλίκον. 
Πράγματι κατὰ τὰς 8 96, 98 ϑὰ εἶναι 
4 
ἕ -- β΄" Ξε β -- 1. 


1. ᾿Εὰν ἕνα γράμμα δὲν ὑπάρχῃ εἰς τὸν διαιρέτην, μένει εἷς τὸ 
πηλίκον, ὅπως εἶναι εἷς τὸν διαιρετέον. 

Διότι δυνάμεϑα νὰ ὑποϑέσωμεν, ὅτι ὑπάρχει εἷς τὸν διαιρέτην 
μὲ ἐκϑέτην 0. ἊΝ " 

1600. Πότε ἡ διαίρεσις εἶναι δυνατή; Διὰ νὰ εἶναι τὸ πηλί- 
κὸν δύο ἀκεραίων μονωνύμων, ἕνα ἀκέραιον μονώνυμον, πρέπει ὅ 
διαιρετέος νὰ ἔχῃ ὅλα τὰ γράμματα τοῦ διαιρέτου καὶ μὲ ἐκϑέτας τὸ 


Πράγματι ϑὰ εἶναι 


ὀλιγώτερον ἴσους μὲ τοὺς ἐκϑέτας τοῦ διαιρέτου. 

Πράγματι᾽ ἐὰν τὸ πηλίκον εἶναι ἀχέραιον, τὸ γινόμενόν του ἐπὶ 
τὸν διαιρέτην δίδει, ὡς διαιρετέον, ἕνα ἀκέραιον μονώνυμον, τὸ ὁποῖον 
περιέχει ὅλα τὰ γράμματα τοῦ διαιρέτου μὲ ἐκϑέτας τὸ ὀλιγώτερον 
ἴσους μὲ τοὺς ἐκϑέτας τῶν αὑτῶν γραμμάτων τοῦ διαιρέτου. 

Εἷς τὴν περίπτωσιν αὑτὴν λέγομεν, ὅτι ἧ διαίρεσις εἶναι δυ- 
γατὴ (τελεία) ἤ, ὅτι ὃ διαιρετέος εἶναι διαιρετὸς 
διὰ τοῦ διαιρέτον. 

Π.χ. Ἢ διαίρεσις ἸΟχόγἦω : “χ᾽ Ὑ Ὁ εἶναι τελεία᾽ τὸ πηλίκον εἶναι 2Χ. 

161. [Πότε ἡ διαίρεσις εἶναι ἀδύνατος. Ἢ διαίρεσις δύο 
ἀκεραίων μονωνύμων εἶναι ἀδύνατος : 

1ον. ᾿Εὰν ὃ διαιρέτης ἔχῃ ἕνα ἢ. περισσότερα γράμματα, τὰ ὅποῖα 
δὲν περιέχονται εἷς τὸν διαιρετέον. 
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ϑον. ᾿Εὰν ὃ διαιρέτης ἔχῃ ἕνα γράμμα μὲ ἐκϑέτην μεγαλύτερον 
ἀπὸ τὸν ἐκϑέιην τοῦ γράμματος αὐτοῦ εἰς τὸν διαιρετέον. 
“Ὅταν ἧ διαίρεσις δύο μονωνύμων εἶναι ἀδύνατος, παριστάνομεν 
τὸ πηλίχον τῶν μὲ μίαν κλασματικὴν παράστασιν, ἣ 
ὁποία ἔχει ἀριϑμητὴν τὸν διαιρετέον καὶ παρονομαστὴν τὸν διαιρέτην. 
Πιχ. Τὸ πηλίκον τοῦ 16αβ" διὰ τοῦ 7α" εἶναι ἡ κλασματικὴ παράστα- 
1δαβὲ ,) 16β9 ' 
7α" Ταῦ 
Ἐπίσης τὸ πηλίκον τοῦ θαβγ διὰ τοῦ 4αβ"δ εἶναι 
ϑαβγ ἢ 9γ) 
4κα:β᾽ ὃ 
᾿Ασκήσεις :- 267, 269, 271], 978, 276, 277. 





σις: 


102 Πῶς διαιροῦμεν ἀκέραιον πολυώνυμον διὰ ἀκεραίου 
μονωνύμου ; "Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ διαιρέσωμεν τὸ πολυώνυμον 
θα"-8α᾽β-10α᾽β' διὰ τοῦ μονωνύμου 2αῇ". 

"Επειδὴ ἕνα πολυώνυμον εἶναι ἕνα ἀλγεβροικὸν ἄϑροισμα τῶν 
ὅρων τον, δυνάμεϑα νὰ ἐφαρμόσωμεν τὸν κανόνα τῆῇς διαιρέσεως ἕνὸς 
ἀλγεβοικοῦ ἀϑροίσματος δι᾽ ἀριϑμοῦ (8 18), δηλ. νὰ διαιρέσωμεν κάϑε 
ὅρον τοῦ πολυωνύμου διὰ 3α᾽. Θὰ ἔχωμεν λοιπόν :-: 


(6α“--8α᾽β-10α8}) : 9α" - οθ΄ Θ᾽ Ἰθοβ' 


“05 9α" 2α» 


ΞεΞ 8α"-- ΕΣ αβ-Γδβ5. 








ν᾿ ε ν᾿ ’ 8 , ᾿ , 
Τὸ εὑρεϑὲν πηλίκον 8α"-- -- αβ-ὅβ᾽ εἶναι πράγματι τὸ ζητού- 
μδνον, διότι πολλαπλασιαζόμενον ἐπὶ τὸν διαιρέτην 2α", δίδει τὸν 
διαιρετέον. Πράγματι ἔχομεν : 
Ὰ ᾿ 
2α") (8α’"-- ΒΝ -Εδβ᾽ξξθα“---8.᾽β--10α᾽β5. 
Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι 
᾿ 5αὐβῦχ--7αβ᾽ χ᾽ ΊΡαβΥχ δαβσχσ 7αβχ᾽ Ε 15αβγκ 
3αβχ βϑαβχ βϑαβχα βϑ3αβχ 
5 7 
τ αβ᾽-- Ἐπ βχ-σγ. 
Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν τὸν κάτωϑι κανόνα : 
Κανών : Διὰ νὰ διαιρέσωμεν ἕνα πολυώνυμον διὰ μονωνύμου 


διαιροῦμεν κάϑε ὅρον τοῦ πολυωνύμου διὰ τοῦ μονωνύμον καὶ προσ- 
ϑέτομεν τὰ προκύσιτοντα πηλίκα. 

Παρατήρησις. Διὰ νὰ εἶναι ἦ διαίρεσις δυνατή, πρέπει κάϑε 
ὅρος τοῦ διαιρετέου νὰ εἶναι διαιρετὸς διὰ τοῦ διαιρέτου. Ὅταν ἧ 


Διαίρεσις ἀλγεβοικῶν παραστάσεων 101 


διαίρεσις εἶναι ἀδύνατος, τὸ πηλίκον ἀποτελεῖται ἀπὸ ἕνα ἄϑροισμα 
κλασματικῶν πηλίκων, εἷς τὸ ὁποῖον πρέπει πάντοτε νὰ δίδωμεν τὴν 
ἁπλουστέραν μορφήν. 
πχ 3,βξάβγιδαγ, 35β,, ἀβν ὅαγ 3. 
αβγ αν α αΥγ Υγ 
᾿Ασκήσεις : 278, 280, 282 284. 


“4 6 
Ὑπ  π’ 


168 ᾿Εξαγωγὴ κοινοῦ παράγοντος ἐκτὸς σαρενϑέσεως. 

Ἔστω τὸ γινόμενον ϑα᾿βΧΙ4α'--δα-2). Γνωρίζομεν, ὅτι 
8α"β(4α"---ὅα-2)---12α’β---1δα"β- θα" Ἐ (η΄ 

Παρατηροῦμεν, ὅτι κάϑε ὅρος τοῦ δευτέρον μέλους τῆς ἰσότητος 
(1) εἶναι γινόμενον τοῦ μονωνύμου. 8α᾽β ἐπὶ ἕνα μονώνυμον τῆς πα- 
ρενϑέσεως. Ὥστε ὅλοι οἱ ὅροι τοῦ πολυωνύμου 19.β---16α}β-Ἐ6α᾽Ἐ 
περιέχουν τὸν παράγοντα 8α᾽β, ὁ ὁποῖος, διὰ τὸν λόγον αὑτόν, λέγε- 
ται κοινὸς παράγων. 

"Ἐὰν ἀντικαταστήσωμεν τὸ δεύτερον μέλος τῆς ἰσότητος (1) διὰ 
τοῦ πρώτου, δηλ. ἐὰν γράψωμεν 

19α8---18α᾽Β- δα’ βεΞβα’ β(4α’--δὅα 3) 

ϑὰ λέγωμεν, ὅτι ἐϑέσαμεν τὸν κοινὸν παράγοντα 
8α}β ἐκτὸς παρενϑέσεως (8 66). 

"Ἐντὸς τῆς παρενϑέσεως ὑπάρχει τὸ πηλίκον τῆς διαιρέσεως τοῦ 
πολυωνύμου 19α'β-15.᾽β- θ᾽ β διὰ τοῦ μονωνύμον 8α! β. 

Γενικῶς - ᾿Ἐὰν ὅλοι οἵ ὅροι ἑνὸς πολυωνύμον ἔχουν ἕνα κοι" 
νὸν παράγοντα, δυνάμεϑα νὰ ϑέσωμεν τὸν παράγοντα αὑτὸν 
ἐχτὸς παρενϑέσεως καὶ ἐντὸς αὑτῆς νὰ ϑέσωμεν τὸ πηλίκον τῆς διαι- 
ρέσεως τοῦ δοϑέντος πολυωνύμου διὰ τοῦ κοινοῦ αὑτοῦ παράγοντος. 

Εϊς τὴν περίπτωσιν αὑτὴν λέγομεν, ὅτι ἀνελύσαμεν τὸ πολυώνυ- 
μον εἷς γινόμενον παραγόντων. 

Π.χ. Εἰς τὸ πολυώνυμον 12χ᾽ν--δχν᾽ --ἦχγὼ οἱ ὅροι τοῦ ἔχουν κοι- 
νὸν παράγοντα τὸ μονώνυμον ἔχΥ. Θὰ εἶναι λοιπὸν 

12κ3υ--8χγ"--ἀχγωξεάχγίϑχ--20-ο). 
Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι : 
αἰβγ-αβ᾽ γ--αβγ' Ξεαβγία-ἘΒ--Ὑ). 
᾿Ασκήσεις : 98, 287, 288. ᾿ 


164. Τί ὀνομάζομεν διαίρεσιν δύο ἀκεραίων πολυωνύ- 
μῶν ; διαίρεσις ἑνὸς ἀκεραίου πολυωνύμου Α δι᾿ ἑνὸς ἀκεραίου πολυω 
γύμου Β λέγεται ἧ εὕρεσις ἑνὸς τρίτου πολυωνύμου Π, τοιούτου ὥστε 


γὰ εἶναι Α4ΞΞΒ' Π. 
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Τὸ πολυώνυμον α λέγεται διαιρετέος, τὸ Β διαιρ ἔ- 
της καὶτὸ Π πηλίκον. 

Τὸ πηλίκον δύο ἀκεραίων πολυωνύμων σπανίως ἐκφοἀξωναι μὲ 
ἕνα ἀκέραιον πολυώνυμον Π. ΄ 

Θὰ ἴδωμεν κατωτέρω εἷς ποίας περιπτώσεις ἡ διαίρεσις Α : ΒΨ εἶναι 
δυνατὴ καὶ ϑὰ προσδιορίσωμεν τὸ πηλίκον Π, ἐὰν ὑπάρχῃ τοιοῦτον. 


1656. Διαίρεσις δύο ἀκεραίων πολυωνύμων διατεταγμέ- 
νῶν. "Ἕστωσαν Α καὶ Β δύο ἀκέραια πολυώνυμα τοῦ Χ, διατεταγμένα 
κατὰ τὰς κατιούσας δυνάμεις τοῦ Χ καὶ ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν 
τὸ πηλίκον τοῦ Α διὰ τοῦ Β. 

᾿Εὰν ὑποϑέσωμεν, ὅτι ὑπάρχει ἕνα τρίτον πολυώνυμον Π τοῦ χ, 
ἀκέραιον καὶ διατεταγμένον κατὰ τὰς κατιούσας δυνάμεις τοῦ Χ καὶ 
τοιοῦτον, ὥστε, πολλαπλασιαζόμενον ἐπὶ τὸν διαιρέτην Β, νὰ δίδῃ 
τὸν διαιρετέον Α,. ϑὰ ἔχωμεν τὴν ταυτότητα ΑΞΞΒΠ (4) 

Εἶναι ἀνάγκη λοιπὸν νὰ προσδιορίσωμεν τοὺς ὅρους τοῦ πολυω- 
νύμου Π. ᾿Εὰν παραστήσωμεν μὲ Π,, Π,, Π,..., Πν τοὺς διαδοχι- 
κοὺς ὅρους τοῦ πολνωνύμου ἢ, δηλ. ἂν ϑέσωμεν 

Π-ΞΠ, ἘΠ, ἘΠ, ..., ἘΠῚ 
ἢ τανυτότης (1) γράφεται 
ΑΞΞΒ. (Π, ἘΠ, ἘΠ, Ἔ....-ἘΠ.} (2) 
᾿Αλλὰ γνωρίζομεν (δ 148), ὅτι, ὅταν δύο πολυώνυμα εἶναι διατεν 
ταγμένα κατὰ τὰς κατιούσας δυνάμεις τοῦ αὐτοῦ γράμματος καὶ πολλα" 
πλασιασϑοῦν, ὅ πρῶτος ὅρος καὶ ὅ τελευταῖος ὅρος τοῦ γινομένου δὲν 
ἄνάγονται μὲ κανένα ἄλλον ὅρον καὶ προκύπτουν ὃ μὲν πρῶτος ὅρος 
ἐκ τοῦ πολλαπλασιασμοῦ τῶν πρώτων ὅρων τῶν πολυωνύμων, ὁ δὲ 
τελευταῖος ἔκ τοῦ πολλαπλασιασμοῦ τῶν τελευταίων ὅρων τῶν. 

ἜΕΣἙ αὐτοῦ λοιπὸν συνάγομεν, ὅτι πρῶτος ὅρος τοῦ πολυωνύμου 
Α εἶναι ἴσος μὲ τὸ γινόμενον τοῦ πρώτου ὅρου τοῦ διαιρέτου Β ἐπὶ 
τὸν πρῶτον ὅρον τοῦ πηλίκου Π᾿ ἑπομένως ϑὰ εὕρωμεν τὸν πρῶτον 
ὅρον Π, τοῦ πηλίκου Π, ἂν διαιρέσωμεν τὸν πρῶτον ὅρον τοῦ διαι" 
ρετέου Α διὰ τοῦ πρώτου ὅρου τοῦ διαιρέτου Β. 

᾿Ας ἴδωμεν τώρα, πῶς ϑὰ εὕρωμεν τὸν δεύτερον ὅρον τοῦ πηλί- 
χου Π. Ἡ ταυτότης (2) γράφεται 

ΑΞΞΒΗ͂, ἘΒ(Π,- ἘΠ. “6.9 ἘΠ: ). 

᾿Αφαιροῦμεν καὶ ἀπὸ τὰ δύο μέλη αὑτῆς τὸ ΒΠ, καὶ ἔχομεν 

᾿Εὰν παραστήσωμεν μὲ Υ, τὴν διαφορὰν Α--ΒΠ,, τοῦ διαιρε- 
τέου Α καὶ τοῦ γινομένου τοῦ διαιρέτου Β ἐπὶ τὸν πρῶτον ὅρον Π, 


᾽ 
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τοῦ πηλίκου, καὶ τὴν ὁποίαν διαφορὰν ὀνομάζομεν πρῶτον ὑπόλοιπον 
τῆς διαιρέσεως, ἧ ταυτότης (8) γράφεται 
Υ,ΞΞΒ(Π,- ἘΠ, .... ἘΠ᾿} (4) 

"Ἐὰν ἐργασϑῶμεν καὶ ἐπὶ τῆς ταυτότητος (4), ὅπως εἰογάσϑημεν 
᾿καὶ εἷς τὴν ταυτότητα (2), ϑὰ ἴδωμεν, ὅτι διὰ νὰ εὕρωμεν τὸν δεύτε- 
ρον ὅρον τοῦ πηλίκον, πρέπει νὰ διαιρέσωμεν τὸν πρῶτον ὅρον τοῦ 
δπολοίπου Υ, διὰ τοῦ πρώτου ὅρου τοῦ διαιρέτου Β. 

Συνεχίζοντες κατ᾽ αὑτὸν τὸν τρόπον τὴν ἐργασίαν, ϑὰ εὕρωμεν 
ὅλους τοὺς ὅρους τοῦ πηλίκον Π, Οἱ βαϑμοὶ τῶν διαδοχικῶν ὅρων 
Π,, Π.,... Πν. τοῦ πηλίκου βαίνουν ἐλαττούμενοι. 

"Βὰν τὸ τελευταῖον ὑπόλοιπον εἶναι μη ὃ έν, τότε τὸ πολυώ" 
νυμον Α εἶναι διαιρετὸν διὰ τοῦ Β καὶ τὸ πηλίκον ἐκφρά- 
ζεται μὲ ἕνα ἀκέραιον τ 0} Π᾿ 


δηλ. εἶναι Ἐ Ξῷ Π ἢ ἄξξΒ Ππ 








δηλ. ᾿ς Διαιρετόος -Ξ διαιρέτην Χ πηλίκον 


ῃ 
] 





᾽Εάν, τοὐναντίον, τὸ τελευταῖον ὑπόλοιπον εἶναι διάφορον 
τοῦ μηδενὸς καὶ βαϑμοῦ μικροτέρου τοῦ βαϑμοῦ τοῦ διαιρέ- 
του, ἣ διαίρεσις εἶναι ἁ δύνατος καὶ λέγομεν, ὅτι τὸ πολυώνυμον 
Α δὲν εἶναι διαιρετὸν διὰ τοῦ 8Β. 
Εἷς τὴν περίπτωσιν αὑτήν, ἂν παραστήσωμεν μὲ Υ᾽ τὸ τελευταῖον 
ὑπόλοιπον, δυνάμεϑα νὰ γράψωμεν ᾿ 
ΑΞΞΒ ΠΥ ᾿ (6) 


δηλ. ΔιαιρετέοςΞεδιαιρέτην Χ πηλίκον -[- ὑπολοίπῳ 











Αν διαιρέσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ταντότητος (Ὁ) διὰ Β, δυ- 
, Ν , - ε Ε 
νάμεϑα νὰ γράψωμεν αὑτὴν ὑπὸ τὴν μορφὴν 
Α Υ 
π᾿ τ Ὲ 

ἪἪἜἪ - ,΄ Ἂ: Ὴ ᾿ , -- , 

κ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν τὸν κάτωϑι κανόνα τῆς διαιρέσεως 
δύο ἀκεραίων πολυωνύμων : 

Κανών: Διὰ νὰ διαιρέσωμεν ἕνα ἀκέραιον πολυώνυμον τοῦ 
δι᾽ ἄλλου ἀκεραίου πολυωνύμου τοῦ , τὰ ὅποῖα εἶναι διατεταγμένα 
κατὰ τὰς κατιωύσας δυνάμεις τοῦ ᾧ : 

1ον Διαιροῦμεν τὸν πρῶτον ὅρον τοῦ διαιρετέου διὰ τοῦ πρώτου 
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ὅρον τοῦ διαιρέτου" τὸ προκῦπτον ξξαγόμενον εἶναι ὃ πρῶτος ὅρος τοῦ 
σηλίκου. 

τϑον. Πολλαπλασιάξομεν τὸν διαιρέτην ἐπὶ τὸν εὑρεϑέντα πρῶτον 
αὐτὸν ὅρον τοῦ πηλίκου καὶ ἄφαιροῦμεν τὸ γινόμενον αὐτὸ ἀπὸ τὸν 
διαιρετέον καὶ εὑρίσκομεν ἕνα ὑπόλοιπον, τὸ ὅποῖον ὀνομάζομεν πο ὥ- 
τον ὑπόλοιπον. ᾿ 


ϑον. Διαιροῦμεν τὸν πρῶτον ὅρον τοῦ πρώτου ὑπολοίπου διὰ τοῦ 
σιρώτου δρου τοῦ διαιρέτου καὶ τὸ προκῦπτον ἐξαγόμενον εἶναι ὅ δεύτε- 
οος ὅρος τοῦ πηλίτον. 

4ον. Πολλαπλασιάξομεν τὸν διαιρέτην ἐπὶ τὸν δεύτερον ὅρον τοῦ 
πηλίκου καὶ ἀφαιροῦμεν τὸ γινόμενον αὐτὸ ἀπὸ τὸ πρῶτον ὑπόλοιπον. 
Τὸ ἐξαγόμενον αὐτὸ εἶναι τὸ δεύτερον ὑπόλοιπον. 

Συνεχίζομεν ἔπειτα τὴν πρᾶξιν μέχρις ὅτου εὕρωμεν ἕνα ὑπόλοιπον 
μηδὲν (διαίρεσις τελεία), ἢ ἔνα ὑπόλοισιον βαϑμοῦ μικροτέρου τοῦ διαι- 
οέτου (διαίρεσις ἀτελής). 

Παράδειγμα ἴον. Ἔστω, ὅτι θέλομεν νὰ διαιρέσωμεν τὸ πολυώνυμον 
Α--6χ“---19χ5-[15χ---π--6 διὰ τοῦ πολυωνύμου Βεε2χ"--32χ- 2, 

Κατὰ τὸν ἀνωτέρω κανόνα διαιροῦμεν τὸν πρῶτον ὅρον 6χ᾽ τοῦ α 
διὰ τοῦ πρώτου ὅρου 2κ τοῦ Β καὶ εὑρίσκομεν πηλίκον ὅχ“ : 2χ᾽ΞΞ3χ'. Ὁ 3χ᾽ 
εἶναι ὁ πρῶτος ὅρος τοῦ πηλίκου. 

Πολλαπλασιάζομεν τὸν πρῶτον ὅρον 3χ" τοῦ πηλίκου Π ἐπὶ τὸν διαι- 
ρέτην Β καὶ εὑρίσκομεν γινόμενον δχ"---9χ' -Ἐδχ'. ᾿Αφαιροῦμεν τὸ γινόμενον 
αὐτὸ ἀπὸ τὸν διαιρετέον Α᾽ διὰ νὰ εὐκολύνωμεν τὴν ἀφαίρεσιν αὐτὴν γρά- 
φομεν τοὺς ὅρους τοῦ γινομένου, μὲ ἠλλαγμένα τὰ σημεῖα τῶν, κάτωθι τῶν 
ὁμοίων ὅρων τοῦ διαιρετέου Α καὶ κάμνομεν ἀναγωγὴν τῶν ὁμοίων ὅρων. 

ἊΑν ἀφαιρέσωσεν τὸ δχι--οχ᾽- χ᾽ ἀπὸ τὸν διαιρετέον Α εὑρίσκομεν 
τὸ πρῶτον ὑπόλοιπον ὙὟΓΚυΥ,Ο----Ἰοχῆ-9χ’--Σ---α. 

Διαιροῦμεν τώρα τὸν πρῶτον ὅρον τοῦ Υ, διὰ τοῦ πρώτου ὅρου τοῦ 
Β καὶ εὑρίσκομεν πηλίκον ---ἸΟχϑ : 2κ᾽ΞΞ- -ὅχ, Τὸ --δχ εἶναι ὁ δεύτε- 
ρος ὅρος τοῦ πηλίκου. Πολλαπλασιάζομεν τὸν δεύτερον ὅρον 
--δχ τοῦ πηλίκου ἐπὶ τὸν διαιρέτην Β καὶ εὑρίσκομεν γινόμενον 

--10χ5-Ε15χ"---ΙΌχ, 
τὸ ὁποῖον θέτομεν κάτωθι τοῦ πρώτου ὑπολοίπου Υ,, μὲ ἠλλαγμένα τὰ ση- 
μεῖα τῶν ὅρων του. Μετὰ τὴν ἀναγωγὴν τῶν ὁμοίων ὅρων εὑρίσκομεν ὑπό- 
λοιπον Υ,----ἀχ"-9χ--ὅ, τὸ ὁποῖον εἶναι τ δεύτερον ὑπόλοιπον. 

Διαιροῦμεν τὸν πρῶτον ὅρον ---δχ" τοῦ δευτέρου ὑπολοίπου Υ, διὰ τοῦ 
πρώτου ὅρου τοῦ διαιρέτου Β καὶ εὑρίσκομεν πηλίκον --ὅχϑ : 2Χχ5Ξ:Ξ--Ξ3' τὸ 
--3 εἶναιὁ τρίτος ὅρος τοῦ πηλίκου. 

Πολλαπλασιάζομεν τὸν τρίτον ὅρον ---3 τοῦ πηλίκου ἐπὶ τὸν διαιρέτην 
Β καὶ εὑρίσκομεν γινόμενον --ὅχ"-[9χ--6. Τὸ γινόμενον αὐτὸ ἀφαιροῦμεν 
ἀπὸ τὸ Υ, καὶ εὑρίσκομεν ὑπόλοιπον μηδέν. 

Παρατηροῦμεν, ὅτι τὸ πολυώνυμον Α διαιρεῖται ἀκριβῶς διὰ τοῦ πο- 
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λυωνύμου Β καὶ δίδει ἕνα πηλίκον Π᾿ ἴσον μὲ 3χ---ὃχ---3.. Δυνάμεθα λοι- 
πὸν νὰ γράψωμεν : 

«ἌΣ, τος δχ-“--19χ᾽-15χ᾽--χ- -6 0. 

5 ΞῚ ἢ π ον ὩΣ το----- τεῦχ᾿- ὅχ--3 

ἢ ΑΞΒΠ᾿ ἢ ὅὄκ---19χ5-[15χ--τ -- 6-- (2χ'"---3χ-} 2),3χ".---5χ---3). 


Διάταξις τῆς πράξεως : 


ΑΞξ 6κ---19χ5-15χ"-- χ--6.2χἯἊἈ---3χ- 2 ΞΞ Β 
--δχ - 9χ--- 6χ3" 3χἅ---5χ--3 ΞΞΠ 
1ον ὑπόλοιπον 0--1ύχ" -Ἐ 9.5--- χ-- 
ἦΠΠ ἘΕΤΟχΡ- -Ἰ15ΧΡ-ΕἸΟΣ 
9ον ὑπόλοιπον 0--- 6χ"- 9χ-ὅ 
-Ἐ 6χ"--- οχ-6 
δον ὑπόλοιπον 0 


Παράδειγμα 2ον. Ἔστω, ὅτι θέλομεν νὰ διαιρέσωμεν τὸ πολυώνυμον 
Αξξῶχὅ--11χι-3χ'-[31χ-Ἐ2χ- 5 διὰ τοῦ Βεεῶχ'--5χ"--4χ- 1. 


Διάταξις τῆς πράξεως : 


Αξξ 2χ"--Ἰ1χι ἢ 3χ᾽ Τ31χη 2χ-[5.2χ"--5χ"--4Χ- ΞΞΒ 
--2χ'- δχ- 4χ᾽--- χἕἧ χ'--χ ---4 ΞΞΠ 
1ον ὑπόλοιπον - δχ.-- 7χ"-30χ- 2χΧ- 5 
-Ἔ 6χ“--15χ8---12χ"- 3χ 
3ον ὑπόλοιπον -- 8χ"-18χ"- 5χ- 5 
- ὅ8χ5--20χ"--16χ- 4 
8ον ὑπόλοιπον -- 2χ"-11χ- 9 


εὑρήκαμεν πηλίκον Πε-χ'--3χ--4 καὶ ὑπόλοιπον --2χ'--11χ- 9. 


166. Παρατηρήσεις. 1. Εἷς τὴν τελείαν διαίρεσιν οἵ ἄκροι ὅροι 
τοῦ διαιρετέου εἶναι ἀντιστοίχως ἴσοι μὲ τὰ γινόμενα τῶν ἄκρων ὅρων 
τοῦ διαιρέτου καὶ τοῦ πηλίκπου. 

Π.Χχ. Εἰς τὸ παράδειγμα ἴον εἶναι 

δχ' -εῶχ". 3χ᾽ καὶ --ὅςξ2. (--3). 

11. Ο πρῶτος ὅρος ἑκάστου ὑπολοίπου ἐξαλείφεται. 

Π|. Ὃ βαϑμὸς τοῦ πηλίκου ΠῚ εἶναι ἴσος μὲ τὴν διαφορὰν τῶν 
βαϑμῶν τοῦ διαιρετέου καὶ τοῦ διαιρέτου. 

"Ἐὰν ὃ βαϑμὸς τοῦ Α εἶναι μ᾽ καὶ τοῦ Β εἶναι ν, ὁ βαϑμὸς τοῦ 
πηλίκου εἶναι μ---ν᾽ ὑποϑέτομεν πάντοτε, ὅτι μὴ ν. 

ΙΝ. Ὅταν ὃ διαιρετέος εἶναι ἕνα ἐλλιπὲς πολυώνυμον, κατὰ τὴν 
διάταξιν τῶν πράξεων, ἀφήνομεν χῶρον διὰ τοὺς ὅρους, οἵ 
ὅποῖοι δὲν ὑπάρχουν εἷς τὸν διαιρετέον. 
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Π.χ. Νὰ ἐκτελεσθῇ ἡ διαίρεσις (χ΄--νΞ): (Σ --ν) 








χ' -Υ ΣῪ 
-πχ ἘΣῪ ΧΡ ΈΧΎ χ᾽  Υ" 
Χ᾽Ύ --γἢ 
- χόν Ἐ χν" 
χ᾽" -ν 
--χνἜχν" 
χυϑ" --ῷὖ' 
-ἰ χυ" ἜΣ" 
0 


᾿Ασκήσεις : 289, 291, 2998, 59, 297, 999. 801, 808. 


167. Διαίρεσις δύο πολυωνύμων διατεταγμένων κατὰ τὰς 
ἀνιούσας δυνάμεις. Ἢ διαίρεσις δύο ἄἀκεραίων πολυωνύμων διατε- 
ταγμένων κατὰ τὰς ἀνιούσας δυνάμεις τοῦ αὑτοῦ γράμματος γίνεται 
κατὰ τὸν κανόνα (8 166) τῆς διαιρέσεως δύο πολυωνύμων διατεταγμέ- 
νῶν κατὰ τὰς κατιούσας δυνάμεις τοῦ αὑτοῦ γράμματος. 

Τὸ πηλίκον ὅμως τῆς διαιρέσεως δύο τοιούτων πολυωνύμων δὲν 
εὑρίσκεται ποτὲ (ἀτέομων διαίρεσι ς), ἐκτὸς ἐὰν ἧ διαίρεσις 
εἶναι τελεία. 

Παράδειγμα ἴον. Ἔστω, ὅτι θέλομεν νὰ διαιρέσωμεν τὸ πολυώνυμον 
ΑΞΞ6-19χ-3χ'--Ἰθ9χ᾽-ὅχ' διὰ τοῦ πολυωνύμου Β----3-5χ-[3χ7. 


Διάταξις τῶν πράξεων : 


ἌΞΞ 6-19χ- 3χ"--1θ0χ- χ᾽ -3--5.- 3χ" ΞΞΒ 
--6--ἰΊΌχ- δχ᾽ -2---323χ- 2Χ Ξξ 
1ον ὑπόλοιπον οχ! 9χ"--θ0χῆ- χ᾽ 
-9χ--5χ9Ὲ} 9Χχ᾽ 
ον ὑπόλοιπον --6χ"--Ἰοχῦ- 6 χἢ 
-Εδχ" -Ε10χϑ-όχὸ 
ϑον ὑπόλοιπον 0 


Παράδειγμα 2ον. Ἔστω, ὅτι θέλομεν νὰ διαιρέσωμεν τὸ πολυώνυμον 
ΑΞ 4---3χ- μάχη δχ διὰ τοῦ Β-1-2χ--ϑχ᾽. 


Διάταξις τῶν πράξεων: 


ΑΞξΞξ 4-- 3χ-} 4χ᾽-ἰ- 5Χχ31-- 2χ---5χ5 ΞΞ 
ΞΕ: δϑχ-20χ  [4-ἸΊΧχ ΞῈΠ 
1ον ὑπόλοιπον --11κ-Ἐ24χ5- χ᾽ 


«Π1Χ-Ή22χ"---55χ8 
3ον ὑπόλοιπον 46Χ3ἅ---5Όχ5 


᾿Ασκήσεις - 101 


Ἡ διαίρεσις δύναται νὰ συνεχισθῇ ἐπ᾽ ἄπειρον, ἀλλὰ συνήθως σταμα- 
τῶμεν τὴν πρᾶξιν μετὰ τὴν χρησιμοποίησιν ὅλων τῶν ὅρων τοῦ διαιρετέου. 
Θὰ ἔχωμεν λοιπὸν τὴν ταυτότητα 

4---3χ- -4χ5- 5 χϑΞξ(1-2χ---χ᾽4---]}]} )--(ἐ6χ᾽--δοχῆ. 

Ὅταν θέλωμεν τὸ πηλίκον νὰ εἶναι ν βαθμοῦ, τότε συνεχίζομεν τὴν 
διαίρεσιν. 

᾿Ασκήσεις : 804, 806, 8307, 808, 8509 


᾿Ασκήσεις. " 


Πολλαπλασιασμὸς ἀλγεβρικῶν παραστάσεων : 
Νὰ πολλαπλασιασϑοῦν τὰ κάτωϑι μονώνυμα : (188). 


155. δ8δαῖβγ. δαβ᾽γ᾽ὃ ὥ, ᾿-ϑαγ3.(-τ- αν" 

; ὃ. --ϑαῦῖχν . (---ὃϑᾳχ 5) 
154. 1. (- -- χϑγὼ") (τ χγ") ς, αββδ.αβγ 
155.1. --ϑαβχ.(-- α"β5χ5) 2, 9αᾳ-αβϑ. (--α]) 


155. (- χν)(-- Φ χ"γ) (--ὅχεγιο ) 


Νὰ ὑπολογισϑοῦν αἷ δυνάμεις : (185) 
157. 1. (8αβ)» 2. (---2:αβὴἨ 8, (--ἀαβ᾽"» 
158.1. (--ϑχ'ν)  (ϑαβχ 8, (--αχ'γ" 


Ὀ] 3 4 3 1 « 
159.1. ( Ἔ 8) 2. (- ωβ᾽}) 8. (- Ἐπ᾿ χ" γὼ} ᾿ 


Νὰ ὑπολογισθϑοῦν αἱ δυνάμεις : (110). 


160.1. [(--3Ξ9.5βγ5)}}" ῷ, [(ὥχμ γν ωο )3]5 
4 
61. 1. [{- -- ὠβ᾽.}}} 8, [(χανβ ὠὐ)}μ]ν. 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι γινόμενα : (141). 
162 1. (α᾽--β᾽)αβ 2, (χα ν-οῦχγ"-ὦχῪ 


165.1. --ὅχυ". (υχῆ --ἰβχυ- Ἐν ἢ ὦ, (8α"--δαβ--2β5). (--ὅαβ) 
164. 1. (8χ"--ἀχ’-}). (--8ϑαχῈ]} ῶ,. ἀμῆνδ. (μβ --ὃὅμλν-ϑμνὴ) 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι γινόμενα : (142). 


165. (5..:-- “. βχἘ -- γ) «βαβγχ 


4 ᾿ : 8 
---- οὖν -- --.- βν5... .--- -. . τῶ. κα 
166. (- αγ-- -τῦ βυ"Ὲ τὰ αβγ) τ ΡΥ 


Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις καὶ νὰ γίνῃ ἀναγωγὴ τῶν ὁμοίων 
ὅρων : (148). : 

167. (3α-[-3β) - 4α--(8α--8β) . 5β- (α-23β} - δα 

168. (8χ" --4χ- 1). (--δχν)---ἰ(Ὡχ" -ἘΒΧ- 4). χν 

169. ἀχίϑχ --9γ)--(2χ-ϑν)δν --ῶχίχ - 8.0) 

170. (3.8 --8.5β-[4αβ᾽)8αβ--(--αβ)ί(οδ- δι" β--αβ5). 
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471. ((44). ᾽Εὰν εἶναι Α-εχ  χΥ-Υ" Γξεᾶχ" -ὔχυ- 


- Βεχ --ὐχυγ" Δ----σ σ᾽ --ὅχυ- 2" 
γὰ ὑπολογισϑοῦν : 
1, ὅλ- 88. Γ ῶἢ, 6(4--8Β- ἘΠ) 


172. 9.--8Γ-Ἐ2Δ 
178. 4(4-[Β)--8(8--1)-4{{---ΑἹ. 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι γινόμενα : (140). 


174.1. (8χ--δ)χ- 4) 9. (χ- ν)βχ- ὔν) 
175.1. (ἀχν-- χὴιχυ-ν ἢ ἢ, (βαβ--4γ)δγ-αβ) 
176. 1. (βδαβΈ 1)|5--δαβ) ὃ, (δα"--2β᾽ ,(8υ" -Ἐβ᾽). 


Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις καὶ νὰ γίνῃ ἀναγωγὴ τῶν ὁμοίων 
ὅρων: ([46). 

177. (α- β)(δα--β)--(β---αἰ(βα---β)--2βίϑα-β) 

178 (χ-Ε8υ)0ι-- 45})--ἰχ- δ ν)(--ν -- )--ὅχγίχ --) 

179. (χ-ἰ)|ν---Ἔ)--ἰὅγ-4).χ.-θ).. 3(χ--Εν) 

180. (2χ-ϑγγίδχ--9ν)---δ(χ"--Ὑ" 4{π᾽--χΥ Ἐ Υγ}). 

Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (147). 

181. («- υ)ίδχ - υ)---ἰχυ -- χίῶχ--")} 

182. (αἘἘβ--Υία-Ἐβ)-  (α---β- Ὑ) α-Ἐγ)-Ε(β-ξεγτ- αὐ β- γ) 

185. (α--β)α-Ἐβ---39.),-(β-- γῇ β- γ--3ὼ) τ(γ-- ὐὐγίκα--9β). 

Νὰ εὑρεϑοῦν ἀπὸ μνήμης τὰ κάτωϑι γινόμενα : ([48). 

184. 1. (χ- δ) χ- 4) ἃ. (χ--(χ- δ) 8, (γ--4ν-2) 

185.1. («Ἔ 0).α--11) 2, (β- 9. β- Ὁ) 8. (ω--Ι)ω--Ἴ). 

Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : ([49). 

186. (χ- 2)ι.χ- δ) --ἰχ-δ)(α---1)-} (χα --ϑ)(χ-- 

197. (Ἐ1ι|ν-- ἘΠ -Ἐ8)0 --ἢ--ἰσ-τϑ)ν --9). 

Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι γινόμενα : (160). 

488. 1. (ὔχ"--χγ--8γ"),χ" --χυ) 2. (8υ5--4α"β-{3αβ"--β᾽). (2α--ὅβ) 

189. 1. (θχ" - 4αχ- α᾽)ρΉῦχ---αὐ ῷ, (βχ"-άχνυ--ὕν᾽) (ὃχν"-- ὅγ"). 

Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι γινόμενα : ([0]). 


190. (8χ“---χ'-2χ---4χ-Ἐ 9)(χ᾽---χ" -2χ--1 
191. (8α᾽ -᾿3αβ-β8). (--9α"-Ἐ8αβ--β") 

12. (ι-ὀχμέχη. (2--ὅχ"-} 41) 

4“93͵ (8αΣ --δα᾽" χ᾽ -4αδχ-Έ α"). (2αχ"---ϑα"χ-[-α5) 


194͵ (-- Φ χΥ- Ξ χγ"--ὃχυ"- τ γ) (0α" ταῖν! τ γ"). 


Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι ἀξιοσημείωτα γινόμενα : (153). 


195.1. (α᾽-Γαβ-β᾽ α--β) 2. (α" --αβ-β᾽ΑΈΒβ) 
196. ("Ἔχ συ" Ἔγ" χ-- ") 
197. (χ'-- συν χ᾽ γ᾽ -- χυϑἘ γ  Χ- ) 


198. (χ Ἐσχεν χ χυ" γ)ΧΣ--} 

Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ γινόμενα : (168). 

499. (χ- Ἐν -ο) χ᾽" Ἐγ"ω" -- γω--οΧ-- ΧΥ) 

200. (αν αν --Ἔ --ῶον -ἡ(ϑαν 1- αν :2--8αν) 

201. (χϑμ-πέμγμ -βχμ-- 2 ν᾽) χν -αχν--ἰν--βχν-ῦν5) 
202. (χμ γνυ--ϑ- χμτιγν--ϑ-χμ-γν-ι- χμῦγν )(χ"-- γ᾽), 
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Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ γινόμενα : (104). 

205. 1. (χ--ὔ)(χ--3)(--8) 3. (ΧΈἘ 3) χ- Ἐπ) χ-Ἐ1Π0) 

204 1. (γ-Ἐω)ω- πα) χ- Ἐν) 3, (χ"-Ὑῦ᾽ --οἾ(ω"--χ". 
Νὰ ὑπολογισϑόῦν τὰ γινόμενα : (158). 

4205.1. (χ"-ἘχΧ- Ἰ)] χ᾽ --α- 1)(χ" -- 1 ῷ, (Χ-Ε]Ἐ}[ιὁἐυε- 2) χ- 8) χ--4) 
206.1. («Ἔβ--για--β- γι --α βευὺ 8. (χ-οὶλα-- ἢ) -δ)(α--ἀ). 
207. Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ γινόμενον τῶν πολυωνύμων : (848). 


α"- β᾽-γ᾽-Ἐδ᾽ --αβ--αγ--αὖ--βγ--βδ--γὸ ἐπὶ αὐ βΈγεΣδ' 


᾿Αξιοσημείωτοι πολλαπλασιασμοί : 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι ἀξιοσημείωτα γινόμενα : (166). 


208 1. (μ-Ἐν»" 2, (αὉ:8) 8, (2μ-Ἐν)" 
209.1. (δα-Ἐ8β)" ἢ, (ἰδ-8χ) 8. (δα᾽β- 4)" 
210. 1. (αἜ ΣΧ) 3, ((ατῦβυ)»Ξ!: ὃ. (δα β"}". 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι πῶ: (16ὴ. ᾿ 
δ 4 χερ.ὅ »ν᾽ 
211.1 ( - ἢ 9, (: ἜΝ γ) 8. (ξ χε γ) 
4 2 3 1 5 3 
212. 1. (: α3β- π᾿ 1) ῷ. (: Χ -- ξ- χν) 8 (Φ Ὲ - αγ) . 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι ΉἩΦΕῊΝΣ (ΝᾺ γινόμενα : (168). 
2158. 1. (β--2) ἢ. (2α--} 8. (9--ὔχ) 
214. 1. (δχ--Ἰν)" 9, (ῥαχ--8β5)" ὃ. (αβ--γδ)" 
215.1. (2ι"--8."β) ῶ,. (χ"-ἡὉ ὉΞὸΜ ὃ. (Ἰαχ -- 8βν")}. 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι ἀξιοσημείωτα γινόμενα : (169). 
216.1 1 ᾿ . (Ξ .- Σ} ὅχ4. -1 
αι (Σ τα) ἥος Ὁ) 8, (ὅῈ “) 


Ὶ 1 3 4 Ξ 1 1 
217. 1. (: αγ-- --- ω) 9, (τ αβ’--) 8. (: αχ-- -} 
218. Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ τετράγωνα τῶν κάτωϑι ἀριϑμῶν (8 149). (160). 


1, 21: 2. 5825 8. 11 4, 915. 
Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις καὶ νὰ γίνῃ ἀναγωγὴ τῶν ὁμοίων 
ὅρων : (161). 
219. (8χ-45}"»---ἰἝὃν ---ὃ.χ)"---δί(χ--- ν)" 


220. (βα--8β)»--((α--6β)»--(δα-ῦβ)(α--Ἰβ) 

221. 9(α-8β)"--δ(β---ὅ.)"-4(α-β)ία-- ὃβ) 

222. (Ὡχ- ὔγχα--8ν)---ἰχ - 30)" --ὔχ(κ -Ἐν) 

2258. (α---β)" “--Ὑ).Π(α-- τ)". --β)-(α--Ὑ)"}1β--α). 
224. Νὰ ὑπολογισϑῇ ἣ παράστασις Δεεβ᾽ --αγ: (162). 


1, ἐὰν αἀΞ}λΈῈ], -ϑλ-Ἐ8, γξξλ---1 
3. » αἀΞΞ3.ΈῈἘῈ, βεξλ--ῦ, γξεῦλ-ὦ 
ὃ, 2 αΞξεῦμ--3, βεϑῦ-μ, γξΞ- -μ--Ι. 


Εἰς τὰς κάτωϑι παραστάσεις δίδονται οἱ δύο ὅροι τοῦ τετραγώνου ἑνὸς 
διωνύμου: νὰ εὑρεϑῇ ὁ τρίτος ὅρος : (168). 

225.1: μ᾽-μν ὥ, ἀ4χ» 12ὰχ 8. 356γ"--ύγὼ 

226.1. ἀ9χ"-[4ν" ἢ. 81α᾽-[49β᾽ 8, χ᾽ ἘἜβχ 

227.1. μ᾽--ῆμ ἢ, 4α; χ᾽ αβχ 8. 1--ϑαμ. 
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1 1 9 1 
ἘΠ τ Ἐπ δ τ Ἔ--- ΒΟ ΡΒ ΞΗΣ 
228.1. πῆὸ 3. 2. 9. - αβ 8. τε Τ' ΠῚ β 


Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι ἜΗΝ Ν γινόμενα : (164). 

229.1. (α08.α-8 3. βχΈΠχ- ἢ) δ. (ῦχ--γγχῦχ-Υ) 
280.1. ([-Ἐαβ)(1--αβ)Β 2. (α--β᾽ α-Ἐβ᾽ 8. (μιν μ"-Ἐνἢ 
251.1. (δαχ Ἐὔβγγβακ--6βν) 3, (αχῬ-Ευ  )ίαχ᾽--2.5}). 

Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ χάτωϑι ἀξιοσημείωτα γινόμενα : (166). 


νυ τιν 
285.1. (- ἀχ τ ᾿ Υ) (-:- αν- Υ) 

9, ( ἢ χγ-α)(-τ- χγ 1) 
484,1. (: ἐμ (ον: τ ΟΣ «β) 

,.. (τ δὲ -Ἐ ρη) (τ ἐρο τ θὴῚ) 


Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι γινόμενα : ([66). 

285.1. (αβ- υγα--β- 3, (--βΈγί(β-Εγτ- 

286. 1. (ΧΈΥ Γ5)(χ- ν- 6) ῶ. (βαἘβ--8δ)ίδα-ἘΒ- 8) 

257. 1. (α"-Ἐ3α - Ἐδ)α"-[2α--) 9. (ΧἈἘΥΈαΈβ) ΧΈΣ -- α-- β) 

288 1. (χ" Ἔχ  Ι)] χ᾽ --σ- ἢ ῶ. (χ"ἘΥ ἘΣ) "Ἐν" -- ) 

259.1. (ὦ Ἐβ-ἘαἹ 2 γα"--αὐ 2-Ἐρ) 2. (αὐβεγ--δια Ἐβ-- Ὑ δ). 

Νὰ ἐκχτελεσθοῦν οἵ κάτωϑι πράξεις καὶ νὰ γίνῃ ἀναγωγὴ τῶν ὁμοίων 
ὅρων: (161). 

240. (ϑα-4β)(8α --4β) --(β--δο)ιβ- ὅα) 

241. (μ-ν)"-τἰμ---ν)» -Ἐ(μ-Εν)(μ--ν) 


242. (ὃχ-ν)"--ν ---ὔχ)" --ἰ(ἀχ- Υ) ΣΧ --- ) 

245. 8(α--Οοχ)" --3(α--- ϑχ)α-Ἐχ)- ἰδ χ -οα)ϑχ- ο)--(θβα--ὃχ)"», 
Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑιε πράξεις κλπ. (168). 

244. (χ"--Ὑ Ἐν ΣἘγἢ 

245. (νυ) α- να" ἀγα ΕἸθνἢ 


246. (Χ α)ιχ--αὐἰχ᾽-Ἐαχ- β) χ’--αχ -Ἐβ5. 


Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι ἀξιοσημείωτα γιόμενα : (169). 


247. 1. (μ-ν)}" 3, (ΧἘ} 8, (.Ἐ6)" 
248.1. (χ--ἢ}" 9, (2χ- ὴ» 8, (βαχ-Ἐβν)" 
249.1. (ὅχ- 4ν}} ἢ, (Δεβ--8βγ)" 8. (χυ--8χ"γ)". 


Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι «πράξεις καὶ νὰ γίνῃ ἀναγωγὴ τῶν ὁμοίων 
ὅρων : (110). 

250. (ὃκ--ὅ)-Εἰχ--Ὡ) - 3) κ-Ἐὴ --ὥκῥκ -- δ)": 

251. (Ἐν (.--Ὑ) -ϑ(κ-Ἐγ)ίς -- νυ)" Ἐδ(κ-- ) Ἐν)". 

Νὰ ἀνακτυχϑοῦν: (1171). 

252. 1. (α-β-- ἢ, (χ-ν  ω) ὁ 

455. 1. («Ἐβ--2.γ)" ῶ, (ἀαἘβ--γ-- ὃ)". 

Νὰ ἀναπτυχϑοῦν : (112). 
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254.1, (3α--8β- 4γ) ῶ, (βθχ" --ςχ- 3); 

255. 1. (δχ'--2χ᾽ὔ --͵σ--- ὃ , (χ'--ϑχγ- ϑχυ᾽ --Ὑ")}Ὁ 

Νὰ ἁτλοποιηϑοῦν αἴ παραστάσεις : (118). 

256. (1--ὃχ--8γ)"»---ἰδν --2χ-- 1)" 

257. 8(χ---1).-4(χ--1).-Ε{χ--4χ-[-9)"» --ἰχ΄ -- χ" Ἔ1) 

258. α(β- γ--α)-Εβύγ-α--β)"-Ἐγία Ἐβ--Ὑ)Ἐ}πιβ- Ὑ-- γα -- βια Ἐβ--Ὁ 

259. (3α"-[8αβ---β᾽)"---4(α'---β᾽)(α"-8αβ- 2β᾽ 

260. (α"-Ἐβ'-Ἐγ᾿ ἘΡΥΈγα αβ)--ἰα Ἐβ- Υ)}"αἘβ᾽ ἘΥἢ} 

261. (αβγΕβγδ-ι γδα-Ἐ δαβ)"-τ(βγ---αὔγγα--- βδ)ίαβ---γδ). 

Νὰ ἀναπτυχϑοῦν αἱ κάτωϑι δυνάμεις : (114). ᾿ 

262.1. (χ--α)" ὡ, (χα) 

268.1. (χ α) ῷ, (χΧΈΟ. 

464. Νὰ ἁπλοποιηϑῇ ἡ παράστασις : (115). 
(Ἐβ).--9(α"- ΕΒ"... Ἐβ)»ἘΞ(α,-β9, 


. Νὰ ἀναπτυχϑοῦν καὶ νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (116) 


μων: 


265. 1. (ὃχ-  1)5}8χ--1}} Ως. (6 χ- |8)"--ἰ(ἢχ--ἢ) 
266. (Ἐν Ἐω)"-- -Ἐω--α)Ἐοτ-τίω ἘΣ --υ) τ ἜΥ το}. 


Διαίρεσις ἀλγεβρικῶν παραστάσεων : 

Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ πηλίκα τῶν διαιρέσεων τῶν κάτωϑι μονωνύ- 
((1ὴ). 

267. 1. θχῆ: 2χ" 3, ι2χ'0 (--4χἢ) 8. 11γ8: 9ν" 

)68.1. (- χη) -ὃχ' 3, (--ὐχν): (--χ ν) 8... 4αβ": (--ϑ3αβ) 

Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι πηλίκα : (118). 


269.1. χϑγ":(--χγἢ ῷ, 1ὐχενῦ:(---ὅχϑ ) 

270. 1. θαῤβέγδ : 8α}β᾽ 9. τοχόγθω :(--ἀχ' γωἢ 

271.1. (- θα γθο) :(--αῦ}ὟἋἢἼὦὋἘΘοΘοεἂΕῳῸ 3. (--Ιϑχγϑωῦ «(--ὄχ'γ᾽ω) 

272 1. (--ϑε᾽ βόγ5 :(2α5β'γἢ ῷ. (-246"βῆχ.}) :(--δαβῆχ"}). 

Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ πηλίκα τῶν χάτωϑι μονωνύμων: (119). 
8." β᾽γὅ --λίχήνγϑωὼ" 
--Ἰχῦγ" ὕαβγ 

274.1. τ υχονιςς 5 τηωβχα 
-εϑαβχυ Σ 4ᾳ5β3γ3 

275. 1. -ΞΒαῦβῖω 2 πτξαρ 

Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωθϑι πηλίκα : (180), 

276 τοχμ-ιγνέϑω : (Χμ γν Ἐ1) 

477. -- ΒΞ αὐ τλβν-τῦγο : τ αμπιβντ-ϑγ, 

Νὰ γίνουν αἱ κάτωϑι διαιρέσεις : (181). 

278. (θκὅ --ἀχ’-ῦχ'-ἘἸΟΧ᾽)}: 2χ3 

279. (4α.β5--1265β.--8α"βη): (--4αβ5) 

280. (0ακ΄ 83α᾽χϑ--48α χ᾽ --2έα'Χ) -(- δαχ) 

281. (δ4α’ χ᾽ γ"-- τα χ'γ"  ὅθα Σ᾽ ἢ :-( ὀϑαῖἶχϑ). 


Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι πηλίκα : (182). 
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8χ---θχ" - χ᾽ Ἔ8χ--ϑ χ᾽--δν"-Ἐω 


282. 1. 2, 
2 χ᾽ αγὸὼ 
483.1 ὄχ ν᾽ ΕἸ χ νϑω" - ὄχυϑω᾽ ὟΝ 8α"--4β᾽-ὖγ3 
Ὧν --ὔχ᾽ γωὔ ᾿ ᾿ Ζαβγ 


284. Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ πηλίκον : (180). 
(ϑαμ βν--Ἰγλοῖχ - - αὐ βλγ-Ἐ Φ αὖμ βν--Ἰγλξω) :(--ϑαϑ--μβόγ᾽). 


Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (184). 


285. 1. αβξβγ 3, 98:8 8, βα"β--(αβ 
286. 1. 9αυβ᾽-[8αβ᾽ 3, ὕχ'--Ἰθχ 8. ἀμν--Ἰθμῆν 
287. 1. 1δαχ"--ὅαχ 3, 21-πᾷτᾷηιν 8, δε 81αβ 
288.1. [θα᾽β'--4α"}β' 2, Ι1δχ᾽ν᾽)--ὅθχέν" 8. αβ᾽γ--4οββγ. 


Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ πηλίκα τῶν κάτωϑι διαιρέσεων : (18). 
289. (85ὅχ5-4|π᾽-18χ- ἢ εχ- ἢ) 

290. (ὅχ’-Ἰδκὅ-[δχ-Ἐ 15) :(χ-Ἐ 8) 

291. (--θοχδ 2χ'--δχ-  ὅχ᾽- ]) : (--ὃχ-Ἐχ"-Ἐ ]) 

292. (2χὐ-δχ“---28.τ8- 9 χ5-Ε1θχ---8) :(χ»-Ἐδχ--- 1) 

295. θχ--οὔχ"-ῦχο--18χ- 81χ"- 9); (2χ᾽----8χ- 3). 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ πηλίκα τῶν κάτωϑι διαιρέσεων : ([8θ). 
294.1. (χ΄--): (χ- 1) 3. (χό--Ἱ): (Σ--- 1 
295. (α“-Ἐαϑ-Ἐ1) :(α"-Ε1---αἢ 

296. (49χ --ἰὥχγ"-91γ5): ({[χ---8}). 

Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ πηλίκα τῶν πολυωνύμων : (187). 

297. (χ-Ἐγ"ω"--ὅχγο) : (Σ- ΥΩ) 


298. χ"ν -- ) Ἐγλίω-- χ)  ωλί -- υ) 
' χ᾿ το) Ἐγω-- α)  ο"Ὅχ--ν) 

299 -- χ -(α"---αὐχ'-(αδ-8υ)χ"-{--αὐ-Ἐ32.}Χ---92." 
᾿ -.ὠ᾿χ᾿ -Ἐαχ-3α 


800. (αϑμ--- βδν) : (αδμ --- βόν- -αμ βάν---αἰμβν ). 
Νὰ γίνουν αἵ κάτωϑι διαιρέσεις : ([88). 
50Ί. (6χ“---ἀπῆν- χ᾽ γ᾽--ἴχν"- έν): (8χ"--ὅχγυ-2.} 
502. (60α:β"---δα"β5-[1δα"--Θ1α4β-- 8δαβέ--4β5) :(8α--β'---8αβ) 
ὅ05. {χ(“-ὔν) σύν "[[Σ--- ") --ὔν “(Ὧχ--)} -[χ᾽(σ---ϑυ)---Ὑ"ν --ϑχ)}. 
Νὰ γίνουν αἴ κάτωϑι διαιρέσεις : ([89). 
504. (4{-|8ὃχ᾽-Ἐχὴ: (Ἐχὴ 
305. (--᾿1-α--4α᾽-Ἐ4σ -Ἐθα“-Ἐαδ) : (--1-Ἐα- αὖ. 
ὅ04. Νὰ γίνῃ ἣ διαίρεσις : (190). 
τοῦ χ΄ Τ[4α᾽ --ϑία-β)]χ"---13α"α-Ἐβ)χ"- ἘΓ4α" -Ἐ8(α-Ἐβ) γχ--γ' 
διὰ τοῦ χ᾽ -Γ4α᾽χ--γ". 
Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ πηλίκον τῶν πολυωνύμων : 
807. ἰχ(» -Ἐὼ)--τἾἴα--οὐ Ἐω᾽ (Σ--")-- γα] : [χίγ-ω)-- γο] 
808. ἰγϑαβ--α᾽.--βηϑαγ β᾽}:α᾽β»-Ἐγ |β-α(β- γ}γ} 
509 (544). [χ “ν᾿ --οὐ Ἐν (ω"-- ἡ ὦ (χ"--Ὑ} χ᾽ τοῦ) ἘΥ ἴω --α)- ωὮ --)}- 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Γ΄. 
ΔΙΑΙΡΕΤΟΤΗΣ 


1, Διαίρεσις ἑνὸς ἀκεραίου πολυωνύμου τοῦ Χ 
δι᾿ ἑνὸς διωνύμου τῆς μορφῆς ΧΕα 


168. Συμβολικὴ παράστασις ἑνὸς πολυωνύμον. Ἕνα ἀκέ- 
οαιον (8 124) πολυώνυμον τοῦ χΧ παρίσταται συνήϑως μὲ τὸ σύμβο"- 
λον Π(χ) (τὸ ὁποῖον ἐκφωνεῖται Π τοῦ χ) ἢ μὲ φίχ) ἢ σί(χ) ἢ [(χ), 
κλπ. δηλ, γράφομεν πιχ. Πχ)τεαχ' -[βΧ- Υ. ᾿ 

Τὸ γράμμα χ, τὸ ὁποῖον δύναται νὰ λάβῃ οἱανδήποτε ἀριϑμητι- 
κὴἣὴν τιμήν, λέγεται μεταβλητή. 

Ἕνα ἀκέραιον πολυώνυμον τοῦ χ, βαϑμοῦ μ καὶ διατεταγμένον 
κατὰ τὰς κατιούσας δυνάμεις τοῦ χ, ἔχει τὴν μορφήν : 


Ι 


ΑΙἸχΡ -ἘΑ κΡ Α, χη Ε΄. ἘΑ,μ-Χ ΓΑ, 


Οἱ συντελεσταὶ Αο, Α,, Αεν...«νγ .͵Αμ εἶναι πραγματικοὶ ἀριϑμοί, 
ϑετικοί, ἄρνητικοὶ ἢ μηδέν. 

"Ἐὰν εἷς τὸ πολυώνυμον Πίχ) ἀντικαταστήσωμεν τὸ Χ μὲ μίαν 
δοϑεῖσαν τιμὴν ἕ, τὸ ἐξαγόμενον τῆς ἀντικαταστάσεως παρίσταται μὲ 
τὸ σύμβολον Π(ξ). 

Π.χ. ᾽Εὰν εἶναι Πιίχ)εξῶχ"--ἰοχ" -ὅχ--5 
θὰ εἶναι ΠΑ ΞΞΖ. 15---10. 15.-8. 1---5ΞΞ:---5 

Πῴ(γξξῶ. 23---Ξ10. 2᾽-Ἐ8. 2---5Ξ:---13 
Πι-3.--Ξ2. (--3,»»--1ο. (--3)-8. ([--3)-5Ξ:---173. 

᾿Ασκήσεις : 810, 811, 812, 818. ὶ 

169. Διαιρετότης διὰ π--α. Θεώρημα. Τὸ ὑπόλοιπον τῆς 
διαιρέσεως ἑνὸς ἀκεραίου πολυωνύμου τοῦ α διὰ τοῦ διωνύμου 
τῆς μορφῆς χ--α, εἶναι ἴσον μὲ τὸ ἐξαγόμενον͵ τὸ ὅὁσκοῖον προκύ- 
Ζετδι, ὅταν ἀνεικαταστήσωμεν εἷς τὸ πολυώνυμον τὸ α( διὰ τοῦ α. 

“Υπόϑεσις.: "Ἔστω φίχ) ἕνα ἀκέραιον πολυώνυμον τοῦ χ. 
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Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιρέσεως 
τοῦ φίχ) διὰ τοῦ κ---α εἶναι ἴσον μὲ φία). 

"Απόδειξις - "Ἑστω πίχ) τὸ πηλίκον τῆς διαιρέσεως τοῦ φίχ) διὰ 
(χ---αὐ καὶ Υ̓ τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιρέσεως αὑτῆς. Τὸ ὑπόλοιπον Υ 
εἶναι ἀνεξάρτητον τοῦ Χ, δηλ. τὸ Υ δὲν ϑὰ περιέχῃ τὸ χ, διότι ὃ 
διαιρέτης (χ---αὐ εἶναι ποώτον βαϑμοῦ καὶ ἑπομένως τὸ ὑπόλοιπον ϑὰ 
εἶναι βαϑμοῦ κατωτέρου τοῦ πρώτου, δηλ. μηδενικοῦ βαϑμοῦ. 

᾿Επειδὴ εἰς κάϑε διαίρεσιν ὃ διαιρετέος εἶναι ἴσος μὲ τὸν διαιρέ- 
τὴν ἐπὶ τὸ πηλίκον σὺν τῷ ὑπολοίπῳ, ϑὰ ἔχωμεν τὴν ταυτότητα : 

φ(χ)εξείκ---οὶ - πίχ) -ΕὟΥ “ (0 

Ἢ ταυτότης (1) ἀληϑεύει διὰ κάϑε τιμὴν τοῦ χ᾽ ἄρα ἀληϑεύει 

καὶ διὰ χεΞα. ᾿Αντικαϑιοτῶντες εἷς τὴν (1) τὸ Χχ μὲ τὸ α λαμβάνομεν 


φί(α)ε(α---αὐ - π(α)-ΕΥ̓ 
ἢ φίωΞτΞς Ο0 πίω)- 
ἢ φίο)εεΥ, 
"Εδείχϑη λοιπόν, ὅτι : Τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιρέσεως.... 
Παράδειγμα, Τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιρέσεως τοῦ πολυωνύμου 
φίχ)εξΞ5χ"---4σ---20 διὰ χ--3 
εἶναι φίϑ)εξ5. 3"--4. 3-20:Ξ:5..9--4. 3-20--45--12---20:Ξ13. 

17υ. Πόρισμα. Η ἀναγκαία καὶ ἱκανὴ συνθήκη, διὰ νὰ 
εἶναι ἕνα ἀκέραιον πολυώνυμον φί) διαιρετὸν διὰ χ--α εἶναι νὰ 
μηδενίξεται τὸ πολυώνυμον, ὅταν ἀντικαταστήσωμεν εἷς αὐτὸ τὸ 
« διὰ τοῦ α. 

Ἢ συνϑήκη εἶναι ἀναγκαία᾽ διότι, διὰ νὰ εἶναι τὸ πολυώνυμον 
φ(χ) διαιρετὸν διὰ χ---α, πρέπει τὸ ὑπόλοιπον Υ̓́ νὰ εἶναι μηδέν᾽ δηλ. 
πρέπει νὰ εἶναι φία)εεο. 

Ἢ συνϑήκη εἶναι ἱκανή" διότι, ἐὰν φία)ξΞο, τὸ ὑπόλοιπον Υ̓́ 
εἶναι μηδὲν καὶ ἑπομένως τὸ πολυώνυμον φίχ) εἶναι διαιρετὸν διὰ χ---α. 

Σημ. Ἢ ἔκφρασις: ἢ ἀναγκαία καὶ ἱκανὴ συνϑήκη 
ἐκφράζεται ἁπλούστερον: πρέπει καὶ ἀρκεῖ. 

Π.Χχ. τὸ ἀνωτέρω πόρισμα ἐκφράζεται καὶ ὡς ἑξῆς : 

Διὰ νὰ εἶναι ἕνα ἀκέραιον πολυώνυμον τοῦ . διαιρετὸν διὰ 
“--α, ποέσει καὶ ἀρκεῖ τὸ πολυώνυμον νὰ μηδενίξεται, ὅταν 
ἀντικαταστήσωμεν εἷς αὐτὸ τὸ χ διὰ τοῦ α. 


171. Διαιρετότης διὰ χ’Γα. ᾿Εὰν παρατηρήσωμεν, ὅτι 
χ-αΞξεχ---(--α συνάγομεν, ὅτι : 
1. Τὸ ὑπόλοιστοον τῆς διαιρέσεως ἑνὸς ἀκεραίου πολυωνύμου 
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τοῦ χα διὰ χ-Κα εἶναι ἴσον μὲ τὸ ἐξαγόμενον, τὸ ὁποῖον προκύ- 
στει, ὅταν ἀντικαταστήσωμεν εἷς τὸ πολυώνυμον τὸ χ διὰ τοῦ ---α͵ 

11. Ἢ ἀναγκαία καὶ ἱκανὴ συνθήκη, διὰ νὰ εἶναι ἕνα ἀκέ- 
θαιον πολυώνυμον τοῦ . διαιρετὸν διὰ χ.-[-α, εἶναι νὰ μηδενίξε- 
ται τὸ πολνώνυμον, ὅταν ἀντικαταστήσωμεν εἰς αὐτὸ τὸ χα διὰ 
τοῦ --οΟα. ; 


Παράδειγμα. Τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιρέσεως τοῦ πολυωνύμου 
φίχ)ξε3χ"---5χ" Γ4χ- 8 διὰ χ-Ρ2 


εἶναι φι---2)--3.(--2)»--5..(--2)-Ἐ4..(--2..8 
--3.(-8), --5.4. -4.(--2}8 
τι- 24 -ὉὮὁὋ --ὃ {|8-- 


172. Διαιρετότης διὰ ακ β. ὅπου ἀατε0. “Ἕστω, ὅτι ἕνα 
πολυώνυμον φίχ) διαιρούμενον διὰ (αΣ-Ἐ β) δίδει πηλίκον πίχ) καὶ 
ὑπόλοιπον Υ, ὅπου τὸ Υ εἶναι ἀνεξάρτητον τοῦ χ, δηλ. εἶναι ἕνας 
ὡρισμένος ἀριυϑμός. 

Κατὰ τὰ γνωστὰ ϑὰ ἔχωμεν τὴν ταυτότητα 


φίχ)εξίαχ-Ἐ β) - πίλ)-ΕΥ. }] 
᾿ἙἘὰν ϑέσοωμεν ΣΧ Ξ - Ῥ' 
ἢ (1) γίνεται φί-- 8. τε Ο. π(χ)-ΕΥ 


Ἐς 

ϑΘ8 

-᾿- 
Ι 

Ν .᾿ 

Ὡς 
Ι 


ἜΣ αὐτοῦ συνάγομεν, ὅτι : 

Ι. Τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιρέσεως ἑνὸς ἀκεραίου πολυωνύμου 
τοῦ αὶ διὰ α΄. [β εἶναι ἴσον μὲ τὸ ἐξαγόμενον, τὸ ὅὁσιοῖον προκύ- 
σιτει, ὅταν ἀντικαταστήσωμεν εἷς τὸ πολνώνυμον τὸ χ διὰ 


τοῦ -- ΠΝ 
α 


7. Διὰ νὰ εἶναι ἕνα πολυώνυμον φ(χ) διαιρετὸν διὰ α5ῳ:--, 
σιρέσιει νὰ ἀρκεῖ τὸ σολυώνυμον νὰ μηδενίξεται, ὅταν ἄντικατα- 


στήσωμεν εἷς τὸ φ(χ) τὸ χα διὰ τοῦ -- τι 

Παράδειγμα. Νὰ εὑρεθοῦν, χωρὶς νὰϊ ἐκτελεσθῇ ἡ διαίρεσις, τὰ ὑπό- 
λοιπα τῶν διαιρέσεων τοῦ πολυωνύμου φίχ)ξεκἭ---4χ"-5χ---6 διὰ χ--2͵ 
διὰ χ- 2 καὶ διὰ 4χ-1. 

Τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιρέσεως τοῦ φ(χ) διὰ χ---2 εἶναι 

φίδ) Ξ:29----4. 25-5.. 2---6ΞξΞ8---16-10---6-:---4, 
Διὰ χ- 2 εἶναι 
φί(--2)2:ΞΞ(--2)"---4. (--2"-Ἐ5.. (--δ)..-6-Ξ---8---16---10---6:::---40. 
Διὰ 4χ-ΕἸ. εἶναι 
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(Ὁ) τ Ὑ ἀ)ν.1)-- 


1 1. 5... 481 
Ξτ τ τς τ - “δ΄ 


᾿Ασκήσεις : 814, 816, 818. 


1738. ᾿Εφαρμογαί. Τὰ προηγούμενα ϑεωρήματα μᾶς ἐπιτρέπουν, 
χωρὶς νὰ ἐκτελέσωμεν τὴν διαίρεσιν, νὰ εὑρίσκωμεν τὸ ὑπόλοιπον τῆς 
διαιρέσεως ἑνὸς πολυωνύμου τοῦ χ δι᾽ ἑνὸς διωνύμου τοῦ πρώτου 
βαϑμοῦ καὶ νὰ εὑρίσκωμεν εἷς ποίας περιπτώσεις ἧ διαίρεσις εἶναι 
τελεία. : 

Παράδειγμα ον. Νὰ ἀποδειχθῇ, ὅτι τὸ πολυώνυμον φίχ)εεβ3 χ᾽ --Ἰ1χ- 10 
᾿ εἶναι διαιρετὸν διὰ χ---2, 

Γνωρίζομεν (8 170), ὅτι διὰ νὰ εἶναι διαιρετὸν τὸ πολυώνυμον φίχ) διὰ 
τοῦ χ---2, πρέπει τὸ φί(2) νὰ εἶναι ἴσον μὲ μηδέν" ἐδῶ εἶναι 

φί(2):Ξ 3. 22---Ἰ 1 . 2-10ΞΞ12---22- ΕἸύτξῦ. 

᾿Ἐπειδὴ φί(2)εξό, τὸ φίχ) εἶναι διαιρετὸν διὰ χ---2. 

Παράδειγμα 2ον. Νὰ ἀποδειχθῇ, ὅτι τὸ πολυώνυμον χϑ-νγ" -Ἐωλ--3Ξχγω 
εἶναι διαιρετὸν διὰ χ-ξ γ- ω καὶ νὰ ὑπολογισθῇ τὸ πηλίκον. 

Ἐλν θέσωμεν τὸν διαιρέτην ὑπὸ τὴν μορφὴν χ-Ἐ ( σ-Ἐὼ), τὸ πολυώνυ- 
μὸν τοῦ διαιρετέου θὰ εἶναι διαιρετὸν διὰ χ-  (γ-), ἐὰν μηδενίζεται, ὅταν 
ἀντικαταστήσωμεν τὸ χ διὰ τοῦ ---ἰ(γ-ω)᾽ ἔχομεν ᾿ 

φί--(υ -ὠὐεΞ --ἰν -Ἐω}"»- Ἐγώ" 3γ [---Ἐὼ)}} 
Ξε--σ"--3γω--3γω"--οὐ ἜΤ ωλ  3γ ὼ Ἐ3γωΐΞΞΟ. 

"Ἐπειδὴ τὸ ὑπόλοιπον εἶναι “μηδέν, τὸ πολυώνυμον χῆ-ἐγ"- ω --ζϑχγὼ 
εἶναι διαιρετὸν διὰ χ-ι Ἐν Ἕω. 

Ἐκτελοῦντες τὴν διαίρεσιν τοῦ χῆ-γ"-ωλ--βχγὼ διὰ τοῦ χω 
εὑρίσκομεν πηλίκον χΧ’-Ἐγ"-Ἐω"-- συγ στ-σχωτ-τγω. 

ἤΑρα θὰ εἶναι : 

χὲ ΤΥ ω--3χγωξείχ- Ἐν -Ἐω) χ᾽ -Ἐγ"  ω"--χυ--χω-- Ὑο). 
Ἐπειδὴ ἀκόμη εἶναι 
χρ γλξων αγ- χω γωςε τος {{π--Ὑ) τω" ίω τα)" 


ὅπως δυνάμεθα νὰ βεβαιωθῶμεν, ἐκτελοῦντες τὰς πράξεις εἰς τὸ δεύτερον 
μέλος, θὰ ἔχωμεν τὴν ταυτότητα 
᾿ . 
χε Υ ΩΣ -αβχγωῶξ "α΄ (χΣ ἘΥ Γο)(“-)" στο)" --α)ἢ. 

᾿Ασκήσεις - 820, 821, 822, 828, 824. 

Ἀ 174, Νόμος σχηματισμοῦ τοῦ πηλίκου ἑνὸς πολυωνύμου 
τοῦ ΣΧ διὰ χ--οα. "ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν τὸ πηλίκον τῆς διαι- 
θέσεως τοῦ ἀκεραίον πολυωνύμον τοῦ χΧ 

φίχ)πε χη -Α,χΡ Α,χρ ὅ- ἘΠ, νν ΕΑ μ-χτΑμ 


διὰ τοῦ διωνύμου χ--α. 
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“Ὑποϑέτομεν, ὅτι οἱ συντελεσταὰὶ Α., Α,, Α.,,.... Δ, εἶναι ἄνε" 
ξάρτητοι τοῦ χ. ᾿ 

Διὰ νὰ εὕρωμεν τὸ πηλίκον, χωρὶς νὰ ἐκτελέσωμεν τὴν διαίρεσιν 
ἐφαρμόζομεν τὸν κάτωϑι κανόνα, τὸν ὁποῖον ϑὰ δικαιολογήσωμεν εἷς 
ἄλλο κεφάλαιον. 


Κανών: “0 συντελεστὴς τοῦ πρώτου ὅρου τοῦ πηλίκου εἶναι (οι 
ἴσος μὲ τὸν συντελεστὴν τοῦ πρώτου ὅρου τοῦ διαιρετέον. 
Ὃ συντελεστὴς τοῦ δευτέρου ὅρου τοῦ πηλίκου, 4. ἘΆοα, εὑρίσκε- 
ται, ἐὰν πολλασιλασιάσωμεν τὸν προηγούμενον ὅρον τοῦ πηλίκου ἐπὶ α 
καὶ προσϑέσωμεν εἷς τὸ γινόμενον τὸν συντελεστὴν (4, τοῦ δευτέρον 
ὅρου τοῦ διαιρετέου. 
“Ομοίως ὅ συντελεστὴς τοῦ τρίτου ὅρου τοῦ πηλίκου 
Α.-ΚΑ,απ-Ἐ 4.α", 
εὑρίσκεται, ἐὰν πολλαπλασιάσωμεν ἐπὶ α τὸν συντελεστὴν Α,-ἘΆΑᾺια τοῦ 
προηγουμένου ὅρου τοῦ πηλίκου καὶ προσϑέσωμεν εἰς τὸ γινόμενον 
αὐτὸ τὸν συντελεστὴν τοῦ τρίτον ὅρου τοῦ διαιρετέου καὶ οὕτω καϑεξῆς. 
Οὕτω, ἐὰν παραστήσωμεν μὲ Β., Β,, Β,,.... τοὺς συντελεστὰς 
τῶν ὅρων βαϑμοῦ μ---ἰΙ, μ---2, μ---38,..., τοῦ πηλίκον, ὁ νόμος τοῦ 
σχηματισμοῦ τῶν συντελεστῶν αὑτῶν ὁρίζεται ἀπὸ τὸν προηγούμενον 
κανόνα καὶ ἐπίσης ἀπὸ τοὺς κατωτέρω τύπους : 
Βεξξας 
Β,ΞΞΒ.α-Α,ΞΞΑα-ΓΑ, 
Β,ΞΞΒια-Α,Ξεα να" ἘΑ, ἜΑ, 
Β,ΞΞΒ,α-Α,ΞΞΑ να" ἘΔ, αἰ Α,ατΕᾺ, 


Β.--᾿ἰΞξΞΒμ-- “α- Ἀμ-ξξϑάναβ -Α,ακΑ,αΒ “... 


ἜΑΔμ-ατ-Ἀμ-- 
Παρατήρησις. Τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιρέσεως τοῦ φί(κχ) διὰ χ---α 
εἶναι Βμ- απ ὰμ 
ἢ Αναβ -ἘΑ αν πΊ -ΕΑναρ -νςς ΕΔ, Ἰαταμν 


δηλ. εἶναι ἦ τιμή, τὴν ὁποίαν λαμβάνει τὸ δοϑὲν πολυώνυμον φίχ), 
ὅταν ἄντικαταστήσωμεν εἷς αὗτὸ τὸ χ διὰ α᾽ δηλ. ἔχομεν μίαν νέαν 
ἀπόδειξιν τοῦ ϑεωρήματος τῆς 8 169. 

"Ἐὰν. ὃ διαιρετέος εἶναι πολυώνυμον ἐλλιπές, ϑὰ συμπληρώνεται, 
ὥστε νὰ περιέχῃ ὅλας τὰς δυνάμεις τοῦ γράμματος διαιρέσεως, κατὰ 
τὴν 8. 129, : 
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Παράδειγμα. Νὰ εὑρεθῇ τὸ πηλίκον καὶ τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιρέσεως 
τοῦ πολυωνύμου 
3χ᾽--χ'-2χ"--ὅχ-  }] διὰ χ--ἅ, 
Κατὰ τὸν ἀνωτέρω κανόνα 


Ὃ συντελεστὴς τοῦ χἢ εἶναι ΒυοΞξΞΕΑοξξβ 

» » » χΧϑ » ΒιΞεΒοα-Α ΞΕ 3. 4---5Ξ:7 

ἣ » »Χ » Βῳ-ΞΒι ἜΑ ,Ξε 7. 4--::-:2Ξ530 
» 5 » σταθεροῦ ὅρου » δΒΒι-:Βια ΓΆςΞϑβϑΟ. 4--ΞΞ114 
Τὸ ὑπόλοιπον » 114. 4-ῸῈῸ1-Ξ ΞΞ457 
“Ὥστε τὸ πηλίκον » 3χ5--7χ-3Ο0χ-Ὲ14 


καὶ τὸ ὑπόλοιπον » 457. 
Σημ. ᾿Ἐὰν ὁ διαιρέτης εἶναι Σ-Γαὰ ἐφαρμόξομεν τὸν κανόνα τῆς 8 114 
μὲ μόνην τὴν διαφοράν, ὅτι ἀντὶ α πρέπει νὰ θϑέτωμεν ---αἰ 


ῷ. ᾿Αξιοσημείωτα πηλίκα 


115. Πηλίκα τῶν διαιρέσεων (χ" :- απ) : (π Ξ α). 1. Πηλί- 
πον τῆς διαιρέσεως (χχ" --- αὐ}: (5 --α). Τὸ διώνυμον χΒ --- αὐ εἶναι 
πάντοτε διαιρετὸν διὰ χ--α, διότι τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιρέσεώς 
του διὰ χ--τ-α εἶναι 

φ(α) πα" --- αἴ τΞξε 0, διὰ κάϑε τιμὴν τοῦ μ. 

᾽Εὰν ἐκτελέσωμεν τὴν διαίρεσιν τοῖ χα --- αὐ διὰ Χ-τα, εὑρίσκον 

μεν πηλίκον 
πίχ)εχ  "-Ἐαχη - αἶχη αἰ χκ ἡ-Εννςς τ αμτι, 
“Ἄρα ϑὰ εἶναι : 


(χ" ---- α )Ξξ(κ ---αὐ(χμ -1--αχΡ - α χ  ὅ- οι ,ςς τ αμ "ἢ 


χ" ἡάκονε α" 
πὰ 








Ξεχλτ  - ΧΡ “-αἾκΡ -... τ αλ τς - απ 


«Ξ» 





᾿ΠΠ. τ (χ"---αϑ): (κ- -τ- οὐξεχθ-αχτίαῦ ἄρα 





χ'--αἰ--ἰχ--αὐ α΄ Γακ-  αἢ 


(σ΄ --αὐ : (»--οὐ-εχθ απ’ [αὐχμοῦ ἄρα 





χ' --αἰΞ-Ξ(χ--οὐίχ' Ἐαχ’ [-ακ- αὐ 








ΠΠ|. Πηλίκον τῆς διαιρέσεως (υ" --- αἰ"). (.-[-α). Τὸ ὑπόλοιπον 

τῆς διαιρέσεως τοῦ φίχ)εεεχ" --- αὐ διὰ τοῦ χ-Ἐα εἶναι 
φί---α)Ξε(--οἡν ---Οκ. () 
1ον ᾿Ἐὰν μ εἶναι ἄρτιος ἀνσιϑμός, ϑὰ εἶναι (---α)" ΞξΞ α" καὶ ἣ (1) 


γίνεται φί---α)τεξαβ --- αἢ ΞξΞξ Ο. 
ἑ 
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"Εὰν λοιπὸν μ ἄρτιος, τὸ ὑπόλοιπον εἶναι μηδὲν καὶ ἑπομένως 
τὸ χΡ -- αἴ εἶναι διαιρετὸν διὰ χ-Γ΄α καὶ δίδει πηλίκον 
πίχκ)εεχρ 1---αχρ - αχρ ὅ-τος ςς τ αὐ τ χ---αλ ιν 
ἼΑρα ἐὰν μ εἶναι ἄρτιος, ϑὰ εἶναι 





(π" --- α")εξίχ --α) (πν-ἰ-- απ "-- α κΡ ὅ--. ἐν αν κ-αΐ ἢ) 








χ" --α" 
ῇ -  --- 


χα 


Ξαχῆ } -αχ “- οαἾ κ" ὅ--...  -Γαλ κ--αὐ 





Π.χ. (χ΄--αὐ :(χ- ογξεχ"--αχ᾽  αὖχ--ο. 

2ον. ᾿Εὰν μ᾽ εἶναι περιττὸς ἀριϑμός, ϑὰ εἶναι (---α)ν Ξξ---αὐ καὶ 
ἣ (ἢ) γίνεται φί---α)Ξξξ---α" - αὐ Ξξε- --ῶαμ. 

"Ἐὰν λοιπὸν μ εἶναι περιττὸς ἀριϑμός, τὸ ὑπόλοιπον φί---α) εἶναι 
διάφορον τοῦ μηδενὸς καὶ ἑπομένως τὸ χ"" ---αὐ δὲν εἶναι διαι- 
ρετὸν διὰ χ-Γα. Τὸ πηλίκον εἶναι : 

πίχ)τεχρ 1-παχΡ - αἰχρτ ὅποιος τοαλ Χ- αν, 

Γ.χ. (χ' ---αὐ) -(χ- αὐ δίδει πηλίκον χ' --αχ-Γα' καὶ ὑπόλοιπον --2α5, 

11. Πηλίκον τῆς διαιρέσεως (." -ἴ- α"}: (.-α). Τὸ ὑπόλοι" 
πον τῆς διαιρέσεως τοῦ φίχ)τε:χ" - αὐ διὰ χ-ξα εἶναι 


φί-- α)τεεί---αἡκ -Ἔ αὐ () 
1ον. Ἐὰν μ εἶναι ἄρτιος ἀριϑμός, ϑὰ εἶναι (---αἡ ΞΞ- αν καὶ ἣ 
(0) γίνεται φί--α)ξΞξ- αν -ἘαΡ τεε- ϑαμ, 


“Ὥστε : ξὰν μὶ εἶναι ἄρτιος, τὸ ὑπόλοιπον φί---αὶ εἶναι διάφορον 
τοῦ μηδενὸς καὶ ἑπομένως τὸ χὰ δὲν εἶναι διαιρετὸν 
διὰ χΓα. Τὸ πηλίκον εἶναι 

πίχ)εχβ τ -ταχμ ἡ Ἐαΐχη ὅσ ον τα ἤχ τ αρτ ΄, 

Π.χ. Ἢ διαίρεσις (χ΄-Ἐα5): (χ-[οὐ δίδει πηλίκον, χῦ--ααν-Καῦχ--αὐ καὶ 
ὑπόλοιπον 2α“. 

2ον. ᾿Εὰν μ εἶναι περιττὸς ἀριϑμός, ϑὰ εἶναι (---αὶΡ ΞΞ---αἰ καὶ 
ἡ (1) γίνεται φί---αὐ)------αἴ -αμ Ξξξ0. ᾿ 

“Ὥστε : ἐὰν ὃ μ᾽ εἶναι περιττὸς ἀριϑμός, τὸ ὑπόλοιπον φί---αὶ 
εἶναι μηδὲν καὶ ἑπομένως τὸ χ' αὐ εἶναι διαιρετὸν διὰ 
χα. 

Τὸ πηλίκον πίχ) εἶναι 

πίχ)γξεχρ στ αχη "-αχη ὅποι ος πταρ ἔχ - μ΄, 
“Ὥστε, ἐὰν μ εἶναι περιττὸς ἀριϑμός, ϑὰ εἶναι 
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(π' - α")͵)εείσ-α)ί(χ" "--απὴ  Ἐα  χ’ " --....τταχλ "Ἐαντ ἢ) | 





ἢ ΧΡ -Γ α" 


-εχι 1-αχ “-αἾκη ὅ--.... --αχλ απ! 
Τα Ἔ Ἔ 


Π.χ. (χ" αἢ : (χ- οὐξεχ"--αχ- α΄, ἄρα 
χ"-Γαἰξείχ -α) (κ"--αχ- αἢ 


ἵν. Πηλίκον τῆς διαιρέσεως (" -- α"}): (. --αἡ Τὸ ὑπόλοι- 
πον τῆς διαιρέσεως τοῦ φίχ)τεεχΡ -[- αὐ διὰ τοῦ χ---α εἶναι. 

φία) ΞξΞ αἡ' - α Ξξε ϑαμ. 

"Ἐπειδὴ τὸ ὑπόλοιπον φία) εἶναι διάφορον τοῦ μηδενός, δι᾽ οἷαν" 
δήποτε τιμὴν τοῦ μ, ἕπεται, ὅτι τὸ χ' “αὐ δὲν εἶναι ποτὲ 
διαιρετὸν διὰ χ--α. 

Π.χ. Ἡ διαίρεσις (χμ. -Ἐ αμ): (χ---αἡ δίδει πηλίκον 

χμ- τ αχμ- τ -[αἶχμ- δ,  ος -Εαμπι καὶ ὑπόλοιπον 2αμ. 
᾿Ασκήσεις :- 82, 827, 828, ὅ80, 381, 888, 88δ, 888, 889. 





8. ᾿ Διαίρεσις ἑνὸς ἀκεραίου πολυωνύμου τοῦ Χ 
δι᾽ ἑνὸς γινομένου διωνύμων παραγόντων 


176. Διαίρεσις διὰ (κ---α)(»---β)(π---) .... Θεώρημα. Ὅταν 
ἕνα ἀκέραιον πολνώνυμον φ(ι) εἶναι διαιρετόν, χωριστά, διὰ 
τῶν διωνύμων χ.--αο, χο-β. χ“τ--γ, ὅπου α, β,γ εἶναι ἀριϑμοὶ 
διάφοροι μεταξύ των, τὸ πολυώνυμον φ(χ) εἶναι διαιρετὸν καὶ 
διὰ τοῦ γινομένου (χ--α)(»---β)(α---γ) 

"Απόδειξις - ᾿Επειδὴ τὸ φίχ) εἶναι διαιρετὸν διὰ Χ΄--α, ϑὰ δίδῃ 
ἕνα πηλίκον πιί(χ) καὶ ϑὰ ἔχωμεν τὴν ταυτότητα 

φίκ)εε(χ--αὐ - π,ί(χ) () 
Ἢ ταυτότης αὐτὴ ἀληϑεύει διὰ κάϑε τιμὴν τοῦ χ, ἄρα καὶ διὰ 
χοςΞβ᾽ ἐὰν ἀντικαταστήσωμεν εἷς τὴν (1) τὸ χ μὲ β, λαμβάνομεν 
φ(β)--Ξ(β---αἡ - π,(β) (2) 
᾿Ἐπειδὴ τὸ φ(χ) διαιρεῖται ἄχριβῶς διὰ χ---β, ϑὰ εἶναι φίβ)ξεο 
καὶ ἑπομένως ἣ (9) γράφεται θΞείβ---α) - π,(β). 

Διὰ νὰ εἶναι τὸ γινόμενον (β---α) - πι(β) ἴσον μὲ μηδέν, πρέπει 
(8 56. ἢ ὃ ἕνας ἀπὸ τοὺς παράγοντάς του νὰ εἶναι ἴσος μὲ μηδέν᾽ 
ἀλλὰ ὁ παράγων β---Ο εἶναι διάφορος τοῦ μηδενός, διότι ἐξ ὕποϑέ- 
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σεως βα᾽ ἄρα ϑὰ εἶναι ἴσος μὲ μηδὲν ὃ ἄλλος παράγων π,(Ρ), δηλ. 
ϑὰ εἶναι π,ιίβ)εξο. 
᾿Επειδὴ πιίβ)εξο, τὸ πολυώνυμον πι(χ) εἶναι διαιρετὸν διὰ χ---β 
καὶ ἔστω, ὅτι δίδει ἕνα πηλίκον πιίχ). Θὰ ἔχωμεν τότε τὴν ταυτότητα 
πι(κ)εεείχ ---β) - πείχ). 
᾿Αντικαϑιστῶμεν εἷς τὴν ἰσότητα (1) τὸ π,ι(χ) μὲ τὸ ἴσον του 
(.--- β) - π,ιίχ) καὶ ἔχομεν 
φί(χ)εξιί(χ---α)(χ---β) - πιίχ) (3) 
Ἢ ταντότης αὐτὴ ὑφίσταται διὰ κάϑε τιμὴν τοῦ χ, ἄρα καὶ διὰ 
ὑπ ἐὰν ἀντικαταστήσωμεν εἷς τὴν (8) τὸ χ διὰ τοῦ γ, ϑὰ ἔχωμεν 


φίγγεείγ---α)(γ---β) - πείγ) (4) 
᾿Αλλὰ φίγ)εεθ, διότι τὸ φί(χ) εἶναι διαιρετὸν διὰ χ--- γ᾿ ἑπομένως 
ἡ (4) γράφεται θΞξξίγ---α)(γ---β) - πείγ). 


᾿Αλλὰ διὰ νὰ εἶναι τὸ γινόμενον (γ---α)(γ---β) - πιὸ) ἴσον μὲ 
μηδέν, πρέπει ὃ ἕνας ἀπὸ τοὺς παράγοντας νὰ εἶναι ἴσος μὲ μηδέν᾽ 
ἀλλ᾽ οἱ παράγοντες (γ---α), (γ---β) εἶναι διάφοροι τοῦ μηδενός, διότι 
ἐξ ὑποϑέσεως εἶναι αξέβοεγ᾽ ἄρα ϑὰ εἶναι ἴσος μὲ μηδὲν ὃ τρίτος 
παράγων πι(γ), δηλ. ϑὰ εἶναι π,(γ)ΞΞ0. 

᾿Επειδὴ π,ίγ)γεεο, τὸ πολυώνυμον π,(χ) εἶναι διαιρετὸν διὰ χ---Ύ 
καὶ ἔστω, ὅτι δίδει ἕνα πηλίκον π,(χ) ϑὰ ἔχωμεν τότε τὴν ταυτότητα 

πι(χ) είν --- ῦ - π,(χ). 

᾿Αντικαϑιστῶμεν εἷς τὴν (8) τὸ πιίχ) μὲ τὸ ἴσον του (Χ---Ὑ)} - π,)(χ) 
καὶ ἔχομεν φίκχ)εξίχ---α)(χ ---β)(χ ---Ὑ) π,ίχ). 

Ἢ τελευταία ταυτότης δεικνύει, ὅτι τὸ πολυώνυμον φίχ) εἶναι 
διαιρετὸν διὰ τοῦ γινομένου (χ---α)(χ---β)(χ---)} καὶ δίδει πηλίκον 
πιίχ). 

᾿Αντιστρόφως. “Υπόϑεσις : Ἔστω, ὅτι τὸ πολυώνυμον φ(κ) εἶναι 
διαιρετὸν διὰ τοῦ γινομένου (χ---α)(κ---β)(κ---Ὑ). 

Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι τὸ φίχ) εἶναι διαιρετόν, χωρι- 
στά, διὰ χ--α, διὰ χ-- β, διὰ χ---Υ. 

᾿Απόδειξις : “ἕστω πίχ) τὸ πηλίκον τῆς διαιρέσεως τοῦ φίχ) διὰ 
(χ ---οαο)(χ ---β)(χ ---ὙἹὐ ἄρα ϑὰ ἔχωμεν τὴν ταυτότητα 

φίχ)εξε(χ---α)(χ---β)(κ ---γ) - πί(χ). 

Ἧ ταυτότης αὑτὴ δεικνύει, ὅτι τὸ φί(χ) εἶναι διαιρετὸν διὰ χ---α 
καὶ δίδει πηλίκον (χ---β)(κ---γ) - πίχ), ἢ ὅτι εἶναι διαιρετὸν διὰ χ---β 
καὶ δίδει πηλίκον (χ---α)(χ ---γὴ - πίχ), ἢ ὅτι εἶναι διαιρετὸν διὰ χ--- 
καὶ δίδει πηλίκον (χ---α)(χ---β) - πίχ). 

177. Γενίκευσις τοῦ ϑεωρήματος. Ὁμοίως ἀποδεικνύεται τὸ 
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ϑεώρημα, ἐὰν οἱ διώνυμοι παράγοντες εἶναι περισσότεροι τῶν τριῶν᾽ 
ἐξ αὐτοῦ συνάγομεν τὸ κάτωϑι γενικὸν ϑεώρημα : 


Θεώρημα. Ὅταν ἕνα ἀκέραιον σεολυώνυμον τοῦ α μηδενί- 
ξεται διὰ διαφόρους τιμάς, α, β, γ,....1. τὸ πολυώνυμον αὐτὸ 
εἶναι διαιρετὸν διὰ τοῦ γινομένου 

(χ---α)(κ---β)(κ---ὐ .... (Χ -τ-λ). 
Παράδειγμα ἴον. Νὰ ἀποδειχθῇ, ὅτι τὸ πολυώνυμον 
φίχ)ξε χ" -2χ"-ῦχ--- 
εἶναι διαιρετὸν διὰ τοῦ γινομένου 
(«- 1)(χ---)ι  -3). 

Ἐξετάζομεν, ἐὰν τὰ φί--1), φί2), φί--3) εἶναι ἴσα μὲ μηδέν. Ἐδῶ 

εἶναι φί--1γΞΞι---1)»---2(---1)».--δ(---1)---6Ξ----Ἰ-2-5-ὅεξὸ 
φίϑ)εξξ 25-:2.23--5. 2---6:Ξ8--8---10--΄ἼἀΞξὺ 
φί---3)ΞΞ(---3»-2. (---3)"-5. (--.3)-6ΞΞ---27-[18-:]15--ὅτΞο. 

Ἐπειδὴ φί--Ἴγεξο, φίζγξξο, φί---3βξξθῦ, τὸ πολυώνυμον εἶναι διαιρετόν, 
χωριστά, διὰ χ- ΕἸ, διὰ χ--2, καὶ διὰ χ- 3 ἄρα θὰ εἶναι διαιρετὸν καὶ διὰ 
τοῦ γινομένου (χ-1)(χ--2).χ-Τ.3). 

Παράδειγμα 2ον. Νὰ ἀποδειχθῇ, ὅτι τὸ Χμ --- αμ εἶναι διαιρετὸν διὰ 
χ᾽ --αὖἾ, ὅταν τὸ μ εἶναι ἄρτιος. 

Γνωρίζομεν (ἃ 175), ὅτι τὸ χκ --- αα εἶναι διαιρετὸν διὰ Χε-α καὶ διαι- 
ρετὸν διὰ τοῦ χ-Γα, ὅταν ὁ μ εἶναι ἄρτιος" ἄρα τὸ χμ --- αμ θὰ εἶναι διαι- 
ρετὸν καὶ διὰ τοῦ γινομένου (χ---οΟὐ( -Εο)ξεχ"---αϑ, 


178. Πόρισμα. ᾿Εὰν ἕνα ἀκέραιον πολυώνυμον 


φί(χ)πελιχρ Αι ΧΚ ΚΑ ΧΡ -Εννςς  Αμ-οΧτ-Ὰμ 
μηδενίξεται διὰ μ διαφόρους τιμὰς τοῦ .;, ἔστω τὰς α, β, γ....1, 
τὸ πολυώνυμον αὐτὸ εἶναι ἴσον μὲ τὸ γινόμενον 
Αο(κ---α)(κ--- β)(κ ---Ὑ)ὁ}Ῥ -... (κ--λ). 

᾿Επειδὴ τὸ πολυώνυμον φίχ) μηδενίζεται διὰ χεα,β,γ, ....}λ, ϑὰ 
εἶναι διαιρετὸν δι᾽ ἑκάστου τῶν διωνύμων (χ---αὐ, (κ---β), (Χ---Ὑ) ...... 
(χ---ὴ καὶ ἑπομένως ϑὰ εἶναι διαιρετὸν καὶ διὰ τοῦ γινομένου τῶν 

(κ--- α)(κ--- β)(α ---Ὑ) . .. .(κ--). 

Τὸ γινόμενον αὐτὸ εἶναι ἕνα ἀκέραιον πολυώνυμον τοῦ χΧ καὶ μ 
βαϑμοῦ. ᾽Αν διαιρέσωμεν τὸ πολυώνυμον φίχ), τὸ ὁποῖον εἶναι μ βα- 
ϑμοῦ, δι᾽ ἑνὸς πολυωνύμου τοῦ αὐτοῦ βαϑμοῦ μ, ϑὰ λάβωμεν ἕνα πη" 
λίκον βαϑμοῦ μηδὲν καὶ ἑπομένως ἀνεξάρτητον τοῦ Χ. 

Τὸ πηλίκον ϑὰ εἶναι λοιπὸν μία σταϑερὰ ποσότης, ἣ ὁποία εὗ- 
οίσκεται, κατὰ τὸν κανόνα τῆς διαιρέσεως τῶν πολυωνύμων (8 160),. 
ἂν διαιρέσωμεν τὸν πρῶτον ὅρον Αὐχ" τοῦ διαιρετέον διὰ τοῦ πρώτου 
ὅρου χ"" τοῦ διαιρέτου᾽ δηλ. εἶναι Αοχ : ΧΡ ΞΞΞ Α.. 
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Τὸ πηλίκον ϑὰ εἶναι Α καὶ κατὰ τὴν ταυτότητα τῆς τελείας διαι- 
ρέσεως ϑὰ ἔχωμεν 
φίχ) τε υχη -ἘΑ χβ τις Αμ ΞΞ Αε(χ -ο-ο)(χ--- β}(χ---γ)..,,,,ς (χ---λ). 
Παράδειγμα. Τὸ πολυώνυμον 7κ58---42χκ5-}-77Χχ---42 μηδενίζεται διὰ 
ΧΕΞΊ, χεξ2, χἕϑϑ' ἄρα θὰ εἶναι ΄ 
7Χ8---42χ5-} 77χγ---42--7χ- 1)(χ---2)(.---3). 
᾿Ασκήσεις : 842, 848, 844, 846. 


᾿Ασκήσεις 
510. (191). ᾿Εὰν φίχ)εεῦχ"--ὅχ"-2χ--1 νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ φί---1, 


φ(), φ(0), φί-- -2.}. 


511. (192). "Ἐὰν φίχ)εεσ"---αχ" -Εϑαχ-ωΣ νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ φία) 
καὶ φί--αὐ. 

512. (198), ᾿Βὰν φίχ)Ξῦχ"--ὃχ νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ φίχ-Ἐ1)--- φία). 

518, (194). ᾽Εὰν φίπ)ε:χϑ---ῦχ-Ἐ2 νὰ ὑπολογισθῇ τὸ φίχ Ὶ) --φία--Ἰ), 

Νὰ εὑυεϑοῦν τὰ ὑπόλοιπα τῶν κάτωϑι διαιρέσεων, χωρὶς νὰ ἐκτελεσϑῇ 
ἣ πρᾶξις : (198). 

514.1, (χ᾽--4χ-Ἐ 5): (τ---) 2, (ὕχϑ--ἰχ-Ἐ8χ- 1): (χ---8) 

,515.1. (δχ'"--ὅχ--1)}: (Χ--1 2. (-- χ᾽ --χϑ-- χ- 1): (χ--ῦ).. 

Νὰ εὑρεϑοῦν τὰ ὑπόλοιπα τῶν κάτωθϑι δισιρέσεων χωρὶς νὰ ἐκτελεσϑῇ 
ἧ πρᾶξις : (196). 

516. 1. ἰὄὅχϑ--ὅχ᾽-Ε͵χ Ἐ1) : (χ- 1) ἢ, (χ΄--8χ᾽" Ἐχ--1Π}7ὁὕ(χ- 8) 

817. 1. (δχ'--ὃχο-Ἐπ---ἢ : (χ- 8 9, (χρ--ὃχ-.3) -ἰχ-[). 

Νὰ εὑρεϑοῦν τὰ ὑπόλοιπα τῶν κάτωϑι διαιρέσεων, χωρὶς νὰ ἐχτελεσϑῇ 
ἢ πρᾶξις : (191). 

518. 1. (ἀχ’- δχ-[θ) :ῷ χ--ἢ ἢ, (ῶχι.--ἀχϑεῦχ- 1). (8χ--9) 

519.1. (χ"--8χ"- Ὁ) : (8χ- 1) 2. (θ0χθ--ὅχ" -Ἐσ--- 1: (2 χ- 8), 

520. ([98) Νὰ εὑρεϑῇ, χωρὶς νὰ ἐκτελεσθῇ ἡ διαίρεσις, τὸ ὑπόλοιπον 
τῆς διαιρέσεως τοῦ ὃχ"--ῦχϑ---χῆ- χιρὸ διὰ χ--Β8, διὰ χ-9, διὰ ῶχ--8, διὰ 
8χ-Ἐ]1. 

521. (199). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ πολυώνυμον 8.χ--4χ--1 εἶναι διαι- 
θετὸν διὰ χ--8ὅ. 

522. (200). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ πολυώνυμον α"--4αβ-8β εἶναι διαι- 
ρετὸν διὰ α---8β. 

526. (201). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ (Χ-ἘὙ)}μ --χμ ττνμ εἶναι διαιρετὸν διὰ 
ΧΈΣΓΥ, ὅταν τὸ μ εἶναι περιττὸς ἀριϑμός. 

9524. (202). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ (α-Ἐ β-γὶμ -ταμ ---ἢβμ ---μ εἶναι διαι- 
ρετὸν διὰ αΤ β, α“Ἔγ, β-ΈΥ, ὅταν ὁ μ εἶναι περιττὸς ἀριϑμὸς καὶ ϑετικός. 


Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ πηλίκα καὶ τὰ ὑπόλοιπα τῶν κάτωϑι διαιρέσεων, 
χωρὶς νὰ ἐκτελεσϑῇ ἢ διαίρεσις : (208) 

525. 1. (α“--β᾿): (α--β) ᾿ ὥ, (α"--1}: (α-- 

826. 1. (χό--νῇ): (χ-- ν) 2, (»"-ὸι» πὴ 

527. 1. (χ--αὐ) : (“---αὶ 2, (ε΄--βῆ :(α--β) 
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“Ὁμοίως τῶν κάτωϑι διαιρέσεων : (3201). 


828. 1. (αδ--βῆ): (α-Ἐβ) 2. (ω΄--βὴ :(αἘβ) 
529.1. (χ΄--Ι}:(χΧ- 1) 3. (χ--αὐ :(χ-α) 
ὅ30.1. (χ΄--γὸ): (χ-) ῷ, (α΄ --1: (α-Ἐ1). 


Ὁμοίως τῶν κάτωϑι διαιρέσεων : (20). 

531. 1. (α"-1βὴ) («Ὁ β 3. (α"1βὴ):(β) δὅ. (α΄Ἐ1): (6.1) 

832. 1. (χ'-Ἐγ5): (χ- Ὁ) 2. (χ6Ἐ1)}:(χ- 1) 8. (χ΄-Ἐο 5): (χα). 
"Ὅμοίως τῶν κάτωϑι διαιρέσεων : (306). . 

ὅξξ. 1. (α'-Ἐβ5): (α--β) 9, (χ'Ἔ γ:(χ--ν 8. (χ΄ 1): (χ--1) 

ὅ84.1. (α".1β᾽) :(α--βὶ 3. (α΄ Ἐ}): (α--1) 8. (υ“Ἐβ9):(ν--βι. 
“ὍὋμοίως τῶν κάτωϑι διαιρέσεων : (207). 


855.1. (16--χῇ) : (2-χ) ἢ. (χ'--Ιἰόγὴ) :(χ- 2.) 
ὅ36.1. (χ'- ϑυνῆ -(χ- 3.) 2, (1μ5-Ἐ1): (8μ--}) 
557. 1. (θ4χ--]) : (άχ--1) ῷ, (81α“--160β5) : (8α---38). 


888. (908). Ποίων τελείων διαιρέσεων τῆς μορφῆς (χμ - αμ): (χ:Ἐα) 
εἶναι πηλίκα τὰ κάτωϑι: 


1. χλταχ-Γαἢ' 4, χ'ΈχἜΧτΙ 
ὥῶ. χ'--αχξαῦ 5. α"Ἐα᾽β-[αβ"-Ἐβ᾽ 
8, χ᾽ --χΧΊ! θ. χ’--Υχ-Γγ᾽ χ" -- υΧΈΥ". 


889. (209). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ 182ν--1 εἶναι διαιρετὸν διὰ 14, 
840, (210). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ 13. 1-} εἶναι διαιρετὸν διὰ 8, 
344. (211). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἡ παράστασις 35"--Ἰ εἶναι διαιρετὴ διὰ δ1 
καὶ διὰ 121. 
542. (341). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ πολυώνυμον 
φίχ)τεάχϑ---ἰ2χ".--- 4χ- 12 
εἶναι διαιρετὸν διὰ τοῦ γινομένου (“--1Ἰχ- 1)(α---ϑ). 
548. (342). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ πολυώνυμον 
φίχ)τεῶχ"---ὃχ᾽ --ὃχ᾽ -11χ---ῦ 
εἶναι διαιρετὸν διὰ τοῦ γινομένου (χ--Ἰ)χ-3)(χ--8). 
544. (243). Νὰ ἀποδειχϑῇν ὅτι τὸ πολυώνυμον 
φίχ)»"ῶχ᾽--π΄ --Ἰοχ᾽-ὔχ' -ἰὃχ--4 
εἶναι διαιρετὸν διὰ τοῦ (χ"Ὑ---1)(χ"---4) καὶ νὰ ὑπολογισθῇ τὸ πηλίκον. 
845. (244). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ πολυώνυμον 
φίχ)εξεχ"-Ἐχ΄--θχ'--14χ"--11χ--ϑ 
εἶναι διαιρετὸν διὰ (χ-[-1)" καὶ νὰ εὑρεϑῇ τὸ πηλίκον. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Δ' 


ΑΝΑΛΥΣΙΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ ΕΙΣ ΓΙΝΌΜΕΝΟΝ 
ΠΑΡΑΓΟΝΤΩΝ, Κ.Λ.Π. 


1. ᾽Ανάλυσις παραστάσεων εἰς γινόμενον παραγόντων 


1719. “Ορισμός. ᾿άνάλυσις μιᾶς παραστάσεως εἷς γινόμενον πα- 
Θαγόντων λέγεται ὃ μετασχηματισμὸς αὐτῆς εἷς γινόμενον παρα- 
γόντων. 

Ἢ ἀνάλυσις μιᾶς ἀλγεβρικῆς παραστάσεως εἷς γινόμενον παρα" 
γόντων εἶναι ἕνα ἀπὸ τὰ σπουδαιότερα προβλήματα τῆς ᾿Αλγέβοας. 
Μὲ αὑτὴν συντομεύομεν τὰς πράξεις ἐπὶ τῶν ἀλγεβοικῶν παραστάσεων, 
ἁπλοποιοῦμεν τὰς κλασματικὰς παραστάσεις καὶ κατορϑώνομεν νὰ 
λύωμεν ἐξισώσεις ἀνωτέρου βαϑμοῦ, ὡς ϑὰ ἴδωμεν εἷς ἄλλο κεφάλαιον. 
Διὰ νὰ ἀναλύσωμεν μίαν ἀλγεβοικὴν παράστασιν εἷς γινόμενον παρα" 
γόντων πρέπει νὰ ἐξετάζωμεν, ἐὰν ἢ παράστασις δύναται νὰ ἀναχϑῇ 
εἷς μίαν ἀπὸ τὰς κάτωϑι περιπτώσεις : 


180. Οἱ ὅροι τῆς παραστάσεως ἔχουν κοινὸν παράγοντα. 
Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν ϑέτομεν τὸν κοινὸν παράγοντα ἐκτὸς πα" 
οενϑέσεως, ὅπως ἐδείχϑη εἷς τὴν 8 168. 

Παράδειγμα. Νὰ τραπῇ εἰς γινόμενον παραγόντων ἡ παράστασις 

12α"β---Ἰ6αβ"- 4.58. 

Οἱ ὅροι της ἔχουν κοινὸν παράγοντα τὸν 4αβ. Θέτομεν τὸ 4αβ ὡς κοι- 
νὸν παράγοντα ἐκτὸς παρενθέσεως καὶ εὑρίσκομεν 4αββα--4β-α". 

Ἡ διάταξις τῶν πράξεων εἶναι: 

12α"β--16αβ"-4.5β--4αβί(ϑα--4β-α". 

Παρατήρησις. "Ενίοτε ὃ κοινὸς παράγων τῶν ὅρων μιᾶς παρα" 
στάσεως φαίνεται, ὅταν ἀλλάξωμεν τὸ σημεῖον ἑνὸς ὅρον της. 

ΠΧ. Ἔστω ἡ παράστασις 2αίχ---γ)-3βίν ---Σ). 

Ἢ παράστασις αὐτὴ γράφεται 2αί;---»)---βϑβίχ--ν). 

Θέτομεν τὸν κοινὸν παράγοντα (χ---γ) ἐκτὸς ) παρενθέσεως καὶ ἔχομεν 

(«--υγῶα---3β). 
Θὰ ἔχωμεν λοιπὸν κατὰ σειράν : 
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2α(κ---Ὑ)-Ἐ3βίν ---α)ξξζαίσ---")--ϑβίσ -υ) 
, Ξεί  -υ)ία--3β,. 
᾿Ασκήσεις : 846, 348, 860, 854, 856, 8δ8, 860. 


181 Ἢ παράστασις εἶναι τῆς μορφῆς α’---β᾽ Εἷς τὴν περί- 
πτῶσιν αὑτὴν ἐφαομόζομεν τὴν ταυτότητα 


α' --ἰβὐΞΞ (α-Ἐβ)(α---Ββ) (η) 


ἢ ὅποία προκύπτει ἀπὸ τὴν γνωστὴν (8 160) ταυτότητα 


(α-Γβ)(α---β)ε- αὐ --β', 
ἐὰν ἐναλλάξωμεν τὰ μέλη της. 

Παραδείγματα. 1ον. Ἔστω, ὅτι θέλομεν νὰ τρέψωμεν τὴν παράστασιν 
9χ"---4«2 εἰς γινόμενον παραγόντων. Ἧ παράστασις αὐτὴ γράφεται 
(9χ)».--()ο)» δηλ. εἶναι διαφορὰ τετραγώνων τῶν ἀριθμῶν 3χ καὶ 2α᾽ δηλ. 
εἶναι τῆς μορφῆς α᾽--β'. Κατὰ τὴν ταυτότητα (4) θὰ εἶναι 

(3χ)"---ἰ(2α)"Ξξ(3χ-  2ο)θϑχ---2ο)" 
ὥστε εἶναι 9χ"---ἠ κ᾽ Ξε(3χ- 2α)ϑχΣ---2ο). 

Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι 

16α3β6---25χ γΞΞ(4αβ'- χ᾽ γ)4αβ'---5Χ}). 


2ον. αϑβγ--αβλγΞΞαβγία"--βἢ 
. Ξξαβγία- β)ία--β). 
3ον. α'--βξξίια"- β)α"--β᾽ 
πεία- β α-Ἔβ)α--β). 
Δ4ον. («-Ἐν)" --οὐξξί (χ- Ἐν} π-Ἐ )--] 


Ξείχ-Ἐν-ωλχ  γ --ὦ). 
"Ασκήσεις - 861, 868, 364, 368, 8371, 977, 879, 881, 888, 887. 


182. Ἢ παράστασις εἶναι τῆς μορφῆς α᾽Ἐ2αβ- β΄. Εἷς 
τὴν περίπτωσιν αὐτὴν ἐφαρμόζομεν τὰς ταυτότητας 


α"-ἘΒ᾽--39αβεΞεία--β)" () 





α"ἘΒ᾽ -᾿ϑαβε-ία- ΕΒ) ς (0), 











αἷ ὅποϊαι προκύπτουν ἀπὸ τὰς γνωστὰς (8 149) ταυτότητας 
(α-Ἐβ)"Ξεα" -Ἐβ-ϑαβ, (α--β)᾽Ξξα" "Ἐβ᾽ --3αβ 

ἐὰν ἐναλλάξωμεν τὰ μέλη τῶν. ᾿ 

"Απὸ τὰς ταυτότητας (1) καὶ (2) συνάγομεν, ὅτι ἕνα τριώνυμον, 
τοῦ δποίου οἱ δύο ὅροι του εἶναι τετράγωνα δύο ἀριϑμῶν καὶ ὅ τοί- 
τος ὅρος του εἶναι τὸ διπλάσιον γινόμενον τῶν ἀριϑμῶν αὑτῶν, δύ- 
νάται νὰ τραπῇ εἰς γινόμενον δύο παραγόντων : εἷς τὸ τετράγωνον τοῦ 
ἀϑροίσματος ἢ τῆς διαφορᾶς τῶν ἀριϑμῶν αὐτῶν. 

Παραδείγματα. 1ον. Εἷς τὸ τριώνυμον 25χ"- 4 χυ-Ἰόν" οἱ δύο ὅροι 
του 25χ᾽ καὶ 16γ εἶναι τετράγωνα τῶν 5χ καὶ 4ν, ὁ δὲ τρίτος ὅρος 4ΟχΧΥῪ 
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εἶναι τὸ διπλάσιον γινόμενον τῶν 5Χ καὶ 4ν, δηλ. εἶναι 2. 5χ. 4γ᾽ ἄρα 
δυνάμεθα νὰ γράψωμεν 
25χ"-ἘΔΟχυ-Ἰόγξξίσχ-4ν)"Ξε(χ - ἀν) θχ-{ 45). 
2ον. Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι: 
9α4--24.᾽β"-Ε16β΄Ξε(3α"-:--4β5)"Ξε(3α᾽--4β᾽),8.".---4β").. 
3ον. Νὰ ἀναλυθῇ ἡ παράστασις 16κ" ---48χ᾽-[-36χ εἰς γινόμενον πα- 
ραγόντων. 
Θέτομεν τὸ 4κ ἐκτὸς παρενθέσεως καὶ ἔχομεν ἀχ(4χ"--12χ-9). 
Τὸ τριώνυμον, τὸ ὁποῖον εὑρίσκεται ἐντὸς τῆς παρενθέσεως εἶναι ιὸ 
τετράγωνον τοῦ (2χ---3) ἄρα θὰ εἶναι ἀχ(ῶ»---3)». 
Θὰ εἶναι λοιπὸν κατὰ σειράν : 
16χ5---48χ"--3δχε:άχί4χ"---12Χ -Ἐ θλξξάχ(2χ--- 3)", 
᾿Ασκήσεις :- 888, 990,.898, 395, 897. 


1883, Ἢ παράστασις εἶναι τῆς μορφῆς α'-β'. Εἰς τὴν 
περίπτωσιν αὑτὴν ἐφαρμόζομεν τὰς ταυτότητας, ποὺ εὑρήκαμεν εἷς 
τὴν 8 118 








α΄ Ἐβ'-ία -Ἐβ)ια’-- αβ-Ἐβ" α'--β'τεία--β)(α΄-Ἐαβ-Ἐβ᾽ 





Παραδείγματα. ον. 8αὅ---64β5-- (20)5---(4β)" 
Ξε(δα---4β)(2ο)" - Γ2α - 4β-(4β}}} 
Ξείζα---4β)(4α" -8αβ-16βἢ. 
2ον. δ54χὃ-- ἸδαξΞξΖί7χ---8α8) 
Ξε2[9χ)"--(2.}} 
---2(9χ--2α) 3χ)"-3χ . 2Ζα-(2α)"}} 
Ξείχ--ο)ίθχ"  δαχ- 45), 
3ον. αχ΄--ἰοὐραχγόξξαχίχ"---ἸΟΟΟν δ ξξασίσϑ-- -(10}}}} 
Ξεαχίχ--Ἰον) χ᾽" -ΕἸΟΧΥ-ἘἸΟΟν"). 
᾿Ασκήσεις : 899, 402. 


184. Μέϑοδος χωρισμοῦ τῆς παραστάσεως εἰς ὁμάδας. 
Κατὰ τὴν μέϑοδον αὐτὴν χωρίζομεν τοὺς ὅρους τῆς παραστάσεως εἷς 
ὁμάδας (διώνυμα, τριώνυμα. ...), τῶν ὁποίων οἵ ὅροι ἔχουν κοινὸν 
παράγοντα᾽ ἀναλύομεν ἔπειτα κάϑε διώνυμον ἢ τριώννυμον εἷς γινόμε- 
νον δύο παραγόντων. Εἷς πολλὰς περιπτώσεις λαμβάνομεν οὕτω μίαν - 
παράστασιν, τῆς ὁποίας ὅλοι οἱ ὅροι ἔχουν ἕνα κοινὸν παράγοντα, τὸν 
ὁποῖον ϑέτομεν ἐκτὸς. παρενϑέσεως. 

Παράδειγμα ἴον. Νὰ ἀναλυθῇ εἰς γινόμενον παραγόντων ἡ παράστασις 

3βχ᾽--αβχ᾽-3γχ--ἄαγ. 

Θέτομεν ἐντὸς παρενθέσεως τοὺς δύο πρώτους ὅρους τῆς καὶ ἐντὸς 
ἄλλης παρενθέσεως τοὺς δύο τελευταίους ὅρους της καὶ ἔχομεν 

(3βχ" --δαβχ)- (ϑγχ--4αγ). 
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Ἐξάγομεν ἐκτὸς παρενθέσεως τὸ βχ᾽ εἰς τὴν πρώτην ὁμάδα καὶ τὸ γ 
εἰς τὴν δευτέραν ὁμάδα καὶ ἔχομεν 
βχ"3.---4οὐ Ἐγίϑα--4α). 
Θέτομεν τὸ (3χ---4ο) ὡς παράγοντα ἐκτὸς παρενϑέσεως καὶ ἔχομεν 
(ὅχ---4ο)ίβχ’ -ΕὙ). 
“Ωστε θὰ εἶναι 
3βχ'--ἀαβχ' -3γχ--4αγεείϑα--Δαχβχ᾽ ἘΥ). 
Ἢ πρᾶξις διατάσσεται ὡς ἑξῆς : 
3βχ".--4αβχ᾽ Ἐ3γχ--4αγ-ε(3βχ"--4αβχ᾽) 6 γχ--4αγ) 

τεβχ"βχ---4α) Ἐγίβ3χ--4ο) 
Ξείϑχ--4αλβχ" ΕΥ̓). 

Παράδειγμα 2ον. Νὰ ἀναλυθῇ εἰς γινόμενον παραγόντων ἡ παράστασις 

αχ'---2ατ᾽ --βχ-Έ2β. ι 
Ἔχομεν κατὰ σειράν : 


αχι---2αχ’--βχ--2βετίακ"--2αχ᾽--(βα--2β) 
Ξ-αχ᾿(χ--2)-- βία --2 
Ξείχ--2χαχ"--β). 
Παράδειγμα 3ον. Νὰ ἀναλυθῇ εἷς γινόμενον παραγόντων ἡ παράστασις 
γ᾽--αἰ -βλ  2αβ. 
Ἔχομεν κατὰ σειράν : 
γ'--α"--β"-2αβεΞγ"--ἰ(α᾽ Ἐβ᾽--2αβ) 
--γ"-α-Β} 
τε[γ (α--β)} }ν--ἰα--Β}} 
Ξείγ-"α--βκγ--α Ὁ θ[,. 


᾿Ασκήσεις : 408, 405, 409, 411, 416, 418, 4290. 


1856. Παρατηρήσεις. [. ᾿Ενίοτε διὰ νὰ ἐμφανισϑῇ εἰς μίαν 
παράστασιν μία γνωστὴ ταυτότης, προσϑέτομεν καὶ ἀφαιροῦμεν ἕνα 
ἁρμόζοντα ὅρον. 

Παράδειγμα ἴον. Νὰ ἀναλυθῇ εἰς γινόμενον παραγόντων ἡ παράστασις 

χ-άχ"- 16. , 
Διὰ νὰ εἶναι ἡ δοθεῖσα παράστασις τὸ τετράγωνον τοῦ (χ᾽ -Γ4) ἔπρεπε 


ὦ δεύτερος ὅρος τῆς νὰ ἦτο ὅχ᾽. Προσθέτομεν λοιπὸν καὶ ἀφαιροῦμεν τὸ 
4χ3 καὶ ἔχομεν τότε : 


χ-[2χ’-16-χ χ᾽ Ε16--4χ᾽ 
Ξείχ"-8χ"- 16)---4χ᾽ 
τε "1.4)»---ἀπ’ 
-[α"-4):2κ] - [π΄ -4}.-:21] 
Ξε(χ"-4-2χ ιχ" -" 4--21). 
Παράδειγμα 2ον. Νὰ ἀναλυθῇ εἰς γινόμενον παραγόντων ἡ παράστασις 
αὐ Έβ'. 
Ἔχομεν κατὰ σειράν : 
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αἰ-Ἐβόξξα -Ἐβ.-2α9β᾽---2α"β» 
Ξξία -β΄.-"2α᾽β"---2α᾽β᾽ 
Ξξί " Ἐβ""--2αῬ᾽ . 
Ξε" Ἐβ") Ῥαβ 2]. (α΄-Ἐβ᾽.-αβ 2] 
Ξε" Ἐβ᾿ Γαβ 2 γα" ἘΒ'- αρ72}. 

11. ᾿Ενίοτε δυνάμεϑα νὰ ἀναλύσωμεν ἕνα ὅρον τῆς παραστάσεως 
εἰς ἄϑροισμα δύο ὅρων, ὁπότε ἥ ἀνάλυσις τῆς παραστάσεως ἄνάγεται 
εἷς μίαν ἀπὸ τὰς προηγουμένας περιπτώσεις. 

Παράδειγμα. Νὰ ἀναλυθῇ εἰς γινόμενον παραγόντων ἡ παράστασις 

χγ'--3Χ᾽ν", 

Ἔχομεν κατὰ σειράν : 

. χι-γ“--32χῦγξξίσ -ἘΥ---2χλγ")--χῆν! 
Ξε(χ"---5)"-- αν" 
Ξξί(χ"-- ἜΧΟΙ -[{τ᾽--ὐ--Χ] 
Ξείχ" --" Ἔ χυ)χ’--"-- χν). 

᾿Ασκήσεις : 4233, 424, 4238, 429, 483, 4883, 485, 488, 440, 442, 
44δ, 447. 


186. Μέϑοδος διωνύμων παραγόντων. Διὰ νὰ ἀναλύσωμεν 
εἷς γινόμενον παραγόντων ἕνα πολυώνυμον φίχ) μὲ τὴν μέϑοδον 
αὑτήν, διατάσσομεν τὸ πολυώνυμον κατὰ τὰς κατιούσας δυνάμεις τοῦ 
γράμματος χ καὶ ἀναζητοῦμεν νὰ εὕρωμεν ἕνα ἢ περισσοτέρους ἄρι- 
ϑμοὺς α, β, γ,..-. τοιούτους, ὥστε νὰ εἶναι φία)τ--0, φίβ)τεῦ, 
φίγ)εξξο,. ... Εΐς τὴν περίπτωσιν αὑτὴν τὸ πολυώνυμον φί(κχ) εἶναι 
διαιρετὸν διὰ τῶν διωνύμων χ--α, χ--β, Χ--Ύ,... καὶ ἑπομένως 
(8 116) εἶναι διαιρετὸν καὶ διὰ τοῦ γινομένου (χ---α)(χ---β)(κ---γ) .... 

"Ελαττώνομεν τὸν ἀυιϑμὸν τῶν δοκιμῶν, ἂν παρατηρήσωμεν, ὅτι 
οἵ ἀριϑμοὶ α, β, γ,.... πρέπει νὰ εἶναι διαιρέται τοῦ σταϑεροῦ ὅρου 
τοῦ πολυωνύμου φίχ). 

Παράδειγμα ἴον. Νὰ ἀναλυθῇ εἰς γινόμενον παραγόντων τὸ τριώνυμον 

φίχ)εεχ"-2χ--3. 

Οἱ διαιρέται τοῦ --3,3 εἶναι :ΕἸ καὶ -Ε3. Οἱ δυνατοὶ διώνυμοι παράγον- 
πες τῆς μορφῆς χ-Εα εἶναι οἱ ΣΧ--Ἰ, ΧΕΙ, χ--3, ΧΕ 3. 

Ἐξετάζομεν, ἐὰν ὁ πρῶτος παράγων χ---] εἶναι διαιρέτης τοῦ φίχ). 
Πρὸς τοῦτο ὑπολογίζομεν τὸ φί!). 

Ἐδῶ εἶναι φ(]):1"-Ἐ2.. 1---3ΞΞ0. 

Ἐπειδὴ φί(])ξξ0, τὸ φίχ) εἶναι διαιρετὸν διὰ χ--Ἰ᾿ ἐκτελοῦντες τὴν διαί- 
ρεσιν τοῦ φίχ) διὰ χ--Ἰ εὑρίσκομεν πηλίκον χ- 3 καὶ ἑπομένως θὰ εἶναι 
χ᾽ μ2χ. 3--ἰχ 1).χ- 3). 

Παράδειγμα 2ον. Νὰ ἀναλυθῇ εἰς γινόμενον παραγόντων τὸ πολυώ-“ 
νυμον ᾿ φίχ)ξεχθ-6χ"-Ἐ11χ- 6. 

"Δλγεβρα--Π. Γ. Τόγκα Τόμος Α . δ 
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Οἱ διαιρέται ἱτοῦ 6 εἶναι -ΕἸ, Ἐ2, :Ὁ3 καὶ -Ε6 καὶ ἑπομένως οἱ δυνα- 

τοὶ διώνυμοι παράγοντες εἶναι ᾿ 
(«--ἢ, («- 1), («-2),, («- 2), (α---3), (χσ-[3), (χ---θ), (Σ-Ἐθ6). 

Διὰ νὰ ἴδωμεν ποῖοι ἐξ αὐτῶν τῶν διωνύμων παραγόντων εἶναι διαι5 
ρέται τοῦ φίχ) ὑπολογίζομεν τὰς παραστάσεις φ(1), φί---1), φί2), φί---2), φί3)» 
φί---3), φί6), φί--6). ᾿Εδῶ εἶναι : 

φ(!)ΞΞ15-Γ6. 1"-Ἐ1]..ὄ 1-6ξξ24 
φί--ἴγτεί--}»-Ἐαι--ἢ-Ἐπ1|--1-6:Ξ-- 1 -6--1Π1-Ἐ6:Ξ0 
φίδ)ΞΞ2:-6 .2.-11. 2: 6 230 

φί--2),.-- (-2-6(--2,..[11(--2..6ΞΞ--8-24-22-Ἐ6ΞΞ 0. 

Ἐπειδὴ φί---ΞΞ0 καὶ φί--22ΞΞ0, τὸ πολυώνυμον φίχ) εἶναι διαιρετὸν 
διὰ χΊ καὶ διὰ χ- 2 καὶ ἑπομένως εἶναι διαιρετὸν καὶ διὰ τοῦ γινομένου 
αἰχ ἢ ἢ χ 3Χ-2. 

Ἐκτελοῦντες τὴν διαίρεσιν τοῦ φίχ) διὰ χ"Ἐ3χ- 2 εὑρίσκομεν πηλίκον 
χ- 3 καὶ ὑπόλοιπον μηδέν᾽ ἄρα θὰ εἶναι: 

φίχ)τεχ"- χ᾽ -ἘΠ1χ-δσεί - ΕἸ. χ- 2) Χ- 3). 

"Ασκήσεις : 464, 4δδ, 4566, 4ὅ7, 469 


2. Μέγιστος κοινὸς διαιρέτης καὶ ἐλάχιστον κοινὸν 
πολλαπλάσιον ἀκεραίων ἀλγεβρικῶν παραστάσεων 


181. Μέγιστος κοινὸς διαιρέτης ἀκεραίων ἀλγεβοικῶν 
παραστάσεων. Ὁ μέγιστος κοινὸς διαιρέτης (μ.κ.δ.) ἀκεραίων μονω- 
νύμων εἶναι ὃ μ.κιδ. τῶν ἐγγραμμάτων μερῶν τῶν, ὃ ὁποῖος ϑὰ ἔχῃ 
ὡς συντελεστὴν τὸν μικ.ὃ. τῶν συντελεστῶν τῶν. 

Ἢ εὕρεσις τοῦ μ.κιδ. ἀλγεβρικῶν παραστάσεων γίνεται, ὅπως καὶ 
εἷς τὴν ᾿Αροιϑμητικήν, δι᾿ ἀναλύσεως τῶν παραστάσεων εἷς γινόμενον 
πρώτων παραγόντων. 

Διὰ τὴν εὕρεσιν τοῦ μικιδ. ἀκεραίων ἀλγεβρικῶν παραστάσεων 
ἀκολουϑοῦμεν τὸν κάτωϑι κανόνα : 

Κανών : Διὰ νὰ εὕρωμεν τὸν μικ' δ. ἀκεραίων ἀλγεβρικῶν πα- 
ρασιάσεων : 

1ον. ᾿Αναλύομεν τὰς παραστάσεις αὐτὰς εἷς γινόμενον πρώτων 
παραγόντων, δηλ. εἰς παραστάσεις διαιρετὸς μόνον διὰ τοῦ ἑαυτοῦ τῶν 
καὶ τῆς μονάδος. 

2ον. Σχηματίξζομεν ἕνα γινόμενον, τὸ ὅποῖον περιέχει ὅλους τοὺς 
κοινοὺς παράγοντας, εἴτε ἀριϑμητικοί, εἴτε μονώνυμα, εἴτε πολυώνυμα 
εἶναι οὗτοι καὶ ἕκαστον ἐξ αὐτῶν μὲ τὸν μικρότερον ἐκϑέτην. 

Παράδειγμα ἴον. Νὰ εὑρεθῇ ὁ μικιδ. τῶν παραστάσεων 

, δ0αλβ᾽γ, 30α᾽Ῥβ'ν, Ζ20αβ' γ᾽. 

Κατὰ τὸν ἀνωτέρω κανόνα θὰ εἶναι 
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δΟαλβγξξ2". 3. δα βγ 
30α᾽ Ἐξ -ξῶ -3. 5α᾽β᾽ μικιδιΞε2: δαβ᾽ΞΞΊ αβ". 
φθ0αβ'γ"ξξ2:. δαβ᾽γ᾽ 

Παράδειγμα 2ον. Νὰ εὑρεθῇ ὁ μικιδ. τῶν παραστάσεων 


χΡ ἜΣ" --Ζ2χν, 3χ"---3γ5, 2αχ---Ζαν. 
Κατὰ τὸν ἀνωτέρω κανόνα θὰ εἶναι 


ΧΡ ν᾽ -χΥ Ξείσ--)" 
3χ᾽--3. "Ξξξϑίχ᾽ -- υ "ξξβ(υ--- Ὑ  σ-Ἐ}) μικιδιτεχ--ν. 
2αχ---2αν Ξξαίχ---") 


᾿Ασκήσεις : 461, 468, 466. 


188. Ἐλάχιστον κοινὸν πολλαπλάσιον ἀκεραίων ἀλγεβοι- 
κῶν παραστάσεων. ᾿Ελάχιστον κοινὸν πολλαπλάσιον (ἔ.κ.π.} ἄκε" 
ραίων μονωνύμων εἶναι τὸ ἐκκιπ. τῶν ἐγγραμμάτων μερῶν τῶν, τὸ 
ὁποῖον ἔχει ὡς συντελεστὴν τὸ ἐκκιπ. τῶν συντελεστῶν των. 

Ἢ εὕρεσις τοῦ ἐ.κιπ. ἀκεραίων ἀλγεβοικῶν παραστάσεων γίνεται, 
ὅπως εἷς τὴν ᾿Αριϑμητικήν, δι᾿ ἀναλύσεως τῶν παραστάσεων εἷς γινό- 
μενον πρώτων παραγόντων. 

Διὰ τὴν εὕρεσιν τοῦ ἔνκιπ. ἀκεραίων ἀλγεβρικῶν παραστάσεων 
ἀκολουϑοῦμεν τὸν κάτωϑι κανόνα : 


Κανών : Διὰ νὰ εὕρωμεν τὸ ἔνκιπ. ἀκεραίων ἀλγεβοικῶν πα- 
ραστάσεων : 

1ον. ᾿Αναλύομεν τὰς ἀλγεβρικὰς παραστάσεις εἰς γινόμενον πρώ- 
τῶν παραγόντων, δηλ. εἷς παραστάσεις, αἷ ὅποῖαι εἶναι διαιρεταὶ μόνον 
διὰ τοῦ ἑαυτοῦ των καὶ διὰ τῆς μονάδος. 

3ον. Σχηματίζομεν ἔπειτα ἕνα γινόμενον, τὸ ὅποῖον περιέχει ὅλους 
τοὺς πρώτους παράγοντας, κοινοὺς ἢ μὴ κοινούς, εἴτε ἀριϑμητικοί, εἴτε 
μονώνυμα, εἴτε πολυώνυμα εἶναι οὗτοι καὶ ἕκαστον ἐξ αὐτῶν μὲ τὸν 
μεγαλύτερον ἐκϑέτην. 

Παράδειγμα ἴον. Νὰ εὑρεθῇ τὸ ἐκκιπ. τῶν παραστάσεων : 

2άχϑγγω, 30χῦγδω᾽, 12χέν. 

Κατὰ τὸν ἀνωτέρω κανόνα θὰ εἶναι : 

2άχϑγτω ΞΞ25.3. Χῆγῦὼ . 

30χυγδωξε2. 3.5. χγδων ἐικιπιξξ23 . 3. 5χ γ"ω-ΞΊΖΟχ γὼ 

Ἰ2Χν -ξ2).3. ΧῪ 


Παράδειγμα 2ον. Νὰ εὑρεθῇ τὸ ἐκκιπ. τῶν παραστάσεων : 
α᾽--β᾿, α--2αβ-Έβ᾽, αδ--β', 5.χ--5βχ, 
Τρέπομεν τὰς παραστάσεις εἷς γινόμενον παραγόντων καὶ ἔχομεν : 
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α--βλ τε {-β)α--β) 


α'--2αβ-Εβ’ -εία--β)" Ἐἶ : , , 
αν - βιτπία- βγα»ἘαβῈβ) {πον Ρ α ρα Γαβ δ᾽ 
5αχ---5βχξξόχία--- βὺ 


᾿Ασκήσεις : 467, 469, 471, 478. 
8. ᾿Επαλήϑευσις ταυτοτήτων 


189. ᾿Επαλήϑευσις μιᾶς ταυτότητος. Διὰ νὰ ἐπαληϑεύσωμεν 
μίαν ταυτότητα ἀκολουϑοῦμεν τὴν κάτωϑι πορείαν : 

Λαμβάνομεν τὸ πρῶτον μέλος τῆς ταυτότητος καὶ ἐκτελοῦμεν τὰς 
πράξεις, ποὺ ἔχουν σημειωϑῆ. Ἔπειτα, μὲ διαδοχικοὺς μετασχηματι- 
σμούς, προσπαϑοῦμεν νὰ καταλήξωμεν εἷς τὸ δεύτερον μέλος. 

᾿Επίσης δυνάμεϑα νὰ ἀρχίσωμεν ἀπὸ τὸ δεύτερον μέλος τῆς ταὺ- 
τότητος, ὁπότε πρέπει νὰ καταλήξωμεν εἷς τὸ πρῶτον μέλος. 

Τέλος δυνάμεϑα νὰ ἐκτελέσωμεν τὰς πράξεις, χωριστά, εἷς κάϑε 
μέλος" ἐὰν εὕρωμεν τὰ αὐτὰ ἐξαγόμενα καὶ εἷς τὰ δύο μέλη τῆς ταυτό- 
τητος, τότε ἦ ταυτότης εἶναι ἀληϑής. 

Κατὰ τὴν ἐπαλήϑευσιν τῶν ταυτοτήτων πρέπει νὰ ἐνθυμούμεϑα 
ἀπὸ μνήμης τὰς κάτωϑι ταυτότητας, τὰς ὁποίας εὑρήχαμεν εἷς προη" 
γουμένας παραγράφους : 





1, (« Ἐβ) Ξϑα" Ἐβ' Γ2αβ, (α -- β)᾽'Ξεα' -Γβ᾽--2αβ 

2. (α Γβ)(α ---β)εξα"--β᾽ 

8. (α-β)" Ξξα" -3α᾽β-Ἐ8αβ" Ἐβ', (α--β)"-εα"--8α᾽β-[8αβ'-- β' 
4. αἰ --β'-εία--β)(α"αβ΄Ἐβ',, α"Ἐβ' τεία Ἐβ)(α᾽--αβ- β᾽ 
5. α΄ Ἐβ'--ἰα-β)}"-3ϑαβί, ὀ αὐΈβ' --ἰα--β)"Έ8αβ 

6. (α--β)" Γία--- β)' Ξεϑία΄-β᾽, (αΓβ)"--(α --β) Ξεέαβ 





᾿Ακόμη τάς: 








ἡ. (α-Ἐβ)"Ξξα"- β'-᾿ϑαβία-Ἐ β) (α-- β)"Ξξα' -- β' --ϑαβία--β) 





αἷ δποῖαι γράφονται καὶ ὑπὸ τὴν μορφὴν (8 156) 


αἰ Ἐβ᾽ ΞΞία-β)"-- ϑαβία-β), α--βξξβία-- β)"- ϑαβία--β) 


Παράδειγμα ἴον. Νὰ ἐπαληθευθῇ ἡ ταυτότης : 
(α"-β"),γ᾽-δὴ,.--ἰ(αγ-Ἐ βδ)»εξ(αδ---βγ)ῦ (ταυτότης τοῦ [μαρταπρε) 
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Ἐκτελοῦμεν τὰς πράξεις εἰς τὸ πρῶτον μέλος τῆς ταυτότητος καὶ 
ἔχομεν : αγ"-Εβ᾽γ"-α᾽δ᾽- β»δ"---(α᾽γ"-Ἐ δ’ -2αβγδ) 
αϑγ5-Ἐβ᾽γ"-. α᾽δ'-Εβ"δ᾽.-- αγ"---β᾽δ' --Ζαβγδ. 
Κάμνομεν ἀναγωγὴν τῶν ὁμοίων ὅρων καὶ ἔχομεν 
β᾽γ᾽-[α"δ᾽.--Ζαβγδ. 
᾿Αλλὰ ἡ τελευταία παράστασις εἶναι τὸ ἀνάπτυγμα τοῦ (αδ---βγ)»". 
Παρατηροῦμεν, ὅτι εὑρήκαμεν τὸ δεύτερον μέλος τῆς ταυτότητος᾽ ἄρα 
ἡ δοθεῖσα ταυτότης ἐπαληθεύεται. 
Ἡ διάταξις τῶν πράξεων γίνεται ὡς ἑξῆς : 
(α"Ἐβ᾽ γ᾽ -δ᾽).--ἰαγ-Ἐ βδ)"ΞΞ 
τα γ" Ἐβ᾽ γ᾽ [α᾽δ'-Ἐβ᾽ δ᾽ --(οὐγ᾽ Ὁ β’ δ΄ ἘΖαβγδὶ 
τα γ"Ἐ β»γ"αὐδ'.-Εβ᾽δ'--αἰγ'--β' δ᾽--2Ζαβγδ 
Ξεξβγ' Τ αὐδ'.---ἀαβγδ - 
ξε(αδ---βγ)5". 
Παράδειγμα 2ον. Νὰ ἀποδειχθῇ ἡ ταυτότης : 
(Ἐβ. γ)»  ια--β)"-ἰ(α--Ὑ)".-Ἐ(Ρ---γ)λξ βίο" -Ἐβ’ Ἐγἢ. 
Ἔχομεν : 
1ον μέλος-Ξ(α"-Ἐβ'-ἘΥ-Ἐ2αβ- Ἐ2αγ-Ἐ2βγ) (α"--2αβ-Ἐβ") Ὁ 
-Ἤ(α"--2αγ-  γἾ Ἐἰβ᾽--2ρυ-Ἐγ} 
Ξεϑαῦ-3β5-3γ" 
Ξξ3(α" β" γ᾽. 
Παράδειγμα 3ον. Ἐὰν ἀἜ  βΊ γεξο, νὰ ἀποδειχθῇ, ὅτι 
οαδ- Ἐβ"-Ἐγήξξβαβγ. 
"Απόδειξις : ᾿Απὸ τὴν δοϑεῖσαν σχέσιν α-β-ΓΎΞΞΟ λαμβάνομεν 
α-βΞΞ-- () 
"γψοῦμεν εἷς τὸν κύβον καὶ τὰ δύο μέλη τῆς (1) καὶ ἔχομεν 
(α-β)"Ξε(--τἬἪ ἢ α'-Ι8α’β- δαβ᾽ τ β'ΞΞ--γ' 
α"-β΄-Ἐγ ξξε- -8."β--δϑαβ᾽ 
αἰ ΤβηΈ γ᾽ πε --ϑαβία -Ἐβ) (:) 
Εἷς τὴν (2) ἀντικαϑιστῶμεν τὸ ᾿(α-β) μὲ τὸ ἴσον του ---, ποὺ 
δίδει ἢ (1) καὶ ἔχομεν 


τὸν «(ΞὲΣ 


α΄-Ἐβ'-Ἐ γίξξβαβγ. 
Παρατήρησις. Εἷς τὴν 8 118 ἐδείχϑη ἥ ταυτότης 
α"-Ἐβ'-Ἐ γ ττϑαβγες -Σ- ((-Ἐβ- Ὑ)α--Β)"-Ἐἰ8--ὐ[ υττ} 68) 
"Ἐὰν εἷς ταύτην ϑέσωμεν α΄ β- γΞξ0, ἔχομεν ἀμέσως τὴν 
α΄ Ἔβ'-Ἐγ" “ϑαβγεξὸ ἢ αὐ β᾽ Ἐγ᾽ξξϑαβγ. 

᾿Αντιστρόφως : ᾿Εὰν εἶναι α᾽-β'-Ἐ γήΞξΞϑαβγ, τότε ἐκ τῆς (3) 
ἔχομεν  (Ἐ β-.Υ) [(α---β)-Ἐ(β--ὐὴ "Ἐ(ν--αὐἾΞΞΟ, 
ἑπομένως ϑὰ εἶναι εἴτε 


«ἜβΈγοθο εἴτε (α--β)"-(β---Ὑὸ} (γπττα)ἶξεο. (4) 


, 
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᾽»Αλλὰ διὰ νὰ εἶναι τὸ ἄϑροισμα τετραγώνων πραγματικῶν ἄρι- 


ϑμῶν μηδέν, πρέπει καὶ ἀρκεῖ νὰ εἶναι οἵ ἀριϑμοὶ αὐτοὶ μηδέν, συνε- 
πῶς ἐκ τῆς (4) ἔχομεν ἀΞξξβΞΞγ. 
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᾿Ανάλυσις παραστάσεων εἰς γινόμενον παραγόντων : 
Νὰ τραποῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (212). 


8ὅ46.1. 9αχ--ἴθαν ῷ, αβ'γ'-- αὐ β᾽γ 
547. 1. δα χ--Ιθαχγ-θαχὼ ἢ, ϑμχγ--νχγ᾽-3ιμνχΥ. 
Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (318). 
,.3248.1. ἀαχΈβχ-- γχ ἢ. 4ω-Ιθα»"--δα 
849.1. αβγ--αβϑγ-αβγ ὥ, 1ϑ9αχϑ-ϑαχ᾽ --Ἰαχγ»" 
ὅ50. 1. ϑθμϑνξ - ΟΊ μν- 68 3. 1ϑα3β-[θα5β"5--1δα᾽β'. 
Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (314). 
ὅ51. 1. (α β)χ- (α -Ἐβ)ν ἢ. (β--ηω--(β--γὴφ 
52. 1. (χ᾽ --τῦ ταί(χ" --υῇἢ ἃ. αβίχγ--ο)ὐτ(χΥ--αῶἹ 
ὅ53. 1. χ(θα-Ἐβ) --᾿δ(2α- βὃ 3, α(βγχ-Ἐο)--βίθχγ-Έω). 
Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἵ κάτωϑι παραστάσεις : (3210). 
854, (8χ---1).ν-Ἐ3}.--ἰἰ --βχ) -9) 
555. (δα--1).(8-:3)--ἰ---5α}β---8) 
8586. ἰ(χ-οϑγ)α-β)--ἰα Ἐβ)8ν--α) 


557. (α--β)3α---β-Ἐγ)-Εἰβ--α)α--β-ἘῪ) 

358. (γ--α--β)(2α---β)--(α-β---γγα -Ἐ β) 

859. (χ-ΕἸ]ι8χ --ϑ)--ἰχ---4)2χ-1)--ἰ-2χ- 1) 
ὅ60. (χ-π)ία---ἢ)--ἰν -- χ) β- 8) π-(χ-Ὑ)[ϊ-ὙὁΕὲ 


Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἱ κάτωθι παραστάσεις : (216). 


ὅδί. 1. 28-- χ᾽ "9 οω-ὶ 8. ἐχ"--9ω 
562. 1. Ι6ω"--{βὲ θὲς, οὐζέξε να 8. 9β5-γ 
8658. 1. 9δα"χ"--νΞ 2, 4ι᾽β᾽--Οχ᾽ Υ" 8. αβ᾽--49γ᾽". 

Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἷ κάτωϑι παραστάσεις : (217). 
ὅ64.1. 1ἰ-- -- Χ᾿ Ω, τ. αἢ -- ἐ ὃ, ᾿ χ'-- τὶ ν' 
σι" 

Νὰ ἀνυλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (218). 
566. 1. ὅχ᾽--12ν9 8, δα" --ὅαχϑ 8. Ι1δχ᾽--ἷ|ῦ 
567.1. 32αχ᾽--162α ῷ, 248-8β5 8. ὅ8ὃχ΄--ϑβ᾽ 
868. 1. Τδχ'᾽-- 48ω" 2, αχ’--2δα 8. 18αγ--11ὰν} 


8ὅ69..1. 8α᾽ρ᾽ --ὅθαῦγ' 323, ἀδχ᾽γ"--8θω᾽ 8, 834165β--13αβ", 
Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἵ κάτωθϑι παραστασεις : (219). 
870.1. (.Ἐβ)»-- γ᾽ ὥῶ. (χ--υ--ἰαἢ 8. (ἰβξχ- νυ)"-2δ 
571.1. 100. (μ- 8} 39. ϑ9-ίχ τ") 8ὃ, α᾽--Ωβ-Έγ) 
372. 1. ιθω--8--8}):}5 3. 1-τ- χ-γ"" 8. 64α’β'᾽--[(α--3β)". 
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Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (220). 


378.1. (8α-Ἐβ)"--(8α--β)" 4. (8χ-[δγ)"--ἰ(ῶχ--ν)" 
574. 1. (ὕμ-ν)"--ἰ(μ--8ν); ἢ, («11}"--ἰα--, 

575. 1. (δχ- ν)"--ἰχ- 7) 9, 9(α:Ἐβ)"--(α--β)" 
576. 1. 86(.-})}"--Ἰδίχ--"»)» 8, 8ία--9β)"»---91(0-}" 
877. 1. 5(χ-Ἐ5)"--20(χ--ν) 9, 98(α-8β)"--Ἴ(β-- 3α)". 


Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (231), 
578. 1. (ατβ--γ[ὋἘ--(δα Ἐβ-Γὅγ)" ἢ. (αὐ βιχ)"--ἰα--α--β)" 
879. 1. (α᾽-᾿αβ-β᾽)"--ἰ(α᾽--αβ- β᾽" 8. («Ἐβ--νὁ)--ἰα--β- γὴ)" 
ὅ80. 1, (ο"  α- 1)" --ἰ(α"---α(Ἐ)" ἢ. (α-Ε β5--- γὴ»--(α᾽-Ἐγ᾽--β"" 


881. 1. (ἀχ’᾽ -τὅχ-ἰ[-8)» --ἰ- ---ἀχῦὴ)" ῶ. (1 ἘαἜχ)ἘἜοηΡ-((-Ἐα-- χ)". 
Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (222), 

8582.1. (χ Ἔν ϑα--β)  (χ'--ῷΆ.) ῶ, (α'--- β᾽)--ἰα---β)3α-Ἐβ) 

5ὅ85. 1. (ὃ χ«--ν)ία-Ἐ β)--ἰ(ῶχ---ν) ὥ, (αἜἘ)(α --)--Ἕα᾽--- 4) 


584. «(ἀ- Ἐ1)3---α)-(α---8)"-Ἐ(α"-- 
8585. (α---23β)(α-β)--ἰα---2β)᾽"---(α"---4β5). 

Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον τριῶν ἢ περισσοτέρων παραγόντων αἱ κάτωϑ 
παραστάσεις : (983). ᾿ 
586. 1. χ'-ἰ 5, χι--α' 8. 81αι--16βι 
587. 1. χ'--νῦ », αδοιὶ 8. 8α5--4δαβϑ. 


Νὰ τραποῦν εἰς γινόμενα παραγόντων αἷ κάτωϑι παραστάσεις : (224). 
ὅ88. 1. μ᾽-Γμν-πν᾽ 2, α᾽-Ἐδ4αβ-Ἐ 485 3, ϑ9χθχυ- ν" 
5ὅ89.1. χ᾽ --ἰϑχ -"86 Ὡ. χ'-άχ᾽" 4 8. χ'--Ὥχῦ γῆ" Ἐγ" 
ὅ90. 1. 9α΄β᾽ --ὁυἾ βγ-Γγ" ῷ, 9χ 94 χ᾽ν" ἜἘΙθν 
1 1 1 9. «Ὁ 4 ὃ 
᾿. οὐ 32. πεν δ χες ἘΞ ἜΞῚ τα τ το ΟΣ 
591. 1, τ Ἔ 9." Ἕ τ ἂν 2, τῷ χυ Ἔ ας τῷ ΠΗ͂ Χγω. 


Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἷ κάτωϑι παραστάσεις : (228). 





392. 1. 9αχ᾽ -Ξέαχνυ- Ιθαν" 2, 4θχ᾽ω--βχνω-  γὍὼ 
3953.1. χ--οχυ- ἸΟΟχυ" ἢ, ϑαῦχ'--θα χ᾽ γ᾽ Γϑαγ" 
394.1. μ'--1θμν-θέμν᾽ ῶ, χΈΉΈχΙ-ϑχϑ 
ὅ95.1. α--ϑαχνω--αχγῦ 2, 936δα8β.-Ε10α᾽β᾽ -Ἐαβ 
396. 1. 91α}γ.} 19θαβγ-49βγ 8, 349-9ϑηχ- δῦχϑ 
9α᾽β5" θαβγδ 16γ" 3 μ2 8 ϑν3 
5371:1}. τ τ" ὅ πὸ ᾽ ἢΠ μ᾽ 
Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (226). 
Ὧὅ98. 1. χ'Ἐθέ 3. χϑ--δγδωἤ 8. 848α"--β» 
ὅ99. 1, 921χ'--δῖθν" ὥ.,. 1--ἰ25α5 ὃ, [100θωϑῦ--1- 
Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παρμγόντων αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (221). 
400. 1. αδ--βγ᾽ ὥ, αχϑτϑαν" 8, αβρ--Σ81α 
401.:1. χρἘθ4 ἃ. αρ’--ἢἴ 8. χϑ--δχλν»" 
402.1. 9Ἰχέγ--αἰβν 3. 9316α᾽β--843βι ὃ, (αἘβ)-Ἐ(α--β)}. 
Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἵ κάτωϑι παραστάσεις : (228). 
4031. αἀχπΈβχ- αν ἜβΥ 9. ὅδαχ--ἀβχ-δαν--βγν 
404. ,. α᾽" --ἀα ἜἘαγ--γ 3. Δ4ασγ--βγτϑαω--βὼ 


405.1. α᾽γ᾽--αγδ-Γαβγ--βὸ ὥ. χ'-ῦχ'-[χ-ἴὸ 


Νὰ 
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406. .. χ'-χ'-8χ-21 2, αχ᾽ Ταχ  αχ 

407. 1. χΧΡΈΧΡΤΈΧΕΙ 9. [11αΡ-δδα"-θα-[-80. 
ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (3:9). 
408. 1. α᾽γ-- αδ--β᾽ δ- ΕβὟ α᾽ --β'--9α-2β 

409. 1. ἐχ--ἀγ- αν --αχ 2, χ'Ἔνω--χΥ--χὼ 
410. 1. βγ--α-Ἐαγ--αβ 2, ϑ8α᾽γ᾽ -[βδ- ὐαβγ-αγὸ 
411.-: 1. χϑ--1δ-ὔχ--ὃχ 3, α᾽β"--1-β᾽--α' 
2 
κι 
Ρ] 


μὰ 


412.1. χυ"σχ--ὶ---ν χ'---ῶχ᾽--π- 9. 
ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἱ 


415. 1. α'" [26β-Ἐβ᾽-- 
414. 1. κχ'--ν"--ϑαν --ο' ῷ. 
415. 9---θα" ---β᾽-Ἐθαβ 2 

χ' 


άτωϑι παραστάσεις : (290). 
. Χλποχυ-υ" --ἰδο} 
4ᾳ3-- β-[ἀβχ- χ᾽ 

, Χ-πχ᾽ῖ -δχ--1 

2, β8χ᾽-τθχυ-8ν"-- οἵω" 
ῷ, γ᾽ --χ Ἡχ--ἰ. 

2. 

2. 


- "μ᾿ 


416. α΄-3α3β- β΄ --81 

417. 1. χ' χη χ"-ν 
ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἱ 

418. 1. 4α"--4αβ-β᾽--ϑα᾽ β᾽ α"-Ἐ3αβ-Ἐβ᾽---γ".--9γδ---δ 

419. 1. ὄχν-τ]--χ"-- α"-- β᾿-Ἐ2β--ἰ 

420.1. ἀμ Ἐάμτ1--ἀν»-άν-- ἢ, 1--3α  2βγ-τα'--β'--ὐ,. 


ἄάτωϑι παραστάσεις : (281). 


ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (283) 
4211. χ'ὔχ γ᾽ - ἀν 2, χχν Ἐν" 

422. 1. [θ6α.-4α᾽β᾽-[β’ ὥ, μι-Ἐϑμ᾽ν᾽-άν! 
428:1. 1θ0χ΄- ον δθχ᾽ ν᾽ 9. Α4χι-ΕἸέχλγ"-" ον" 
424. 1. θα’ --96α᾽β᾽-25β. 2. χΧΊΞΙ. 

ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (333. 
425. 1. α -δα᾽β"-[4β- ἢ, ἀχ' --διχν υν" 
426. 1. 4χ'--18χ"-1 ῷ, ἀχι--δχ γ᾽ -Ἴϑγ' 
427. 1. [1θα"--11α"-Ἐὶ ἢ, 9χ' --᾿ΙἸχ" ἘἘΠΙ 
4281. χ Ἐν --ἰχϑν . 9, οχέ νυ" ---ΠἸχῦν". 

ἀ"αλυϑοῦν εἰς γιλόμενον παραγόνιτων αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (394}. 
429.1. χ'19ν" ῷ, Ι1θ0χὅ--ἀχ 8. α-β5. 


ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἷ κάτωϑι παραστάσεις διὰ τῆς κα- 
ταλληλοτέρας μεϑόδου : (285), 
480. 1. α'132."-- 
451. 1. α"--αβ--β--Ἱὶ χ"-Ἐγ᾽)--ἀχ-ἀν--χυ- 
432. 1. χ'-8χι--χῆ--ὃ α'-[α᾽-τ- αὖ ---α. 
ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (386). 
4:3. α΄-β΄.-:γ’--2β᾽γ᾽ --2γ"α"--2α"β᾽ 
484. (αβ-γδ- Ἐβ5 --δ᾽)"--ἰ(αδ- βγ)" 
“485. 4(αβ- γδ)"---(α" -β᾽--'-- δ᾽); 
486. (αβ--γδ)α’--β' -Ἐγ᾽ --δ Τ(αγ--βδ)α" -β᾽--γ᾽ --δ᾽). 
ἀναλυϑοῦν εἷς γινόμενον παραγόντων αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (281). 
487. ἀχγί(χ--ν)--χίσ--- υ)"-χίχ" -- υἢ 
439. [[χ---νἹ" --4{{5---») 3 χ- Ἐν --ἹἘ}ὁἼ7γϑ(χ- Ἐν -- 1} 
489. 4χ᾽- γ,-9ω" --χγ-[1ὔχω--θγὼ 


χ'--ϑαῦχ- 368 


τ ὃ9 δ 


᾿Ασκήσεις 151 


440. (α--3β)" --θ(α---2β),δ8δα- β) Γ8(8α-Ἐ β)᾽ 
441. (αχ-Ἐβν)"-Εἰαν ---βχ)" -Ἐ(χ-Ἐδ 5)» ἘΣ --δχ)". 
Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἷ παραστάσεις : (288). 
442. αγία-γ) Γαβία--β)-- βγίβ- ΕΥ) 
445. (α--- β)ία".--γἢ --ἰ(α---γγ(α" --β᾽ 
444. 1-ΈΧυ-α( - "--ἰα-Ἐ7)--α(Ἐ Σ}). 


Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἷ παραστάσεις : (289). 


445. ΧυΤινν-  Ἐχυσιγνεῖ-οχν γν 
446. ἀμέτν--ομ βν -Ἐὰν βμ ---βΑβμὲν 
447. --ῶαχν -144αἾΧΥυῈ1---Ἰ20αὗΧν ἘΣ 
448. χϑμ--ὔχϑμ- Ἔχμ -- } 
449. αϑμῦν--αϑμ -- αὐν-Ἐἢ 
450. χμένυμ --χῆνυμῆν--Χν ψϑμ, 
Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (240). 
451. (χ- Ἐγ)-- χ᾽ τ--ὐῦ 
452. (χ-Ἐ »)"--- χῦ --τῦ 
455. (χ- γ)"-- χ' --ν. 


Νὰ ἀναλυϑοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων τὰ κάτωϑι πολνώνυμα διὰ τῆς μεϑό- 
δου τῶν διωνύμων παραγόντων : (246). 


454. 1. χ᾽ Ἐχ-- 2 ῷ,. χϑ-- οχ᾽- -ὔχ-θ 
455. 1, χ'--Οχ’ -Ἐ11χ--ὖ 3, χϑι χ᾽ --ὔχ--α 
456. 1. χ'--ὅχ" -4 ῷ, χα χ- 6 
457. ὅχ' --Ἰθχ-Ἐᾶχ- 10 
458. ὥχϑ- ἸΡχ-ἘΘΧ-.Τ 
459. ΣΧ --8χ"---ἀχ- 1 
460. χϑδχλ. 6χ-- 8, 
Μ δ. καὶ ἐκ π. 
Νὰ εὑρεϑῇ ὁ μικιδ, τῶν παραστάσεων : (262). 
τς 461. Θαῦβῆγ 13αβ5γ' βα"βγ" 
462. Ἰάχνϑω Ἰκῖνωῦ 21͵αβχὴν 
465. χ--χΥΞ κχῆῦν--ν ὥχ- τῶν 
464. αδ--α οὗ-Γ2α" -Ἐὰα 8α"-[ϑ8α 
465. α᾽"--βἢ (α--- β)" α"--αβ-Ἐ β᾽ 
466. θ(μ᾽ ---ν θίμ---ν) 1δ8(μ᾽ -ν"--ὐμν). 
Νὰ εὑρεϑῇ τὸ ἐΐκιπ. τῶν κάτωϑι παραστάσεων : (268), 
467. θα", 18αβ", 3άαΞβγ 
468. αῦβχ, ΦΙαλβχ", 12. "ΒΗΧΥ ὃ 
469. δ(α-ΕΒ), [13(α--β), 6(α"--βἢ, α᾿Ἔ3αβ-Ἐβ᾽" 
470. α(β--γ, β᾽(β- γ), αβίβ"--Υὔ 
471. χῆ--Ἱ, σΣ"--Ἱ, χ᾽ --χ- Ἱ, 
472. 9(α"--β), θία--β), 4(α-Ἐβ), 12(.“---βὴ 


475. τῷ, (ἘβΡ, α᾽--αβἘβ', αὐπβ'. 
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᾿Ἐπαλήϑευσις ταυτοτήτων : 


Νὰ ἐπαληϑευϑοῦν αἴ κάτωϑι ταυτότητες : (260). 
474. (υ" --β᾽)"-Ε(Δαβ) Ξε(α᾽ -Ἐβ᾽5" 
475. (αχ-βν»)"-(αν -- βχ)" -γ χ᾽ γ᾽ -(α᾽ Ἐβ᾽ Ἐγ"  " ἘΥ" 
476. (υχ-.βγ)" Ἐαγ--βα)"-(γχ-} δν)»-(γν -- ὄχ) ξξία" Ἐβ᾽ Ἐγ᾽ δ Χχ" ἘΥ}. 
Νὰ ἐπαληϑευϑοῦν αἱ κάτωϑι ταυτότητες : (257). 
477. (.--Ὑνχ- ν}-- Ἐν “ξξϑχγίχ"--υἢ 
478. χ--γ--ἰΣ-- υ)"χ- νυ) τ χυίχ᾽ -- Ἶ. 
Νὰ ἐπαληϑευϑοῦν αἱ κάτωϑι ταυτότητες : (258). 
479. (« Ἐβ- γ) Ἐα--β--ν)} --ἰα Ἐβ--γ))᾽ --(α--β- γβΞξββγ 
480. («Ἐβ--τ). -(α--β-Ἐ γγ)" --ἰ(α Ἐβ)"»Ἐ(α --β)᾽-Ἔβαγεεο 
481. («-Ἐβ- γ)»Ἐ.β-Ἐγ-- )»-ἘΓγ-α--β)-(α-Ἐβ-- "Ξε 4(α᾽ -Ἐβ᾽ Ἐγ" 
482. («-Ἐβ- γ- δ)" -Εἰα--β)" -Ἐ(α--γ)"-"(α--δ)"-Ἐ(β--Ὑ)Ὃτ β--δ)- Ὁ 
-Εἰν-- δ)" Ξε (α"-Ἐβ᾽ γ᾽ -Ἐδὴ 
485. (αἘβ-Ὑ"Έ(α--βΈ "θα" Ἐ(β-- νὴ). 
Νὰ ἐπαληϑευϑοῦν αἵ κάτωθϑι ταυτότητες : (209). 
484. (α"-ἘβἘγ) χα" ἘΣ -Ἐω")--(αχ Ἐβυ Γ γὼ)Ξξ 
Ξξίαν--- βχ)-(αὐὦ-- γα)" -Ἐ(βω---γν)" (ταυτότης τοῦ χμασταιρο) 
485.: (« Ἐβ- γ)α-Ἐβ--Ὑα --β- ὐλ β-Ἐγ-- ἡ) τε(2αβ)" --(α" -Ἐβ' --γῆῦ 
486. (α-Εβ-Ἐγ--δ)α-ἘΒ--γ-Ἐδ)α--β- γτ δ) --α  β-Ἐγ-Ἐδ)Ξε 
Ξεβ(αβ- -γδ)" --(α΄-Ἐβ’--γ’ --δ᾽). 
Νὰ ἐπαληϑευϑοῦν αἷ κάτωϑι ταυτότητες : (260). 
487. α(α-Ἐβ)(α-2β.κα-3β).-β΄ Ξξία" Ἔθαβ- 8") 
488. αἰα-1).α-Ἐ3)α- 8} ἰΞεία-Ἐ8α.-Ἐ1)". 
Νὰ ἐπαληϑευϑῇ ἢ κάτωϑι ταντότης : (361). 


489ὅ. ᾿(αἘβ)--(γῈδ) Ἐ(α-Εὐλ"--ἰβ Ἐ δ) Ξεϑία---δια -ἘβΈγτ δ). 


Νὰ ἐπαληϑευϑοῦν αἱ κάτωϑι ταυτότητες : 

490. (α-β)" -Ἐ3.α᾽-β) Ξξϑία- β)α" -ἘβὉ) 

491. (8--Ὑρότ(γ--α)δ- Ἐ(α---β) τεδ(β---γ)γγ--α)ὐα--β) 

492. («-Ἐβ- ΤΥ βγ- γα- αβ)τείβ- ΕΥ ΥἘα) α-Ἐβ»Γαβγ 

495. (αχ--μβ5)" -- μίαν -Ἐβχ)Ξξία᾽ --μβ᾽ χ᾽ --μνῦ ἡ 

494. α'(β--γ)-Ἐβηγ--) Ἐγλα--β) τ (α-Ἐβ-Ἐγν(β--ὐλίγ--ἡ(α--β)ξεῦ, 
Νὰ ἐπαληϑευϑοῦν αἱ κάτωϑι ταυτότητες : (208). 

495. α(γ---β).-β᾽(α--Ὑ) ΕΥ"Β --α)τεία--β)β---γγγ τῷ 

496. («--α)18---γ)-Εἰα --β)"(γ--α)(α--|α --β)εξία---β)(β---γλία ---γὐἍ 
Νὰ ἐπαληϑευϑοῦν αἱ κάτωϑι ταυτότητες : (269). 

497. [|(«--β)"-Ἐ(8--τὴ- Εἰ -τ Ἴ"Ξϑι(α--β)"Ἐ(β--νὐ͵εἰγτ--αὐ 

498. (α" Ἐβ»Ἐγ"ἜβΥ γα καβ)" --ἰ(α Ἐβ-Ἐ γα" -Ἐβ᾽ εγηεξίβγ γα -Ἐσβ). 
Νὰ ἐπαληϑευϑῇ ἡ ταυτότης : (210). 

499. (χ᾽ --ἰλν"--Ἰγω"--1-Ἐ(Σ Ἔγο) Σ - ωχ)ίω-χν)ΞΞ 

Ξείσυω ἘΠ) (χ᾽ Ἐν ""-Ἐωδ χγο--Ἰ). 

Νὰ ἐπαληϑευϑοῦν αἱ κάτωϑι ταυτότητες : (21). 

500. 4[αβίχ' --γ  (α᾽ --βῦ)χν»]}" -(α᾽ --β)χ' --γ᾽-- βαβχυ)}"ΞΞ 

Ξξία" -β᾽)" χ᾽ ἘΣν"" 
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Β0Ί. [{π’-Ἐν})}»-Ἐα3Χ3]»--- Δα (χ"-Ἐγ)5Ξ-Ξ 
Ξε "Ἔν" Ἔα)" --αἴχ’ ἘΣ {χ᾽ ἘΣ"-- αν)" --αἸχ’ ἘΥ5}. 

Νὰ ἐπαληθευϑοῦν αἱ κάτωθϑι ταυτότητες : (272). Ἵ 

502. («-Ἐβ- γ)ξξα" -Ἐβη-Ἐγ  ϑ(-Ἐβ) β- ὐνγ-Ἐα) 

505. (ΧΩ) Ξεθίχ- νυ -Ἐο)  χ" Ἐν" -Ἐω)--3 χω θγχω. 
Νὰ ἐπαληϑευϑῇ ἢ ταυτότης : (218). ἢ 

504, (α"---βδ)α" -Ἐβ")}Ξξα"α--2β5),5-Ἐ ρ5(2υ5 --β")". 
Νὰ ἐπαληϑευϑοῦν αἱ κάτωϑι ταυτότητες τοῦ Θαποὰν : (274), 

505. (Χ-ἘΣ)" ἜΣ ἘΣ“ ΞΞ 2 σ ἜΣΥ -ἘΥ" 

506. (χ-Ἐ}»)" --π΄ --τγ' ΞΞ ὕχυ(χ-ϑ)σχυ Ἐν 

507. (Σ- 5)" -- σ΄ -- ν᾽ ΞΞ Ἰχυίσ- νυ) χ" -ἘΣν-ἘΥ" 

506. (χ-Ἐ 5)" --κ' --τνῦἍἢ ΞΞ ὑχυίχ- Ὑ) β3(χἜΧΥ -ἘΥ "Ἔχ ν (χ-ἘΥ)}. 
Νὰ ἐπαληϑευϑῇ ἢ ταυτότης : (270), ᾿ 
509. (ΧΎΥω)" --ί» ἘΩ -- α)ο--ίω-ΓΣ ---9)Ὁ --ίχ-ν --ογλξεβοχυω(χ" -Ἐγ’ Ἐωῆ. 
Νὰ ἀποδειχϑοῦν αἱ κάτωϑι ταυτότητες : (216). 


510. αὐ Ἔβ"ἘγΡ--ϑαβγεεία -Ἐβ- Ἐγ)α" β" Ἔγ"--αβ-τ-αγ--βγ) 
511. ὡἘ βε γ.τϑαβγ-- ὁ «ἘβΈγ α--β,-ἘΡ--Ὑ)- ιγτῶη 


512. (βΈγ)»" Ἐ  γ Ἐω)"-Ἐ(α-Ἐβ}} --3 β-ΈἘΥ γ-Ἐασ)ία-Ἐ β) εϑία" -Ἐβ'-Ἐ γῤ --ϑαβγ). 
Νὰ ἐπαληϑευϑοῦν αἵ κάτωϑι ταυτότητες : [84). 
515. (γ  )}.α --β)"--ἰα τ β) (γ--δ)"-Ἐγ᾽γ--δ)᾽ --(γ- δ) γξξία---β-γλα--β--γάγδ 
514. (α--β)"(β--γ)," -ἘΓΠΡ --γγλίγ---α) -(γ--α)" α---β)" ΞΞ[(β--Ἐ --ἰα --β)γτ--αὐ δ. 
515. (᾽--β)-βί(ωδ -Ἐβ5)---(α-Ἐ β)ν(α --- β)βεξϑαβία---β). 
Νὰ ἐπαληϑευϑοῦν αἱ κάτωϑε ταὐτότητες : (846). 
516. (α Ἐβ- ὐγγίακ" -Εβγυ"-Ἐγω")-- (ἀχ- βυ- γω)Ἶξε 
Ξεξβγίν --ο)᾽ -Ἐγαίω---“)"-αβίς --Υ)" 
517. (βγ γα αβ)»-Ἐ(α---βγ)"-{β"---γα) Ἐ(γ᾽ --αβ) Ξε(α᾽-β-Ἐγ}" 
518. α(β- Υ)»-Ἐβίγ-α)Σ- Ἐγία-Ἐ β)᾽" --φαβγξξίβ- ΕὙϊγ-Γα)ία -Ἐβ) 
519. (ἀ-Ἐβ- γ βγ- γα Ἐκβ) --αβγεείβ- Ὑ)γ-  α)(α -Ἐβᾳ}. 
Νὰ ἐπαληϑευϑοῦν αἵ κάτοϑι ταυτότητες : (847), 
520. Ξ9(ὃχ --αὐἘ --2Ταὐχεε(χ---υ)ίέχ -[α)" 
ω 521. (χ--ὙἘοὁὔδχ-γ)"Ξξχίσ ---υ) -Ἐγίχ--- νυ)" 
522. (αβ-Ἐγ}--(β- Ἐγ--α)ὐδ- (β--γ-- αδ τα Ἐβ-- γγη-Ξβάαβγ. 
525. (α" --βγ)-(β"--γα- (γ᾽ --αβ)--δ(α᾽ --βγ)(β᾽-- γο)(γ᾽ --αβ)ΞΞ 
ες Ξε(αλ -βλ Ἐ γ᾽ --ϑαβγ)" 
524. (α Ἐβ) Ἐϑαβ(!--α--β)--ἴτΞ (α-Ἐβ--Ἰ)α"-Ἐβ"--αβ-α Ἐβ-Ἐ1). 
Νὰ ἐπαληϑευϑῇ ἢ ταυτότης τοῦ Επὶοῖ : (848). 
525. (αχ  βν- γω-Γδφ)" - (βα--αν- δω --γφ)"  (γχ --ὖν --αὐ-Ἐ βφ)" Ὁ 
-Ἢἰδα Ἐγγ--βω--αφ)-τ(α΄-Ἐβ᾽-Ἐγ-Ἐδηα Ἐγπω» Ἐφ" 
Νὰ ἐπαληϑευϑοῦν αἱ κάτωϑι ταυτότητες : (849). 
526. (Ἥω--ϑχ) (τσ -- 3)" Ἐ(Σ ἘΥ --3ὼ}"}ΞΞ 
ΞΞΊΙδ(χ" -Ἐγ"-ἘωἾ-- γω--χ--ΧΥ)" 
527. (β- λυ Κα -Ἐβ)"-.3α᾽β᾽γ-- αι β-γ)--β γα)" --γλκα-Ἐβ)}ῈΞ 
ΞΞΔ(βγ-γα- αβ)» 
528. («-Ἐβ-γ)"--(β- Ἐγ)"--ἰγἘα)"--(α-Ἐβ).-Ἐα -β.-ἘγΞΞΙϑαβγία -Ἐβ- γ). 
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529. (217). ᾿Εὰν ἁ-Ἐβ-Έγξξϑῦ, νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι α᾽-Ἐβ᾽-γ'ξξϑαβγ. 
580. (218). ᾿Εὰν εἶναι οὐ -β᾽-Ἐγήξεθαβγ νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι εἶναι : 
εἴτε ἀτβηγεξϑθ, εἴτε ἀΞξξβξξϑγ. 

Ἐὰν εἶναι α-Εβ- γΞεῦτ νὰ ἀποδειχϑοῦν αἱ κάτωδϑι ταυτότητες : (919), 

551. (τ--α);- -(τ---β)"-Πτ--Ὑ} Ἐτήξξα" "Ἔβ' Ἐγ’ ᾿ 

582. 9(τ--αὐιτ--β)-ΕΔ(τ-- β)(τ---Ὑὸ [2(τ- γγίτ---ο) ϑτ᾽---α᾽-β"--ν 

5358, 9(τ-- α)ίτ---β)(τ-- γ) -Ἐαίτ---β)(----γ) βίτ--γ)ίτ---α) Ἐγίτ---οὐ(τ---β)ξε αβγ. 
᾿Ἐὰν εἶναι α-Εβ-ΈγΞΞ0 νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι : (851). 

54 (α"-Εβ᾽ -Ἐγὴ) ξξβία"-Ἐβ΄ -Ἐγ5 

555. α(α-β)(α-Ἐ γγεεβίβ-αὐἱιβ- Εὐγπβυίγ τα) γ-Ἐβ) 

556. αἰβ--γὐ- βίγ--α)ὐ-Εὐία--- β)" -Ἔϑαβγεξο 
- (δα---32β)»-(8β --γρ-Ἐ(δγ--ϑο)τξϑίβθα--2βη8β-- ἢγλίθγττϑα) 
5588. δία"-βη-γδ)ία"-Ἐβ’-ἘὙ ἘΞθία -Ἐβη-Ἐγλ). 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Ε’ 


ΡΗ͂ΤΑΙ ΚΛΑΣΜΑΤΙΚΑΙ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ 


1. Ὁρισμοὶ καὶ πράξεις 
ἐπὶ τῶν κλασματικῶν παραστάσεων 


190. Κλασματικαὶ παραστάσεις. Κλασματικὴ παρά- 
“ “- Α « [1 ΄ ᾿ 
στασις λέγεται μία παράστασις τῆς μορφῆς ἜἜ ' ἢ ὁποία σπαριστάγει 


τὸ πηλίκον τῆς διαιρέσεως μιᾶς παραστάσεως Α διὰ μιᾶς ἄλλης παρα- 
στάσεως Β. 
᾿ 2α---β᾽ χ᾽ -Ἐ2χυ- νῦ 
Πχ. αἱ παραστάσεις : Ξρ-Δαβ' χ’--νΞ 
εἶναι κλασματικαὶ παραστάσεις. 
ΑἹ - - 4 , 
Μία κλασματικὴ παράστασις τῆς μορφῆς Ἔ λέγεται ρητήιν 
ὅταν αἷ παραστάσεις Α καὶ Β εἶναι ρηταί. 
᾿ " 3 Ἁ ΄ Α 
Εἷς τὴν περίπτωσιν αὑτὴν ἢ παράστασις Ξ λέγεται ρητὴ 


κλασματικὴ παράστασις ἢ καὶ ἁπλῶς ρητὸν κλάσμα. 
Αἱ παραστάσεις Α καὶ Β λέγονται ὅροι τοῦ ρητοῦ κλάσματος 
καὶ ὅ μὲν α λέγεται ἀριϑμητής, ὃ δὲὶΒ παρονομαστὴς 
αὑτοῦ. 
᾿ -Ὡ 4 ν.»Ψ 3» Ν , Α , 
Εἶναι φανερόν, ὅτι διὰ νὰ ἔχῃ ἔννοιαν τὸ κλάσμα Ἔ! ποέπει ὃ 
παρονομαστής του Β νὰ εἶναι διάφορος τοῦ μηδενός. 
Οὕτω τὸ κλάσμα -ς δὲν ἔχει ἔννοιαν διὰ χεΞ-4, 
Λέγομεν, ὅτι δὲν εἶναι ὡρισμένον διὰ χ-Ξ:4, 


191. ᾿Ιδιότητες τῶν κλασματικῶν παραστάσεων. ᾿Εὰν ἀν- 
τικαταστήσωμεν τὰς παραστάσεις Α καὶ Β μὲ τὰς ἀριϑμητικὰς τιμάς 


, Α , »Ὶ 
τῶν, ἧ χλασματικὴ παράστασις Ἔ ΥὙἵνεται ἕνα ἀριϑμητικὸν ἄλγεβοι" 


κὸν χλάσμα᾽ ἑπομένως αἱ ἰδιότητες τῆς προσϑέσεως, τοῦ πολλαπλασια- 


42 Πράξεις ἐπὶ τῶν κλασματικῶν σταραστάσεων 


σμοῦ, τῆς διαιρέσεως... τῶν ἀλγεβρικῶν κλασμάτων, τὰς ὁποίας ἐγνω" 
οίσαμεν εἷς τὰς 8 81 ἕως 81 ἐπεχτείνονται καὶ ἐπὶ τῶν κλασματικῶν 
παραστάσεων. 


192. ᾿Απλοποίησις κλασματικῷν παραστάσεων. “4 πλ1ο- 
ποίησις μιᾶς κπλασματικῆς παραστάσεωςς λέγεται 
ἡ εὕρεσις μιᾶς ἄλλης κλασματικῆς παραστάσεως, τῆς ὅποίας οἱ ὅροι νὰ 
εἶναι μικροτέρου βαϑμοῦ καὶ ἡ ὁποία νὰ εἶναι ἰσοδύναμος μὲ τὴν δο- 
ϑεῖσαν κλασματικὴν παράστασιν. 

Διὰ νὰ ἁπλοποιήσωμεν μίαν ἄλγεβρικὴν κλασματικὴν παράστασιν 
ἐφαομόζομεν τὸν κάτωϑι κανόνα : 

Κανών: Διὰνὰ ἁπλοποιήσωμεν μίαν κλασματι-: 
κ ἡν παράστασιν : 

1ον. ᾿Αναλύομεν, ἐὰν ὑπάρχῃ ἀνάγκη, καὶ τοὺς δύο ὅρους της εἷς 
γινόμενον παραγόντων. 

ον. ᾿Εξαλείφομεν τοὺς κοινοὺς παράγοντας, οἱ ὅποῖοι ὑπάρχουν 
εἷς τοὺς δύο ὅρους της δηλ. διαιροῦμεν καὶ τοὺς δύο ὅρους τῆς διὰ τῶν 
κοινῶν αὐτῶν παραγόντων. 

Κατὰ τὴν ἐφαρμογὴν τοῦ κανόνος αὐτοῦ διακρίνομεν τὰς κάτωϑι 
περιπτώσεις : 


Ι. Οἱ δύο ὅροι τοῦ κλάσματος εἶναι ἀκέραια μονώνυμα. 
2] α βέγδ᾽ 
--͵4αβ᾽ δι ᾿ 
Θέτομεν τὸν 7αβ5δ᾽ ὡς κοινὸν παράγοντα καὶ ἔπειτα τὸν ἐξαλείφομεν 
ἂν ὑποθέσωμεν, ὅτι 7αβ᾽ ΞΟ 


Παράδειγμα. Νὰ ἁπλοποιηθῇ τὸ κλάσμα 





2Ιαβγ ΘῈ} 7αβ᾽ δ Χ3αβ Ί)υσυ͵.. ϑ3αβγ 
--Ἰ4αβ᾽ δ 7αβ᾽ δ᾽ Χ255:. 28" " 


1. Οἱ δύο ὅροι τοῦ κλάσματος εἶναι πολυώνυμα. 

Εἷς τὴν περίπτωσιν αὑτὴν ἀναλύομεν τὰ πολυώνυμα τοῦ ἀριϑμη- 
τοῦ καὶ τοῦ παρονομαστοῦ εἷς γινόμενον παραγόντων καὶ ἔπειτα διαι- 
ροὔμεν- καὶ τοὺς δύο ὅρους διὰ τῶν κοινῶν παραγόντων, δηλ. ἐξαλεί- 
φομεν τοὺς κοινοὺς παράγοντας. 

Παράδειγμα. Νὰ ἁπλοποιηθῇ τὸ κλάσμα Α'Ξξ .3αχ' Ἰ2αχγ ΕἸΖαγ" 

᾿Αναλύομεν καὶ τοὺς δύο ὅρους του εἰς γινόμενον παραγόντων : 

Ὃ ἀριθμητὴς γράφεται : 3α(χ"--χυ -ἀγ")Ξ::3αίσ---2})}} 

Ὃ παρονομαστὴς γράφεται: ὄδαίχ' ---4ν "ΞΞδα(χ- 2υ)(χ-- Ἰν 

Καὶ τὸ δοθὲν κλάσμα δύναται νὰ γραφῇ : 

α---. 3α(χ- 2} Ὃν 
δαί(χ-  2γ)(Σ--- 25) 2(χ-Ἐ2:)΄ 
᾿Ασκήσεις : 29, 541, δ12, 544, 546, δὅ48, δδ0, δ51], δδᾶ. 
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193. Τροπὴ ἑτερωνύμων ρητῶν κλασμάτων εἰς ὁμώνυμα. 
Τὰ ρητὰ κλάσματα, τὰ ὅποῖα ἔχουν τὸν αὑτὸν παρονομαστὴν λέγονται 
δμώνυμα, ἄλλωδιλέγονται ἕτερώνυ μα. 

Διὰ νὰ τρέψωμεν ξτερώνυμα ρητὰ κλάσματα εἷς ὁμώνυμα, χρησι- 
μοποιοῦμεν τὰς αὐτὰς μεϑόδονς, ποὺ ἐχρησιμοποιήσαμεν εἷς τὰ ἄλγε" 
. βρικὰ κλάσματα (δ 84. 2ὸν). 

Α΄ τρόπος. Κανών: Διὰ νὰ τρέψωμεν πολλὰ οητὰ. ΕΣ εἷς 
ὁμώνυμα, ἁπλοποιοῦμεν πρῶτον αὐτά, ἐὰν εἶναι δυνατὸν καὶ πολλαπλα- 
σιάξομεν ἔπειτα τοὺς δύο ὅρους ἑκάστου ρητοῦ κλάσματος ἐπὶ τὸ γινό-. 
μενον τῶν παρονομαστῶν τῶν ἄλλων. 

Παράδειγμα. Νὰ τραποῦν εἰς ὁμώνυμα τὰ ρητὰ κλάσματα : 
αἴξαβ β-β ατβ 

αὐ ᾿ βγ ᾿ β΄ 
“᾿Απλοποιοῦμεν τὰ κλάσματα καὶ λαμβάνομεν τὰ ἰσοδύναμα ὁμώνυμα 
κλάσματα 





αἘβ βτα ατβ 
α Ύ δ᾽ 
Πολλαπλασιάζομεν τοὺς δύο ὅρους τοῦ πρώτου κλάσματος ἐπὶ βγ, 
τοὺς δύο ὅρους τοῦ δευτέρου κλάσματος ἐπὶ αβ καὶ τοὺς δύο ὅρους τοῦ τρί- 
τοῦ κλάσματος ἐπὶ αγ καὶ λαμβάνομεν τὰ ἰσοδύναμα ὁμώνυμα κλάσματα 
βγίαἘβ) -αβίβ--αὐ ᾿ αγίαῬβ[) 
αβγ ᾿ αβγ ᾿ αβγ 
Β΄ τρόπος. "Ὅταν οἷ παρονομασταὶ τῶν κλασμάτων ἔχουν κο ι- 
νοὺς παράγοντας, εἶναι προτιμότερον νὰ λαμβάνωμεν, ὡς 
κοινὸν παρονομαστήν, τὸ ἔ.κιπ. τῶν παρονομαστῶν, ὅπως καὶ εἷς τὴν 











"Αριϑμητικήν. 
Παράδειγμα. Νὰ τραποῦν εἷς ὁμώνυμα τὰ κάτωθι κλάσματα : 
3(.-Ἐ8) 2(α"-αβ-β᾽ 4 
αΡἜ2αβ.β" ὀαἀν-β' ᾿ αλ-βν 


“Απλοποιοῦμεν τὰ κλάσματα. Τὸ πρῶτον κλάσμα ὕεται 
3.18). 36:8. 38 
ἜΣ Τ2αβΈΡ' "18 αἿΒ 
τὸ δεύτερον κλάσμα Ὑράφεται : 
2(α-[αβ 8} ἀΘ2αΓαβῚ ἢ - - 
αν-τ-β'  ἰα-βΠα»ἘαβῈβ}) α-β 
τὸ τρίτον κλάσμα γράφεται : ὴ ᾿ 
α᾽--β’ (αἼ β)ία--β) 
Ἔχομεν τώρα νὰ τρέψωμεν εἰς ὁμώνυμα τὰ κάτωθι κλάσματα : 
»ὐϑ. .- πε, θη () 
ἀπβ᾽ α-β’' (αἸβια--Β) , 
Ὃ κοινὸς παρονομαστὴς τῶν κλασμάτων (1) θὰ εἶναι τὸ ἐκκιπ, τῶν 
παρονομαστῶν τῶν κλασμάτων αὐτῶν, δηλ. τὸ (α βλα--β). 
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Διαιροῦμεν τὸ ἐκκιπ. (α-βλα---β) δι᾽ ἑκάστου ἐκ τῶν παρονομαστῶν 

τῶν κλασμάτων (1) καὶ εὑρίσκομεν πηλίκα, ἀντιστοίχως ᾿ 
α--Β. α-Ἐβ. 1:9. 2): 

Πολλαπλασιάζομεν καὶ τοὺς δύο ὅρους τοῦ ἠρώτου κλάσματος ἐπὶ 
α--β, τοῦ δευτέρου κλάσματος ἐπὶ α-β καὶ τοῦ “τρίτου κλάσματος ἐπὶ 1 
καὶ λαμβάνομεν τὰ ἰσοδύναμα ὁμώνυμα κλάσμοζα : 

3.(.-8 2(α-Ἐβ) , 4 
(α  β)α--β)}Ὸ (αἜβ)α--β)᾽, (αἘ β)α--β) 
ἢ .3(α-- 8) 2 -β) ΄ 4 
α᾽--β» ὰ αἮ--β᾽ ω α᾽--β᾿' δ 
᾿Ασκήσεις : 5661, δ68, δ6δ. 


194. Πράξεις ἐπὶ τῶν κλασματικῶν παραστάσεων. Αἴ 
πράξεις ἐπὶ τῶν κλασματικῶν παραστάσεων γίνονται, ὅπως καὶ αἱ 
ἀντίστοιχοι πράξεις ἐπὶ τῶν ἀριϑμητικῶν ἀλγεβοικῶν κλασμάτων (8 
85, 86, 87). 


196, Πρόσϑεσις καὶ ἀφαίρεσις ρητῶν κλασμάτων. Κανών: 
Διὰ νὰ ὑπολογίσωμεν τὸ ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα πολλῶν κλασμάτων, ἐρ- 
γαζόμεϑα ὧς ἑξῆς 

1ον. ᾿Αναλύομεν τοὺς ὅρους τῶν κλασμάτων εἷς γινόμενον παρα- 
γόντων. 











3ον. ᾿Απλοποιοῦμεν τὰ κλάσματα, ἐὰν τοῦτο εἶναι δυνατόν. 

᾿ϑον. Τρέπομεν τὰ κλάσματα εἷς ἰσοδύναμα ὁμώνυμα μὲ κοινὸν 
παρονομαστὴν τὸ ἔνκιπ. τῶν παρονομαστῶν των. 

4ον. Σχηματίζομεν ἕνα κλάσμα, τὸ ὅποῖον ἔχει ὡς ἀριϑμητὴν τὸ 
ἀλγεβρικὸν ἄϑροισμα τῶν ἀριϑμητῶν καὶ ὡς παρονομαστὴν τὸν κοινὸν 
σαρονομαστήν. ᾿ 

ὅον. ᾿Απλοποιοῦμεν τὸ τελικὸν ἐξαγόμενον, ἐὰν εἶναι δυνατόν. 

Παράδειγμα ἴον. Νὰ τὐονονοαι τὸ ἄθροισμα : 

2β-π χ᾽ ---ϑαῦ 

ἈΞ τῆν Ῥ ἘΞ -" ἘΞΕΞΕ ἷ 
Τὸ ἐκκιπ, τῶν παρονομαστῶν τῶν δοθέντων κλασμάτων εἶναι: 15α"βχ". 


Τρέπομεν τὰ κλάσματα εἰς ὁμώνυμα μὲ κοινὸν παρονομαστὴν τὸ ἐκκιπὶ 
τῶν παρονομαστῶν καὶ ἔχομεν : 


᾿ς 35.3.5» (2β- χ)βχ, βχ"--95» 9α":{2β- χ)βχ- βχ’- 9α» 
Α τῷ Ἴραβχε Τ᾿ ρωβχ: ἢ 








15αβχ᾽ 15αβχ᾽ 
--, 9." }2β᾽ χ-- βχ"Ἐβχ᾽--ϑ ὁ 2βχ. 2β 
" 15αβχ" Γ 15αΐβχῖξ  ἨΙΙβαΐἶχ᾽ 
Παράδειγμα 2ον. Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ ἄθροισμα: 
5 Χ χΧΈΙ͂Ο 


2χ-4 χυρβῶχ Ἂχ: -β᾽ 
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᾿Επειδὴ 2χ ---4::2(χ---2), χ'-Ἐ2χε::χίχ- 2), 
καὶ ᾿ς 2χ᾽ --ϑεξ2ί(χ᾽"---4)-Ξ2(χ-2)(χ ---2) 
τὸ δοθὲν ἀλγεβρικὸν ἄθροισμα γράφεται : 
5 χ Ίὸ 


ΑΞ 





Χ 
(χ--Ὁ  χίχῶ 4Ζ2(χ--2,χ- [2)᾽ 
᾿Απλοποιοῦμεν τὸ δεύτερον κλάσμα καὶ ἔχομεν : 
ι΄. Ὁ χτρὸ 
2(Χ-2 χ- 2 2(.---2) χ- 2) 
Τρέπομεν τὰ κλάσματα εἰς ὁμώνυμα μὲ κοινὸν παρονομαστὴν τὸ 
ἐκκιπ. τῶν παρονομαστῶν, τὸ ὁποῖον εἶναί 2(κ---2) χΧ- 2) καὶ ἔχομεν 
Β(Χ- 2 2(χ---2) ΧΙ͂Ο 
2(κ- 2), χ--ὦ 2(χ- 2χχ-- 2(χ-2).---2) 
Σχηματίζομεν ἕνα κλάσμα, τὸ ὁποῖον ἔχει ὡς ἀριθμητὴν τὸ ἀλγεβρι- 
κὸὁν ἄθροισμα τῶν ἀριθμητῶν τῶν τελευταίων κλασμάτων καὶ ὡς παρονο- 
μαστὴν τὸν κοινὸν παρονομαστὴν 2(χ--2)(“---2) καὶ ἔχομεν 
α-- Ξ.Χ12--.2δ(.---2,.- -ἰ τὸ 





2(χ-2)(κ“---2) 
᾿Ἐκτελοῦμεν τὰς πράξεις κλπ. εἰς τὸν ἀριθμητὴν καὶ ἔχομεν 
ἈΝΞ 5ΧΈΤΊΟ--2χτρή--χ--ὁὸἪὁ 2.΄΄  4 Φιᾳ.ἅὀὉὁ 2... 1 
ὦ 2(χ-2χχ---2) τ“ 2(χ-2),χ---2 2(χ-2),.χ-- χ- 2᾽ 


Παράδειγμα 3ον. Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ ἄθροισμα: 


ΙΝ α β Ὺ 
Α τὶ ἸαΞβηαΞυῦ Ἴβηρα ἡ Ἰγξαξῇ (σ βν) 
Οἱ 6 παράγοντες, οἱ ὁποῖοι εὑρίσκονται εἰς τοὺς παρονομαστάς, δύ- 
νανται νὰ ἀναχθοῦν εἰς 3, ἐὰν παρατηρήσωμεν, ὅτι 
α-ογεο--ἰἝγ--οἡὐ β--α-Ξκ-(α--β, γ--βε---(β--γ). 
“ὥστε τὸ δοθὲν ἄθροισμα δύναται νὰ γραφῇ : ᾿ 
ὃι -τα -Β -ΞὙ 
ΑΞ πΞρίνξαὶ Ὑ β--γήαιΞΒ) ἢ {γξα β-Ξ Ὁ] ἣν 

Τὸ ἐκιπ. τῶν παρονομαστῶν εἶναι (α---β)(β---ὙΥ)γ-ταῇ καὶ ἑπομένως 
τὸ ἄθμοισμα (1) γράφεται 

Ξε ταβτὺ --βίυ--οἡ ΕΒ --γία--β) 

(α--β)β-- γλγ--αὐ ᾿(α--β)β--γ)γ--αὐ  (α--β)β---γλν-αὐ 
-- -- τ -α(β-- Υ)--βίν-οὐ--γία--)͵ 
(α--β)(β---γγγ--αὐ 
-- -παβαγ--βγ- αβ--αγέβΥγ 0 ΞΡ 
(α--Β β-- χγ--ο (α--βιβ--γχγ--αὐ 

᾿Ασκήσεις : δ67, ὅτο, 57], ὅ7ϑ, δ7δ, δ,ζ, δ79, δὅ81, δὅ88, 
δὅδδ, δδτ, δὅ89, δὅ91], 598. ' 

196. Πολλαπλασιασμὸς ρητῶν ἀλγεβροικῶν κλασμάτων. 
Κανών: Διὰ νὰ πολλαπλασιάσωμεν δύο ἢ περισ- 
σότερα κλάσματα σχηματίζομεν ἕνα κλάσμα, τὸ ὅποῖον ἔχει 
ὧς ἀριϑμητὴν τὸ γινόμενον τῶν ἀριϑμητῶν των καὶ ὡς παρονομαστὴν 











ἰ46 Πράξεις ἐπὶ τῶν κλασματικῶν σεαραστάδεων 


“ -Ὡ » Ψ 
τὸ γινόμενον τῶν παρονομαστῶν των. "ἔπειτα ἁπλοποροῦμεν τὸ προ- 
κῦπτον κλάσμα, ξὰν εἶναι δυνατόν. “ 









: : ᾿ς 3.3 ϑχῖνω 
Παράδειγμα ἴον.. Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ γινόμενον “ἤχγυ ᾿Θαῦβῃγ 


Κατὰ τὸν ἀνωτέρω κανόνα θὰ ἔχωμεν : 





3,β΄ δχῆνω 83. δχνγω, ὥ2χω 
4χγ' θοαβγ ἀχγ". 9": τ᾿ 3Ξαβγγ᾽ 
3αβ α'--β" 





͵ 
Παράδειγμα 2ον, Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ γινόμενον ΠΤ ΗΝ 66: " 


Κατὰ τὸν ἀνωτέρω κανόνα θὰ ἔχωμεν : 
3.5β α᾽β' 3αβ' (α᾽--β᾽ δ8αβία Ἔβ)ια--βὶ α(α-Ἐβ) 
α--β 6β' (α--β)"6β5 (α--β) "6β᾽ 28 ᾿" 
ΠΙαράδειγμα 8ον. Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ γινόμενον 
χ--ν, ΧΕΡΡ ΧΡῈ 9 
ΓΞ (τς Τα γ)᾽ (ὡςἤ ΤΊ )- ΠΕΣ 
Ἐκτελοῦμεν τὰς πράξεις εἰς τὴν πρώτην παρένθεσιν καὶ ἔχομεν 
ΧΟΥ͂ ΧΈΕΥ, (Χ Υ)"Ἐ(.:Ὁ})} κ'- 2χν Ἐν" ΧΡ αν Ἐν" 
ΧῸΥ ᾿ΧΟῪ λ(κΈ Υ)Χ--") (χ- γ)α-ὐ) 
.ς᾿ 2χ"  Ἔ 2νυ5" ᾿ 
τ Χ ν)α--ν) - 
Ὁμοίως ἐκτελοῦμεν τὰς πράξεις εἰς τὴν δευτέραν παρένθεσιν καὲ 
ΧΡ Υ" μ͵ὸπ ΤΈΣ ΖΑ (ΣῈ) 
2ΧΥ 2χΥ ΠΧ ᾿ 
᾿Αντικαϑιστῶμεν εἷς τὸ δοθὲν γινόμενον τοὺς παράγοντας, οἱ ὁποῖοι 
εὑρίσκονται ἐντὸς παρενθέσεων, μὲ τὰς τιμάς των καὶ ἔχομεν 
-- ἜΧΕ" ΧῈΡΡ, χΥ Ζ2(Χ᾽ΕΥ") (ΧΈ νιν σχν 
ΧῈ -γ)ιχ-") ΦῚΥ χε" (χ Υ)χ--ν). 2χγίχ" Ἐγ" χ--Ὑ΄ 
᾿Ασκήσεις : 686, 688, 640, θ84δ. 646, 649, 6ὅ2, 6δ4, 661, 664, 
666, 669. 

















ἔχομεν 








197. Διαίρεσις ρητῶν ἀλγεβοικῶν κλασμάτων. Κανών: 
Διὰ νὰ διαιρέσωμεν ἕνα κλάσμα δι ἄλλου 
κλάσματο ς, πολλαπλασιάζομεν τὸ κλάσμα τοῦ διαιρετέου ἐπὶ τὸ 
. κλάσμα τοῦ διαιρέτου ἀντεστραμμένον᾽ ἔπειτα ἁπλοποιοῦμεν, ἐὰν τοῦτο 
εἶναι δυνατόν. 
3οβῪ 9α"βγ᾽' 
ἀχΥ ᾿ δχνῆω 
Κατὰ τὸν κανόνα τῆς διαιρέσεως κλασμάτων θὰ ἔχωμεν : 
3αβ θαβγ’ 3αῬῪ δχγω 3." β'γ' ϑχγνὼ 2β'γω 
ἄχγ ᾿ ϑχγῆω Ἃ(ΧῪ 9θαῦβγ᾽ῦ ἄχ" 9αϑβγ δβ85αυχ΄ 
χ᾽ -4α' χ᾽--2αχ 
χ' -4αχ ᾿ αχ- [4.3 





Παράδειγμα ἴον. Νὰ γίνῃ ἡ διαίρεσις 











Παράδειγμα 2ον. Νὰ γίνῃ ἡ διαίρεσις 
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Καιὰ τὸν κανόνα τῆς διαιρέσεως κλασμάτων θὰ ἔχωμεν 
χ'- 4) χϑ--2.αχ χ᾽ κ᾽ αχτ4α' (χ’-- Δαλίαχ- 4.9) 
χ4αχ ᾿αχιβάαξ χμήαχ χ' 2αχ (χ᾽ 4αχ)κ"---2Ζαχ) 
(χ-2ολ(---2ο)α(χ-[4α) αἰχ- 2α) 
χίχ-4α)χίκ--Ὁ ὁ). ὃ χϑ 
᾿Ασκήσεις : 6ΤΙ, 674, 678, 680, 683, 684, 686, 685. 


198. Σύνϑετα κλάσματα. Σύνϑετιτον κλάσ μα λέγεται 
τὸ κλάσμα, τοῦ ὅποίου ὁ ἕνας τοὐλάχιστον τῶν ὅρων του εἶναι κπλασμα- 
τικὴ παράστασις. 











Π. χ. Τὰ κλάσματα 





Ε αΈ “ Σ αττβ ξῖναι σύνθετα 
1 ᾿ α ᾿ 1 Ί κλάσματα 
.---.-------.-.- --- - Χ .---Ὁ- ε---.ὄ 
αΞᾷ ΒΤ α 


199 ᾿Απλο-οίησις συνθέτου κλάσματος. Διὰ νὰ ἁπλοποιή-" 
σωμεν ἕνα σύνϑετον κλάσμα, δηλ. διὰ νὰ τρέψωμεν αὐτὸ εἷς ἰσοδύ- 
γναμὸν ἅπλοῦν κλάσμα, ἐφαρμόζομεν μίαν ἐκ τῶν δύο χάτωϑι 
μεϑόδων 

Πρώτη μέϑοδος. Κανών: Διὰ νὰ ἁπλοποιήσωμεν 
ἕνα σύνϑετον κλάσμα τρέπομεν καὶ τοὺς δύο ὅρους τοῦ 
συνϑέτου κλάσματος εἷς ἁπλᾶ κλάσματα καὶ διαιροῦμεν ἔπειτα τὸν ἀριϑ- 
μητήν του διὰ τοῦ παρονομαστοῦ του. 

Παράδειγμα ἴον. Νὰ ἁπλοποιηθῇ τὸ σύνθετον κλάσμα: 

αὐ- β᾽ 

α΄--β- 

α" αβῈβ' ᾿ 

α--β 

Διαιροῦμεν τὸν ἀριθμητὴν τοῦ συνθέτου κλάσματος διὰ τοῦ παρονο- 
στοῦ του. καὶ ἔχομεν , 

α-- Ἔβ᾽͵ αἰ αβεὲβ αβὶ αβ “ἧ(α"Ἐβηα- ὁ 
α᾽--β’ α--β α᾽--β' οα'--αβεβ'  χἀ(αΡ--βη(α"--αβ-Ἐβ3) 
- (αἘ β)α"--αβἘ β᾽)α--β). -1 
(α- β)α---β)(α᾽ --αβ-Ἐ β᾽) ᾿ 
Παράδειγμα 2ον. Νὰ ἁπλοποιηθῇ τὸ σύνθετον κλάσμα: 


Αξξ 








“ΠῚ Τ 
. α--3 α--2 
Ὃ ἀριθμητὴς τοῦ συνθέτου κλάσματος γράφεται 
3. ,.,2.. 3(α-Ξ3).-2(α- “22 3α--9.---2α- 4 α--5 


α΄ α-3 (α--2,α--3 ἰ(α--2|α--3 ἀα--Ζ2,α--3)᾽ 
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Ὃ παρονομαστής τοῦ γράφεται : 
1 ΜΝ (α--2.-|α--3 α---2---α- Ὁ θ 3 1 
α-3 ας (α-3Ξ3,α -2ὦ ἰα--31α-2 » (α--3,α--2)᾽ 
Διαιροῦμεν τὸν ἀριθμητήν του διὰ τοῦ παρονομάστοῦ του καὶ ἔχομεν : 


τς α-ῷςΊ ᾿ 1 ΝΕ α-5 ᾿ (α--2α-Ὁ 
κε (α---2.α---3) ᾿ (α--2).α--3). (α--2,α--3), 1 Ξα--5. 
Παράδειγμα 3ον. Νὰ ἁπλοποιηθῇ τὸ κλάσμα: 
ΑΞ ν ΙΝ 
Ἢ ΤΉ ΞΕΙ 
3-π 


"Απλοποιοῦμεν κατ᾽ ἀρχὰς τὸ σύνθετον κλάσμα τοῦ παρονομαστοῦ 
καὶ ἔχομεν διαδοχικῶς : 
ΧΤῚ 3. -χΧΊΧ Ὁ 6ὃδΟϑυὨΧ4 














ΤῈ-5: 3-χ 3. χ “ 3--χ' 
ΒΝ 1. -1 4 3-πκι 
ΧΙ τ 4 τ 3-ὴχκ 4" 
Ὲ53 Χ 3--κ 
Β.00.Ν 3-ι. 4Χ13-χ 3χ-.3 
ΣΈ τ χτ παῦτῳ π- ἡ π΄’ 
ΤΈΞΕς 
ὁπότε τὸ σύνθετον κλάσμα γίνεται 
ΜΕ 1 -: 3χ.33. 4 4 
τ 3χΧχ.3. 4 π3χ3 Ξ5.χ- Ὁ 
4 


Δευτέρα μέϑοδος. Κανών: Διὰ ν ἁπλοποιήσωμεν ἕνα 
σύνϑετον κλάσμα πολλαπλασιάζομεν καὶ τοὺς δύο ὅρους τον 


ἐπὶ τὸ ἔνκιπ. τῶν παρονομαστῶν τῶν ὅρων του. 
Παράδειγμα ἴον. Νὰ ἁπλοποιηθῇ τό σύνθετον κλάσμα 


α 
κ-. αἘβ ΤαΞἘ 
.΄͵ β᾽᾽ 
α-πβ ἀτβ 
Πολλαπλασιάζομεν καὶ τοὺς δύο ὅρους τοῦ συνθέτου κλάσματος ἐπὶ 
τὸ ἐκκιπ. τῶν παρονομαστῶν τῶν ὅρων του, δηλ. ἐπὶ (α-β)α--β) καὶ ἔχομεν 


ἜΝ Ν 
(εἶξε ἐς β) στρα Ὁ -- -αα θ βαρ... 
τ Ρ Τ᾿ αἰατ β.-βίι--β) 
( «αἰ ). («Ἐβια--Ἐ) 
αὐ-ταβξαβ!β' αἰΈβ' . 


Ἴ απ αβ--αβεβΕ,. ἀρΈβ᾽ 
Παράδειγμα 2ον. Νὰ ἁπλοποιηθῇ ἡ παράστασις 


-Ῥ Ρ 
Ἔ -π- ΟΤΕπ Ἐς 
α β ᾿ 
ΕΝ ΠΕ τ 


Α- 





β 
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Πολλαπλασιάζομεν καὶ τοὺς δύο ὅρους τοῦ πρώτου συνθέτου κλά- 
σματος ἐπὶ τὸ ἐκκιπ, τῶν παρονομαστῶν τῶν ὅρων του, δηλ. ἐπὶ αβ καὶ 
ἔχομεν β 

α . 
ἴον συνθετ. κλάσμα ΞΞ (-- ὧν 
᾿κσμα τ ( α΄. β ἡ αΡΈβ-αβ᾽ 
Ἐπ: τ 1). 
Πολλαπλασιάζομεν καὶ τοὺς δύο ὅρους τοῦ δευτέρου συνθέτου κλά- 
σματος ἐπὶ α᾽β καὶ ἔχομεν 
ΒΒ, βγ.α 
1 -ὸ Ἐ αἷβ 
2ον συνθετ. κλάσμα -ΞΞ ( - -) ΞΞ- αὐβΈαβερβ᾽ 
α β᾽ αϑ-Ἐβ5 
(ξ τ) .«Ἐ 

᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὴν δοθεῖσαν παράστασιν τὰ σύνθετα κλάσματα 
μὲ τὰ ἴσα τῶν καὶ ἔχομεν 
Α α-τ-β'͵ αἰβέαβεβ' α΄’ αβεαβ: ὁ 

τ αὐ β'--αβ αἰ Ἐβ';͵ αὐ β-αβ (α βια"-Εβ᾽--αβ) 
- αἘβ)α"--β"--(αβ-Ἐαβ'Ἐβ) αΈα!β--αβ"--β"--αἹβ--αβ"--᾽ 
(α-Ἐβ),α’ -Ἐβ"--αβ) " (α-Ἐβ)α"-β"--αβ) 
. αδ- -2αβ᾽--ἌβΥ 
-Ξτ περρὲ " 

,Ο᾽ Ασκήσεις : 698, 699, 704, ΤΟΥ͂, ΤΙΟ. 712, ΤΙ7, 728, 727, 781, 

784, 786, 744. 








3. ᾿Ιδιαίτεραι μορφαὶ τῶν κλασμάτων 


200. ᾿Ιδιαίτεραι μορφαὶ τῶν κλασμάτων. Εἷς ὅλας τὰς περι" 

, “ “«ὠ “- »“.- , »"- “- Α 

πτώσεις τοῦ λογισμοῦ τῶν κλασματικῶν παραστάσεων τῆς μορφῆς "“Ἔς 

παρεδέχϑημεν, ὅτι ὃ παρονομαστὴς Β εἶναι διάφορος τοῦ μηδενός. 

Δύναται ὅμως νὰ συμβῇ ὥστε, ὅταν ὑπολογίζωμεν τὴν ἀριϑμητικὴν 

τιμὴν ἑνὸς κλάσματος, δι᾿ ὡρισμένας τιμὰς τῶν γραμμάτων του, ὃ 
ἕνας ἢ καὶ οἵ δύο ὅροι του νὰ εἶναι ἴσοι μὲ μηδέν. 





Π.χ. Ἔστω τὸ κλάσμα ἘῸΣ ΝΝ ᾿ ᾿ 
διὰ ΧΕΞΙ͂ καὶ γϑξῇ ἔχομεν 212 Ξ τ΄ ( ορφὴ -Ὁ 
διὰ χ----Ἰ καὶ γε---2 » Ξε -ετῇ ( ορφὴ Ὁ) 
διὰ ΧΞΕΊ καὶ γε---2 » «5. τ (. ορφὴ -) 


Εἰς τὰς 8 71 καὶ 71 ἐδείξαμεν, ὅτι : 


ση,ν -- - 0 ᾿ Ω 
1. Ἵνα κλάσμα τῆς μορφῆς Ψῃ εἶναι ἴσον μὲ μηδέν. 


160 )διαίτεραι μορφαὶ τῶν κλασμάτων 


-“ ͵ - - α ᾿ ᾿ν , 
2, Ἵνα κλάσμα τῆς μορφῆς ΨῈ δὲν. ἔχει καμμίαν ἀριϑμητικὴν 


τιμήν. 
α Η , . ὡ 
Τὸ σύμβολον Ξῦ᾽ δὲν παριστάνει κανένα πηλίκον᾽ παριστάνει τὸ 


σύμβολον τοῦ ἀδυνάτου λογισμοῦ. 

᾽ν τούτοις δυνάμεϑα νὰ παρατηρήσωμεν, ὅτι ἕνα κλάσμα, τοῦ 
ὁποίου ὅ ἀριϑμητὴς μένει ἀμετάβλητος, αὐξάνει, ὅταν ὁ παρονομαστής 
του ἐλαττοῦται. 

5 5 5 5 
" Ὅταν ὃ παρονομαστὴς ἐλαττοῦται μέχρι τοῦ 0, ἢ τιμὴ τοῦ κλά- 

σματος γίνεται μεγαλυτέρα ἀπὸ κάϑε ἀριϑμόν. Εἷς τὴν περίπτωσιν 
αὐτὴν λέγομεν, ὅτι τὸ κλάσμα τείνει πρὸς τὸ ἄπειρον. 

ε ι ᾿ α ᾿ ᾿ , “-- , » 

Η μορφὴ λοιπὸν τ πιαριστάνει τὸ σύμβολον τοῦ ἀπείρου 


(.ο) ἢ τὸ σύμβολον τῆς ἀδυναμίας. 

8. “ἔνα κλάσμα τῆς μορφῆς τ. ἔχει μίᾶν ἀπροσδιόρι.- 
στον τιμήν 

Εἷς πολλὰς περιπτώσεις ἣ ἀοριστία αὑτὴ εἶναι φαινομενικὴ 
καὶ προέρχεται ἐκ τοῦ ὅτι εἷς τὸν ἀριϑμητὴν καὶ εἷς τὸν παρονομαστὴν 
τοῦ κλάσματος ὑπάρχει ἕνας κοινὸς παράγων, ὃ ὁποῖος γίνεται μηδὲν 
διὰ μερικὰς τιμὰς τῶν γραμμάτων του. ᾿Εὰν ἐξαλείψωμεν τὸν παρά- 
γοντα αὗτόν, ἐξαλείφομεν καὶ τὴν ἀοριστίαν τοῦ κλάσματος. 

Παράδειγμα ἴον. Ἔστω, ὅτι θέλομεν νὰ ὑπολογίσωμεν τὴν τιμὴν τοῦ 


κλάσματος κ-- ἘΞΞ3 ({) διὰ κι. 
: . 44 0 
Διὰ χΞΞῶ τὸ κλάσμα λαμβάνει τὴν μορφὴν ΚΞΞ Ξε Ξ ο΄. 


Ἂν ἀναλύσωμεν -τοὺς ὅρους τοῦ δοθέντος κλάσματος εἰς γινόμενον πα- 
ραγόντων καὶ ἁπλοποιήσωμεν, θὰ ἔχωμεν 
κ-- χπά (χ- 2, χ- 2 χ 2 Ω 
3χ-6 3.-ὦῶῷῷ 3 ἱ 
22 4 
ἜΡΙΣ 3" . 
Διὰ κάθε ἄλλην τιμὴν τοῦ χ ἐκτὸς τῆς τιμῆς χεΞξ2, τὰ κλάσματα (1) 
καὶ (2) ἔχουν τὴν αὐτὴν τιμὴν καὶ διὰ τοῦτο τὸ κλάσμα (2) λέγεται ἡ 
ἀληθὴς τιμὴ τοῦ κλάσματος (1) διὰ χεΞ2. 
Παράδειγμα 2ον Νὰ εὑρεθῇ ἡ ἀληθὴς τιμὴ τοῦ κλάσματος. 
χ᾽ -Ἐ4χ---21 


ΚΞ πΡΕΖχ- 





Διὰ χΞΞΕ2Ζ, τὸ τελευταῖον κλάσμα γίνεται ΚΞΞΕΞ 





διὰ χ--3. 
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Τὸ δοθὲν κλάσμα διὰ χεΞ3 λαμβάνει τὴν μορφὴν ---. 


᾿Αφοῦ καὶ οἱ δύο ὅροι τοῦ κλάσματος Καὶ μηδενίζωνται διὰ χΞΞΞ3, ἕπε- 
ται, ὅτι διαιροῦνται ἀκριβῶς διὰ χ---3 καὶ ἑπομένως ἔχουν κοινὸν παράγον- 
τα τὸν χ--3. Τὸ δοθὲν κλάσμα δύναται λοιπὸν νὰ γραφῇ 
. ΧΡΡάςχ--2 Ὁ (σ--3,χ- "ἡ ΧΈΤ7 
Κα πρῦσςῖβ “α- 3.5 χ 5 (2. 
Διὰ κάθε τιμὴν τοῦ χτξ3, τὸ δοθὲν κλάσμα λαμβάνει τὴν αὐτὴν ἀρι- 
θμητι τὴν τιμήν, τὴν ὁποίαν λαμβάνει τὸ κλάσμα (2). πὰς 
Διὰ χεΞϑϑ τὸ κλάσμα (2) λαμβάνει τὴν τιμὴν τὴν ΞΞΞ ΕΝ ἡ ὁποία 
εἶναι καὶ ἡ ἀληθὴς τιμὴ τοῦ δοθέντος κλάσματος. 
᾿Ασκήσεις : 145, 741, 749. 


8. ᾿Αναλογίαι 


201, Λόγος δύο ἀριϑμῶν. Λόγος δύο ἀριϑμῶν ἢ 
δύο παραστάσεων α καὶ β λέγεται τὸ πηλίκον τῆς διαιρέ- 
σεως αὐιῶν. 


Πχ. ὁ λόγος τοῦ α καὶ β εἶναι Ξ ἢ α:β. 


Ὃ λόγος δύο ἀριϑμῶν ἔχει τὰς ἰδιότητας τῶν κλασμάτων. 
202. ᾿Αναλογία. ᾿Η ἰσότης δύο λόγων λέγεται ἀνα 1ο γία. 
ΤΙχ. Ἧ ἰσότης Ξ.-- Ὁ. εἶναι ἀναλογία. 


᾽ὔ Ν᾿ Ζ α Ν ΕΣ ΕΣ 
"Επίσης, ἐὰν οἵ λόγοι π᾿ "αὶ ΣΙ εἶναι ἴσοι, συνιστοῦν μίαν 


ἀναλογίαν. ᾿Η ἀναλογία αὐτὴ γράφεται : 
πξε ἢ ατβΞεγ: ὃ. 

Οἱ ἀριϑμοὶ α,β, γ, ὃ λέγονται ὅροι τῆς ἀναλογίας" 
οἱ α καὶ ὃ λέγονται ἄκροι ὅροι καὶ οἱ β καὶ γμέσοι ὅροι 
τῆς ἀναλογίας. 

Ὃ τέταρτος ὅρος μιᾶς ἀναλογίας λέγεται τέταρτος ἂν ἅ- 
λογος τῶν τριῶν ἄλλων. 
τος 
β 
ἀνάλογος τῶν τριῶν ἄλλων ὅρων της α, β, γ. 

Ἢ ἀναλογία ἔχει τὰς ἰδιότητας τῆς ἰσότητος. 


Π.χ. εἰς τὴν ἀναλογίαν ---ὦ, ὁ ὃ εἶναι ὁ τέταρτος 


2038. Συνεχὴς ἀναλογία. Μία ἀναλογία λέγεται συνεχὴς ἀναλο- 
ψία, ὅταν οἵ μέσοι ὅροι της εἶναι ἴσοι. 


152 ᾿Αναλογέαι 


Π.χ. ἡ ἀναλογία Ἔ- ΕΝ, εἶναι συνεχὴς ἀναλογία. 
ὋὉ μέσος ὅρος β λέγεται μέσος ἀνάλογος τῶν δύο ἄλλων 


ὅρων. 
Ὃ πρῶτος ἢ ὅ τέταρτος ὅρος μιᾶς συνεχοῦς ἀναλογίας λέγονται 
τοΐτος ἀνάλογος τῶν δύο ἄλλων. 


Π.χ. εἰς τὴν ἀναλογίαν εας-- Ὁ, τρίτος ἀνάλογος εἶναι ὁ α ἢ ὁ γ' 


β 
204. Συνεχεῖς λόγοι. Συνεχεῖς λόγοι ἢ συνεχῆ 
κλάσματα λέγονται μία σειρὰ ἴσων κλασμάτων, τῶν ὁποίων ὅ πα 
θονομαστὴς τοῦ ἑνὸς εἶναι ἀριϑμητὴς τοῦ ἑπομένου. 


Π.χ. Ἐὰν εἶναι .«Ξ -- «5. --- οἱ λόγοι αὐτοὶ εἶναι συνεχεῖς. 


β ΎῪ ὃ 
906. ᾿Ιδιότητες ἀναλογίας. 1. ᾿Ιδιότης Εἰς κάϑε ἀναλογίαν 
τὸ γινόμενον τῶν ἄκρων ὅρων τῆς εἶναι ἴσον μὲ τὸ γινόμενον 
τῶν μέσων ὅρων τῆς. 
᾿Ὑπόϑεσις : "Ἑστω ἡ ἀναλογία ᾿ 


Συμπέρασμα.: Θὰ δείξωμεν, ὅτι αδΞξεβγ. 
"Απόδειξις : "Εὰν πολλαπλασιάσωμεν καὶ 


τὰ δύο μέλη τῆς ἰσότητος - ---Υ ἐπὶ βὸ 
β ὃ 


Συμπ. αὃ ΞΞ βγ 





(δηλ. ἐπὶ τὸ γινόμενον τῶν παρονομαστῶν), ἔχομεν Ἔ . βὸτε Ἐξ Ὁ βὸ 
ἢ μετὰ τὴν ἁπλοποίησιν αδΞξεβγ. 
᾿Αντιστρόφως : ᾿Ἑὰν εἶναι αὔΞξεβγ, ϑὰ εἶναι καὶ τ 38. τος 


Πράγματι᾽ ἐὰν διαιρέσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἰσότητος αὔϑν 


διὰ βὸ, ϑὰ ἔχωμεν 
α΄ βγ Ὡ αι Υ 
β βὲ β΄ δ᾽ 
Ἢ ἄνωτέρω ἰδιότης τῶν ἀναλογιῶν εἶναι ϑεμελι ώδης. 





206. ᾿Εφαρμογαί. Στηριζόμενοι εἷς τὴν ἀνωτέρω ἰδιότητα, δυ- 
νάμεϑὰ νὰ ὑπολογίσωμεν ἕνα ὅρον μιᾶς ἀναλογίας, ὅταν μᾶς δοϑοῦν 
οἷ ἄλλοι τρεῖς ὅροι της. 

Πρόβλημα 1ον. Νὰ ὑπολογισϑῇ ὅ ἄγνωστος ὅρος ὦ τῆς ἀναλογίας 

α:βΞξξεγεχ. 

Κατὰ τὴν ϑεμελιώδη ἰδιότητα τῶν ἀναλογιῶν ϑὰ εἶναι 

αΧ τ βγ [] 


᾿Αναλογίαι 158 


Διαιροῦμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἰσότητος (1) διὰ α καὶ ἔχομεν 
ὑπεν. 1 
᾿Απὸ τὴν τελευταίαν ἰσότητα συνάγομεν τὸν κάτωϑι κανόνα : 
Κανὼν 1: Διὰ νὰ ὑπολογίσωμεν ἕνα ἄκρον ὅρον μιᾶς ἀναλογίας, 
πολλαπλασιάξομεν τοὺς δύο μέσους ὅρους τῆς καὶ τὸ γινόμενον διαιροῦ- 
μεν διὰ τοῦ γνωστοῦ ἄκρου ὅρου της. 
Πρόβλημα 2ον. Νὰ ὑπολογισϑῇ ὁ ἄγνωστος ὅρος τ᾿ τῆς ἀναλογίας 


αἸ: Χεεβ:γ. 
Κατὰ τὴν ϑεμελιώδη ἰδιότητα τῶν ἀναλογιῶν ἔχομεν 
᾿ γ᾽ 
Χχβξξαγ {ἢ ἊΣ 3 τ 


"Απὸ τὴν ἀνωτέρω ἰσότητα συνάγομεν, ὅτι : 

Κανὼν 11. Διὰ νὰ ὑπολογίσωμεν ἕνα μέσον ὅρον μιᾶς ἀναλογίας 
πολλαπλασιάξομεν τοὺς δύο ἄκρους ὅρους τῆς καὶ τὸ γινόμενον διαι- 
θοῦμεν διὰ τοῦ γνωστοῦ μέσου ὅρου της. 

207 ᾿Εφαρμογὴ τοῦ κανόνος. 

Παράδειγμα 1ον. Νὰ ὑπολογισθῇ ὁ ἄγνωστος ὅρος χ τῆς ἀναλογίας 

- 11α--2) 51(α᾽--“4β᾽ 


χ τς δία Ἐ2β) 
Κατὰ τὸν 1] κανόνα τῆς 8 206 θὰ ἔχωμεν 


- 11--28). (5:2) 17- 6(α--2βχα.-Ε2β) . 


51(α"--48 τ 5](α-- ΑΖ β,ια-2β) ΞΞ 
Παράδειγμα 2ον. Νὰ ὑπολογισθῇ ὁ ἄγνωστος ὅρος χ τῆς ἀναλογίας 


( Ἔ)ιστρ- (- )ν 
Κατὰ τὸν 1 ἜΑ τῆς 8 206, θὰ ἔχωμεν ᾿ - 
2 3 ὡ ὠδ ] 3 αϑ 5 5 
(α"-β᾽ ("Ὲβὴ (α-- -) 5Ὶ (α"- Ἐβ᾽. (α-Εβ).α"--βὴ 
"ΝΣ ΞΕΤΝ ΠΝ ΝΝἷΝΝ 


Παράδειγμα 3ον. Νὰ ὑπολογισθῇ ὁ μέσος ἀνάλογος τῶν ΞῊΣ καὶ 


᾿Ἐὰν παραστήσωμεν μὲ χ τὸν μέσον ἀνάλογον, θὰ ἔχωμεν 


᾿Ασκήσεις - 7560, 752, 754. 


208. {1. ᾿Ιδιότης ᾿Εὰν εἰς μίαν ἀναλογίαν ξναλλάξωμεν 
τὴν ϑέσιν τῶν ἄκρων ὅρων της ἢ τῶν μέσων ὅρων τῆς, προκύ- 
σετει πάλιν ἀναλογία. 


164 ᾿Αναλογίαι 


“Υπόϑεσις : "Ἔστω ἣ ἄνα- 


ταῖς ΟΥ̓́. ὲ . α ΎΥ 
λογία ε Ξ- ὁ . (ἢ | "Κπόϑ. Ὁ: 


Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, 
ὅτι ϑὰ εἶναι καὶ . ὃ ἃ β 
ἐξ καὶ 5 -- Συμπ. Ἐπ πτ πτ 
᾿Απόδειξις : "Ατὸ δὺ δο- 
ϑεῖσαν ἀναλογίαν (1) ἔχομεν, κατὰ τὴν ϑεμελιώδη ἰδιότητα τῶν ἄνα- 
λογιῶν αδΞξβγ (2) 
᾿ Διαιροῦμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς (2) διὰ αβ καὶ ἔχομεν 
α΄ βὶ'.. ὃ Υ 
ὰβ ’ἂβ ἾὮ β΄ α 
Ὁμοίως, ἐὰν διαιρέσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς (2) διὰ γὸ, ϑὰ 
λάβωμεν 
δ βγΥγ κ“ 





--Β. 

, ὃ ο»νχκὸ ϑθ γ΄ δ᾽ 

᾿Ασκήσεις: ΤΑΤ, 7δ8 τῦϑ9, 764. 

209. 111 ᾿Ιδιότης. ᾿Εὰν ἔχωμεν τὴν ἀναλογίαν -- ---ξ (ἢ) 


ϑὰ ἔχωμεν ἐπίσης καὶ ΠΕΣ Ξ- τεὸς 


᾿Απόδειξις : ᾽Εὰν προσϑέσωμεν τὴν μονάδα καὶ εἷς τὰ δύο μέλη 
τῆς ἰσότητος (1), ϑὰ ἔχωμεν 
ἀἀ ιι Υ αῇῷβἠ γε 
Β -Ἔἰ-Ξ ὃ πο ἢ β ἡμέ; ὃ 5 
"Ἐὰν ἀφαιρέσωμεν τὴν μονάδα καὶ ἀπὸ τὰ δύο μέλη τῆς ἰσότη- 
τος (1), ϑὰ ἔχωμεν 








α ροῦν τος, ' ΠῚ α--ϑ εν γ--ῦ 
ΝῚ ἘΞ τι ἢ - β τ δ 
210. ΙΨ΄. ᾿Ιδιότης. ᾿Εὰν ἔχωμεν τὴν ἀναλογίαν τ Ξ ---Ὁ () 


π᾿ γ--ὃ 
ϑὰ ἔχωμεν ἐσιίσης καὶ τὴν πα τ δ΄ 


᾿Απόδειξις - ᾿Απὸ τὴν δοϑεῖσαν ἀναλογίαν (1) ἔχομεν (8. 209) 




















ἐπὶ ὅπ τὸ ἤ, ἂν ἀλλάξωμεν τὴν ϑέσιν τῶν μέσων ὅρων της, 
απβ'͵ β 
γ--ὃ τ᾿ ὃ () 
Ὁμοίως ἀπὸ τὴν δοϑεῖσαν ἀναλογίαν (1) ἐὐ τὰ (8 209) 
αβ γι}Ὺ}᾽ἠ᾽ , αὶ'ὖὃὃὄΝ (3) 


,.  ἋὋὁὋΣαὉ΄᾽΄᾽΄ΩΔηΣἠ7-υ͵ῖ γ΄ ΝΕ 
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᾿Επειδὴ τὰ δεύτερα μέλη τῶν ἰσοτήτων (9) καὶ (8) εἶναι ἴσα, ϑὰ 
εἶναι ἴσα καὶ τὰ πρῶτα μέλη των, δηλ. ϑὰ εἶναι 
αςβ αἀτβ 
γτὸ γὲδ΄ 
Ἂν ἀλλάξωμεν τὴν ϑέσιν τῶν μέσων ὅρων τῆς τελευταίας ἄναλο- 
γίας, ϑὰ ἔχωμεν 








α--β - γ--ὃῦ 
απ γῇδ᾽ 
᾿Ασκήσεις: Τ6δ, 766, Τ67, Τ68. 


211. Θεώρημα. ᾿Εὰν πολλὰ κλάσματα εἶναι ἴσα μεταξύ τῶν, 
τὸ πλάσμα, τὸ ὁποῖον ἔχει ὡς ἀριϑμητὴν τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀρι- 
ϑμητῶν τῶν κλασμάτων καὶ ὡς σαρονομαστὴν τὸ ἄϑροισμα τῶν 
σταρονομαστῶν,͵ εἶναι ἴσον μὲ καϑένα ἀπὸ τὰ κλάσματα αὐτά. 





᾿Ὑπόϑεσις - "Ἑστωσαν τὰ ἴσα κλάσματα τ' ἕν. δι. 
Συμπέρασμα: Θὰ δείξωμεν, ὅτι ᾿ 

ΕΝ α΄} α' -- τς αἘα ξα΄... 

β᾽ β' β΄ "“" β-: β΄ Ἐβ΄-... ᾿" 


᾿Απόδειξις. "Ἐὰν παραστήσωμεν μὲ λ τὴν κοινὴν τιμὴν τῶν δο- 
ϑέντων κλασμάτων, ϑὰ ἔχωμεν 


πα σσ 
β β΄ Ξ φ:’ Ξ.... τᾶν 
Κατὰ τὸν δρισμὸν τοῦ πηλίκου δύο ἀριϑμῶν (8 88), ἐπειδὴ εἶναι : 
τ Ξε: ϑὰ εἶναι α ΞΞ βλ () 
Ῥ -αλ ϑὰ εἶναι α΄ -- β'} Ω) 
ξ΄ -λ ϑὰ εἶναι α΄ -- β΄ (8) 


Προσϑέτομεν τὰς ἰσότητας (1), (2), (8) κατὰ μέλη καὶ ἔχομεν 

α-α΄-[αἰ΄Ξεβλ- β΄ Ἐβ΄λ ἢ ατα΄- α΄ -Ξ(β-β΄-Ἐβ΄}λ (4) 

᾿Εὰν β- β΄ -Ἐβ΄ 390 διαιροῦμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἰσότητος (4) 
διὰ β- β΄ -Εβ΄΄ καὶ ἔχομεν 


“Ὥστε εἶναι 








«- 
β 





156 ᾿Ασκήσεις 


- ϑὰ εἶναι καὶ 
αι α΄ α΄'͵.Ἅ μαξματ μα" 


β β΄ β΄ 9ῸΟ μβιμβ' μ΄ β΄ 
ὅπου οἱ ἀριϑμοὶ μι, μ΄, μ΄ εἶναι οἱοιδήσιοτε ϑετικοὶ ἢ ἀρνητικοὶ 
ναὶ διάφοροι τοῦ μηδενός. 
᾿Απόδειξις : Γνωρίζομεν, ὅτι ἣ ἀξία ἑνὸς χλάσματος δὲν μετα" 
βάλλεται, ἐὰν πολλαπλασιάσωμεν καὶ τοὺς δύο ὅρους του ἐπὶ τὸν αὑτὸν 
ἀριϑμὸν (8 82). Θὰ εἶναι λοιπὸν 
α α΄ α΄" μα μα΄ μ΄ 
β β' β΄ μβ΄ μβ΄ μτβν- 
᾿Εὰν ἐφαρμόσωμεν τὸ προηγούμενον ϑεώρημα εἷς τὰ ἴσα κλάσματα 
μέ͵ μα΄ - μ΄α΄ 


μβ μβ΄ μβ΄ 





ϑὰ ἔχωμεν 
«. « “ὁ μα ν΄ μὰ μωξμαμα, 
β β' ΒΒ’ μβ᾽ μβ μβ΄ ῳβὲμβμβ'" 
᾿Ασκήσεις: Τ69, 770, 771, 772, 778, 774, 776. 


᾿Ασκήσεις ᾿ 


“Απλοποίησις κλασμάτων : 
Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν τὰ κάτωϑι κλάσματα: (380). 





δχ 19α᾽χ δαβχ --Ἰαχγ᾽ 
559.1. 1.47 “ 18αχ 8. ϑυβγχ “Τα χ᾽" ἡ 
Β40.1 --Ἰδαῦῖβχ' ϑμῆνχ δῖμ᾽ν3 4 θϑοῦ βὴχ 
ΜΝ ὅθα᾽ β᾽χ' ᾿ς ϑμλγγ}  μ]ϑμγ ᾿ 4δα βχ᾽ ᾿ 
Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν τὰ κάτωϑι κλάσματα : (281). 
α-Γαβ ϑαχ- θα" 1α--ἴβ-ἰγ 
541.1. β-Ήβ᾽ 3. ὄβχ- Ιθαβ ὃ, 8δα--δδβ--δγ᾽ 
Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν τὰ κάτωϑι κλάσματα : (988). 
αχϑ-- β 2α--ϑ Αχ"--δὸ 

542. 1. ᾿βχῆττοῦβ ΞΕ ῶ, ᾿4ᾳα:--9. 8. χ- Ὁ 
χ'-ῦχ᾽ α᾽β--αβ χ'--. 4 

548. 1. χ.-9 ΡΆ “α".-1 ὃ. Γχρῦχ 

4υ" --9β3 16---.25β α'-ἰ χ' 

544. 1. 12.χ- Ἰ8βχ “ 8α--1θὰβ ὃ. αἰΧ-παχὴὶ 

Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν τὰ κάτωϑι κλάσματα : (288). 

545:1 χ᾽ --9 θμ-6 8 ΧΊΕΧ 
χθχ- 9  ϑμ"Ἐθμ- ὃ ᾿ς χῶχι  ] ἢ 
α᾽--3αβ- β᾽ (α-β)"---(α-- β) (χ--1)(χ-Ε1}" 

546. 1. Τ α"--β'᾽ ΡᾺ Γ΄ αἴβικαβ 8. χορ χ ᾿ 

547.1. . α 69 .3χλ χά 


δα᾽--Ιθα-Ἐ ᾿ Χῖ--ῶ 
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Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν τὰ κάτωϑι κλάσματα : (384). 





χ--ἰ ΧΕ Χ 
548. 1. --Ξ γ᾿ ἢ ππροὶ-- 
ΧΙ α'--β" 
549. 1, ὝχδΩΧΟΕΙ ὡ, Γα αββ᾽᾽ 
α"Εβ' α"-Ἐ 8. 
550. 1. α":-β: 2, ἼαΞΒΣΓαβ- 
Νὰ ἁτλοποιηϑοῦν τὰ κάτωϑι κλάσματα : (386). 
Χ᾿-- (ῶχ --8)» χ"-2αχ᾽-Ἐαῖχκ 
551. 1. ΒΕ; 5 τ ὡ. ἘΠΕ ΕΣ ΤΩΣ 
αἾ-β᾽--γ-Ἐ3αβ 1-- χη  χε- χε 
ΝΣ ΣΝ ἡ ὙΡχ τ αττατ' 
ΞΕ ᾿Ξ τ ΞΞ. ὙἘΡΥἘαδ- Ἐβὃ 
555.1. πα ΓπΞΙ 3, τ πεεσο οι 
Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν τὰ κάτωϑι κλάσματα : (866). 5 
-5-.. .χ-- ρα Ἔν" Ἐχγία"Ἐβὴ 
ἘΣ 
. (α᾽--β"-- γ᾽ --2βγ)α-β---ῇ 
μὰ Δ πὶ ΣῈβΈγ(αΞΕγ"-- 8.γ-- βὴ 
586. ἾΞ (χἜχ--γ,χ"--χ-  )τ-ε(χἘ χ- 1)(χ᾽Ῥ--  --- ἢ 


Γ (χρΈχ-- ἸἘχ"-Ἐσ- ])--(χ"--χ- ἢίχῦο-ς.-- ἢ 
-- ΧΡΈχυ"- χΎ--χγὸ 
587: οΑΈΞΣ τ ΕΣ τ 
Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν τὰ κάτωϑι κλάσματα : (86θ). 
χ᾿Ῥαὕ--β᾽--οβγ-ἐ8αχ --γ' 





558. ΧΡΉβΕ αὐ ρῦβχ. δαγ- γἱ 
559. 1α"--3α3β--68αβ"Ἐ 18β' 


δα"--8α5β--4δα᾽β"-Ἐ 51αβι 
560 α"β"-- γ᾽ Ἐ β5γ'-- αἢ Ἐγ"(α"--β᾽) 

' αν(β--Ὑ) Ὁ β᾿(γ--α) Ἐγλία--β) ᾿ 
Τροπὴ ἐτερωνύμων κλασμάτων εἰς ὁμώνυμα: 


Νὰ τραποῦν εἰς ὁμώνυμα τὰ κάτωϑι κλάσματα : (286). 


























561. -ἑ. πεῖν- πῆρ 

562. -πἶτ' ΠΝ τς 

δδ:. τσ τ το εν 
ψᾳ«οΦΞἝἘΠΕοή ππόὸυσν 
566. “ ΚῈΞ Ξ 


χ--α᾽ χΧΡΈΈαχ-αδ᾿ χϑ--αλ᾿ 
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Πρόσϑεσις καὶ ἀφαίρεσις κλασμάτων : 


Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι ἀλγεβρικὰ ἀϑροίσματα : (3871). 





















































α α χὴν χίϑν 
567. 1. -Ξ -Ἔ 2, ΠῚ Ξ 
᾿ βια αἱβ αγδβ 
568. 8 “ ς᾽. 
Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ κάτωθϑι ἀλγεβρικὰ ἀϑροίσματα : (288) 
ι 1 1 α--β 8αβ--β3 
569. 1. 2. --ὃ 
αβ Ἴ Παγ ΤΟ Βὴ 5β Γ΄ μ᾽ 
" .ε:χσχσ τ. β-- γ-τα α-- β 
579..1. 10χ3 τ 4χ ὃΧ τ γα πΝ αβ 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι ἀλγεβρικὰ ἀϑροίσματα: (289). 
ΧΙ χοὶ χ---8 διε ὅπβ . 
571. 1. ΧΙ χ-ῦ 2, ἜΒΒ5. Ἡ --- ἜΞ 8. β ἀξ 
Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ κάτωϑι ἀλγεβρικὰ ΔΣ (290). 
1 Ὡχ α αϑ 
τῶν “΄ ως τ αν 
αΞἘ1 α--ἴ ε 1 ς γ 
2758. 1. ἘΞ τ τα: α} 2. ἘΞ τ Ἔ χε γι 
ὥχ"--ὐχ-͵ Σ Ἵ αχ α--Χ 
δδιι τωρ πο 5 ες τ τεσ' 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι ἀλγεβρικὰ ἀϑροίσματα : (291). 
μεν ἈΓΉΣ: τ χ' 
575. 1. μ Ε ὃ. χ τ ΞῚ 8. α--Χ Ὁ Τπ 
. χῆ--γῦὋ αὐ. 4--χ- χη 
576.1. χαν χτὸν 2. ΠΕΠῚ (α---β) 8. ἃς: ΞΕΞΕΣ (2. 5) 
ὥχγ---γῦ 
577. χῊΥ-- -- -- - ᾿ 
Ἔν Ἐν 
Νὰ ὑπολογισθϑοῦν τὰ κάτωϑι ἀλγεβρικὰ ἀϑροίσματα : (299), 
α ϑ8α 2αΧ 
578. ἀσ-χ “Ὅς. ΩΣ. Ξε 
Χ χ-- 1 
579: χΓ! Ξε  Ὲ χίσ- ἢ 
α΄. α 3αὉ 
550. τι ἌΤΙ Γ ΞῚ 
581. Ξ 3 


χϊ ὃχ-( Ἔ χρεστ 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωθϑι ἀλγεβρικὰ ἀϑροίσματα : (998). 
- ὅα. 4 


555. ϑαῦξε ἢ βα-Ξἰ βαττ 
8 Η ΧΓΕΊΟ 
865. ππρευ τ τος 
584. 4αᾳβ-Ε23β5--19α" Ξατ { 


8α"--8β᾽" Ἢ -Ξ - α-β Ἔ ππττε ΠῚ δα [88 


᾿Ασκήσεις 


α-πἘβ .αοβ ἘΞΞΞΗΣ 36 
ὃ ὃ .Ρ. πῖξ βε. ; 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι ἀλγεβριχὰ ΗΝ ΜΕ (291). 
1 ὃχ 


Βες ν᾽ 
1ῸῈπχ 














586. -Ἕ ἘΞ Ὶ Ἔ ΕΊΤΕ 
1." 4 13({---ν) 
““-Ὡ-- ΣᾺ 
1 Υ 
δ" τ σ-Ὑ 19) ἵ Ὑ"-α 
ΧΙ δα-ὃχ χ--1 8 
589. χ--α Ἔ α--χ' αἐχ χ--α 
ΟΧΥ, (χ--αὐϊγ-- ὦ (χ--β)--ἢ) 
5... π ΎΓ 8) Γ΄ ββ-α - 
Νὰ ὑπολογισθοῦν τὸ κάτωϑι ἀλγεβρικὰ ἀϑροίοματα : (398). 
1 
591: πἰΤ Ἔ χης Τ κε ἢ 
ΧΙ ΧΕΡῚ 
592. χ  π9 -οδς πῆς ΣΝ 
αχ 
595 ( ΧΈΪ χ--1 ) (Ξ χ- ΓΙ Ἔ χ--Ἰ “Ξ}) 
χ- Χ-Ἰ ἄχ ΧΕΙ 
τι: χ ") ὥχι χ-- 1 Ἔ ἀεὶ 
εὖδ. ἱ τὐρο ςβε ὐελ τ νος 
᾿ς αιϑιαπτῷ χ--αιχτ-ῷ  α--δ)ς-- ὃ) 
596 4.β--2β8---19α" 2ᾳ--β ἴα 


᾿ϑ(α" --Ν. ἜπΞΡ α-Ξβ ω 8(α-β) Ἔ 3. 
Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (867). 








597. 1--χ 1Ὲχ ΔΈ χ᾽ 1-- χρ 
4.-ὃβ θαι 1 
590. 8α Ἴἰ0ὲ δα-ὃϑβ ὅα-Ἴρρ 
χἕ χ᾽ Ἐν πὰ ν 
ὅν αν Ὁ} ΄ αΥ͂ ΧΡ ΧΥ 


ΣΈ ΣΞΕΙ ΧΙ 1 
600. τι: σ΄ ἀξέω». ὥς ς-- τος 


Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (868), 








χ'--ἰ(σ--- 1} χ'--(χ"--1}} χλ(σ--1)"---ἰ 
601. ἀπεῆξαν Γῆ ὦ ἢ χιΞ ΠΡ 


(8δα--8β) --α΄᾿ ἐ4α--(8β---α)" 9β5--α᾽ 
602. τξββξω Γ΄ θι-βὴὺὴ ἴα ΠΒβΡ- αν 
Νὰ ἐκτελεσθϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (869). 
8 1 
606. καρβωίξῃη ἡ απ ἢ ἀΤΙ 


“4. τῶσρε " ὌΠΡΟΡΈβΕ αἷτβ' 
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«Ἐβ ατβ 9(α χἘβ'}) {1{0'κ'--βιγ5 
605. ΧΤΡΥ Ὑ ἀν ΒΥ ΤΟ αἰχρΈβιγν.  αἰαι- βιγε. 
Νὰ ἐκχτελεσϑοῦν αἵ κάτωϑι πράξεις : (810). 
δὰ 4χ» . ὄχ» ἝΑ(θχ-ὦ» 
᾿ τ 9)4χ--4) (αρ θ)θ8χ--8) ΓΤ [χ--ἀμ8χ--ΞῬ) 
δὺ 8χ- 5 δθχ᾽ --ϑ.. 4χ'.- ὄ 13δχ- [395 
. χει ἴδῖς. ππ)Π8-Ἰοῦῦ 6 ἷ΄ὀ͵ διᾶχ:--ὅχ) 
608 χ᾽ (ΧΈΠ)(Χ9) ει ν Ἰὸσ: ΙῖΙ0χ Ἰχ"-Ε14χ ΜᾺ 
ἵ ὃχ-ὃ Ἰχ-Ἐ ἕν ππόχ ᾿ (χ--12ὸῦχ- 6) ὅ 
βε1:. δαψ8β β- 8 
ὩΣ, - τ λει ΤωτΞ 
χι χϑ τς, ἢ 
Ὁ ὌΞΤ  ὰττ ἀπιὶ ΤΠ αΉΤ' 


Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ ἐλυύ πράξεις : (3171) 


γττα ΕΝ τ} (β--ίγ--αἸα---β) 
ὅδ ΠΥ τ τα Ὁ τἘΡ ΠΡ ΙΕ α ΕΒΓ 








.β᾽ (β-)ίν--- α)( -- β) 
615. τὴν ἐπ τ τῆς εἢ ΦΤιλνΤαλαἘΡ., 
α 
τ ὩτεΙ ἘΠρΈβτα Ὁ πτώσταν Ὁ 
ΒῈ 2αβγ 
, (β- Υγ-Ἐα)ία-β) 
511: αι(α,- αὐὐα,---αε)ία, -- αὐ) ἐ αν(α,---αοι)(α5--- αε)ία5 -- αι) 
Ἔ πξαβες ἐξ ις ἐδειττςς ς 1 


αεἰα,---αι)ίας -- αὐὐίας --αἡ Ὡ αἰ(α,--αοι)α,--αὐλα,-- αε) ᾿ 


Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι ἀλγεβριχὰ ἀϑροίσματα : (818). 











618. ΣΞΞΕΥΌ. 09 Ξὶνὺ 
χν --ἶὴὺν χν Ἕ γν 
616 Ξιξι εἰ ε--- Ἔ : 1 
᾿ ἸΈχντο-Εχν--σ 1ΈΧοΟ-ν-Ε χο-σ Ἔ 1ΈἜ χσ--ν.ἐ χοα--ο 
᾽χϑν χἣν 1 1 
“Σ ΞΟ ΞΣΞΞ τ 
χέν χϑν χῖν ῖ 
515: χυ- Σ χν--Ἴ χΥἊΙ σι 
1 1 
τ πο τιν τ ἜΙ᾿ 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι ἀλγεβρικὰ ἀϑροίσματα : (878). 
619. 


1 1 
ἰαπραττῇ ὁ ἰβ-ηίβξα) ἢ τ ΞαλαΞΗΙ 
ποῦς τ β. γε) -. 
40. ππξρκξῃ ἡ πβΞηίβΞ) Τ᾿ πξωςΞΒ) 
-εοἂο8᾽., ως β'ὃἝὃ 4“ 
41. Ξρχαξῃ ἡ πβ-γίβξο ἢ τ πω ΞΒΙ 


4622. 


625. 


624. 


625. 


626. 


627. 
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β᾽ 


᾿ς πον -τι οὐ τος ρὴς στ δ... ἀγϑιτος 
αΞβία--ῇ ἢ πρερίβ-ῶ ἢ πξωξΞΒ) 


βγ αβ 


πες ΡΥ τς ὍΥ ες... ἂν 
ξβιαξῇ Τ τβΞυίβ--α) Τ᾽ τγ-Ξαλίγ-Ξ 


β᾽γ" γϑδοῦ α3β᾽ 
βία 3: δτὴρ-ο Ἔ 


(.--α" Ε (Σ--β) Ε (χΣ--Ἅ" 
(α--β)ία---οὐ ᾿ (β--γῇβ-- α) (γ--α)ίγ--β) 
βγία-Ἐδ) - γα(β--δ)  αβίγεδ) 

(α---β)ία---Ἱ (β 








Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωθϑι ἀλγεβρικὰ ἀϑθροίσματα : (814). 


628. 


629. 


650. 


651. 


652. 





Π αΝ(β.γ) βε(γ:α) 
(-βία--ῷ ἐ [βΞγηβτςα ἢ {γα γ--Β} 
α(β---γ)"} Ῥ βίγ--α)" ΒΕ γία---β)» 

(α--- β)ία---) (β --γὴ]ξβ--αὐ ( 


ἘΞΑ 
. Β΄, γα, αἢ'ὦὖ'ὖἍ 
αξραξῃ Ὁ πρπηβξα Ὑ ἘΞ ώμΞΙΙ 


-ουίθ--α) πὰ τὸ (γ--αὐγ--β)" 
Ὑα-Ἐβὶ) 


το γγ-- β) 
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(α--- χγα--ν͵α--ὦ) ΕΝ (β-- αι β--υ β-- ὦ) ὐΞ ϑ)ὰ-- )ὺ-- ω) 





(α---β)α--- γ) (β-- γῇ β --α 


(γ--αὐίγ--β) 


(χ-β)(χ-ΥῚ 4. («- γ)χ-ξα) Ἑ (χ-αλιχ-Ἐ βι) 








(α--β)ία---) (β--γβ:- ὦ 


(γ --αἰγ--β) 


αϑ(χ -- β)(Σ--Ἱ Ε β᾽(“--)χ---αὶ Ῥ υἦί  --αὶ(χ --β) 








(α--β)α --Υ) (β--χγίβ--αὶ 


Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ κάτωϑι ἀλγεβρικὰ ἀϑροίσματα : (818) 


6558. 


« 


δ55. 








(γ--α)ιγ--β) 


.ς -ὦῷἜἌάέ.  (ᾳ-θ' (χ--)" 

ταια--βηα--γ) ἢ βιβ--γίβεταῦ ὁ τ υν-Ξαϊ-Ξβῖ- 

τ-- τρᾶ . γΈα . ἡ 

χίσ--- υν)ίσ-- τας προ τα 
: Ἐπ 


(α--β)α-- γα -Ἐα) 


Πολλαπλασιασμὸς κλασμάτων : 


Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι γινόμενα : (296). 


686. 1. -ρτ δῦ ὃ. τῆ ς “πρ ὃ ἀπ΄ 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι γινόμενα : (297). 
657.1. ἘΕΡ , ππ 3. ε: 9 
638... {0 5. ΤΣ 3. Έτ 
8.Ἅ 3 3 8 
639... δεν. ΡΥ ΡῈ 9. -τρ᾿ 


δ θβγ. αἱ β΄ ὁ 9 οαβ 





























Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι γινόμενα : (298). 


640. 


μ--ν χ'--γῦ 8 4 


"Αλγεβρα--Π, Γ. Τόγκα Τόμος Α 


(β-γ- ΕἾ (γ--αλίγ-- : πστῇ 
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641 μῆτιν μὲν μ᾽--μν- ν᾽ 
ὶ μεν μτν μηξμν-ξν' 
ΚΟΥ πλτυ ( σΡΈΧΥρυ"λ᾽ 
442. τῦσνε᾿ ττν εἰ πε 1 17} 
643 2(α᾽-Εβ (α-β)» αβ 
᾿ ᾿ α᾽--β'΄  δαβ α"Ἔβ᾽ 
444 χ᾽ -οχυ-  γ" χ᾽ ῦχυ-"ν" χ᾽Ῥ--ἀν" 
; χουν  χ- ὄχγι ἂν χ'-- ν» 
645 αγγβγὈαδβδ αγ--βγαδ--βδ 
: ἀγ--βγ - αδ:οβὸ αγξβγ.-αδ-- βδ᾽ 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι γινόμενα : (299). 
α α ΟΧ Χ α 
646.1. (:- τ) πῆ ,. -. (ς ἘΕ Ὁ) 
β᾽--αὉ χ γα α 
647. 1. («Ὁ ) ας .. ἘΞ ( Ἶ 4) 
1 1 αβ 
κι (δε ο 
χΧΡῪ χι-ν 4χ3 --ὥχγ--ν 
6493... "ὦ (ΞΞ Γ ΧΡ πττο)- ἄχν 
αἜἘβ α--β 2β5 “--- 
650. ἘπΞ τ (6 ἘΒβ) "ὰ α"-β’ ] 2β᾽΄᾽Ὲ 
Νὰ ὑπολογισθοῦν τὰ κάτωϑι ἀξιοσημείωτα γινόμενα : (300). 
2α βλ᾽ Χ ἢψλ᾽ αι ΥΧχ 
651. 1. ( Ῥ ΩΝ 9. ἽΣ Ἢ Ἐ 8, ( ἜΞΕΤ Σ 
ΣΎ ὃ 3 
652.1. (ΞΣ - ΠῊΣ 3, (1 -ο. 8. (-- αβ)". 


Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι ἀξιο 


658. 1. (Ξ ἘΠ) (-ξ -ἢ 


3.β 


Ἷχ 





6541 ( 


Ἐπ 


σημείωτα γινόμενα : (01). 


2 β ἷἱ 


ἜΤ 


(ε:)ὸ- 


τ͵)ί- 


" 


) 


























τ) 


Νὰ ἀναλνθοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἷ κάτωϑι παραστάσεις : (809). 
655... -ἀς΄ (οι. 88 9, Ξ " ᾿Ξ: ἐς ἐπ 
686. 1. φε ε- ἐ- 8 ἐς τὸ Ὁ 
657. Ι. Ἐ τῆνος ἘΣ . πθρς ὃς 

Νὰ ἀναλυθοῦν εἰς γινόμενον παραγόντων αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (808). 
658. 1. α'-- " 3 ὡ- Σ 
δὅ59.1 ΞΘ τῶ τνν ᾿᾿ Σ: 

660. 1. ϑαχε -- -- 3. ᾿Ξ τς 
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Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι γινόμενα : (804). 
- 38). (( 26 
661. (: 1-- ὅτ 
“. (πεντ) (τς τὴ 
:-Ἐπ 
665. ( 1Ἰ-χ ΤΣ τε) ἍΠῈ τ -α) 
664. ( ΧῈΣ τὴ) ι-- 
ΧΌΥ ἘΠΕ, 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι γινόμενα: : (8047. 
665. (..-- τς τὰς: -Ξ ),͵ώεΗ μὰ) 
ἊΝ . , ὦ, 
666. (κα ")(- «τ τ -- ) 
66. (1:16 Ὁ ὅτ π΄ ){(ι-α ) 
668. ὡἡἶς απ -ἶτ τ) 
χ'---Οχν3 
669. (τ “ΞΕ 5ὴ . (.υ΄--ϑογ"}γ}). 
Διαίρεσις κλασμάτων : 
Νὰ γίνουν αἱ κάτωϑι διαιρέσεις : (806). 
β 38 Πβ 9. δαῖΣ δὅαχὸ 
670. 1. -δτα τὸ 3. 4αβ: -- 8, -πθτ 8α 4. τεξνν : Ἔβιν 
Νὰ γίνουν αἱ κάτωϑι διαιρέσεις : (806), 
671. 1. ΙΣΈΥ : ΒΝ 9 (α Ἐβ)" : -ατβ 
᾿ ΧΟ ᾿ ΧΟ ΧῪ ᾿(χ--γ)" 
α"--β᾽ α--β αἰ--βὸ α-Ἐβ᾽ 
672. 1. Ὑ"-- δ' ἐπ δ᾽ 3. χρυ" χ'- χυνἢ 
473.}1 .αδ- χ᾽ , α᾽---2ὰχ αἾχ᾽--χὸ αχ᾿-Ἐχἢ 
“ΝΗ αἰάαχ ᾿ αχέχ" ᾿ α᾽--χῦ ᾿ αἰ ΟΧΈΧ᾽ 
474 αἰ -Ἐαχξον ἐσ αδ-παχτοΥ-- ΧΥ 


α--αΧ- ΟΥΕΧΣ  αἜσχ--ΑΥ ΣῪ 
Νὰ ἐχτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι διαιρέσεις : (801). 


ω. (τες) τ. 











ΧΡ ΧῸΥ χ᾽ --ν" 
ῶα᾽ : 4β- αὐ 
ὁ. (:-͵τ Ρ})}. πο 


“1. (τῆι τρ)' τες 


ἜΧΕ, ἢὥγὲχ χ'λ χ᾿Ἐγ" 
478. (ΞΞ τ-ὸῆς- χ’--ῦ Ἐπ; 


Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι διαιρέσεις : (808). 
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679. 1. (ἢ - ): (τ--Ἠ.τ -}: 
680. 1, τ - ἢ): (τ τ) 


Νὰ ἐκτελεσθϑοῦν αἵ κάτωϑι διαιρέσεις : (809) 


681. 1, (εὖ Ὁ) ' (- Ὁ) 4, 


682. 1. (- Φ) : (Ξ- Ἔ Ξ) 9, 


688. 1. (- Φ) : (ς-- ἘΞ -) 9, 
684. (τ Ἐπ) ε[1-- -ξς- ] 


Νὰ γίνουν οἱ κάτωϑι διαιρέσεις : (810). 


3 
χ'-- 


( 
(ι 


{π-.}: 
Ξε 
π}: (6- τὶ 





πΞ τὰ ᾿ 
ΞΝΕΞ 









































1 
485. ( ΤΙ 1-- ἽΝ ( ῖ-χ ΤῊΣ] 
686 (ΞΞ ΧῪ (Ξ:Ξ - ΧῸῪ 
᾿ ΧῸΥ χρΥ χουν. χῸν 
Ξ Σ ἐ τυ ΞΕ, ποτοῦ τς 
597, ( ΣΕΥ Ἷ ΧΥ ἜΣ ( Χχτ-ν ΧῈΥ ) 
ΧΟΥ χρυ" χν ἘΞ.) 
5 ( ΧΥ ΗΝ ΠΣ : ( ΧΥ χλτν" 
ἘγΦ., Ἐς.) ; (--- -Ξ.:) 
55: (Ξ χι-ν Ἔ χεῖξγ: Ἄ ΧχΧΙΤΥ Ἔ ξεῖ γε 
690 (ΞΞ - ἀξ ψν, ( χὴν ΧΥ 
᾿ χ᾽ τιν ΣΡΡΥλ)᾽ ἃ χτν ΧΙΡΥ 
Σύνϑετα κλάσματα: 
Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν τὰ κάτωϑι σύνθετα κλάσματα: (811). 


α᾽--ἀ χ9 
αὐ Ἔα, 








691. ταν 692. 
ΑΧΈΓΊΧΞ 
α΄--β΄' 
698 αὐ -ϑαβ- 8" 








(α᾽-Ἐβ᾽).α᾽-2αβ-Ἐβ) ᾿ 
αὐ Ἐβ᾽ 








Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν τὰ κάτωϑι σύνϑετα κλάσματα : 
ΜΕ 
694. ῃ 695. 
ΧΈ -- --ἰ 
τ... 
696. Σ 497. 
χΞ᾿ 
ἘΣ 


χ᾽ --γ᾽ --ὠ᾽--γω 


χ᾽--ν"--ω-γω 
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ατὐβ 
ἘΞ 
α--β ΒΕ] 
αἹῈἘΡ 
Ἕ 


698. 699. 





701͵ 


ἘΣ, ἡ ΟΥ̓: 
700. ΣΘΟΕΘΕΣ ὦ 
ὩΣ. 


Υ Χ 
Νὰ ἁπκλοποιηϑοῦν τὰ κάτωϑι σύνϑετα κλάσματα: 
αἐκχ ῶχ 
ϑα ἀαἘχ 
ἀ-ἶχ 3α 
Χ αἘΧ 
ΓΝ ὁ 


α--ΣΧ 





702. 705. 














704. 705. 


706. 


Νὰ ἁτλοποιηϑοῦν τὰ κάτωϑι σύνθετα κλάσματα: 
βἘ.α αῷῃβ 
β΄ αἰ" 
1 ι Ὡ 
Ὁ τ τ τῇ 
(α-- πα) 


τα τ-- στα 


εν ΠΣ 
ἀαεε ῥίυες ἸΈΧΈΧ᾽. 
1-χ τχ 
φχοχ. 1--χ͵Ί χὅ 
χ--α χ--β 
τσ ττὴχ 
τς. ἀΞολα--Βὶ 
(1{- απ)! -βχ) 





708. 709. 


710. 


712. 


711. 


715. 714. 


Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν τὰ κάτωϑι σύνθετα κλάσματα : 


715. Ξ ἐξ πὶ - 716. 
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1-χ 


" 1 
ἀπ αρ ἡ πΞ} 








(814). 
ασπβ β- 
β-- α--β 
α-β-} β---ἴ 
α--β β- 
χιγωλ, χνώ 
τοὶ χ-τγὼ ) Ἔ χ-τνῷ ΞΈξξτ τὶ 
( χέγω ᾽ .ς χύνω .1 
χ-τνο χΧ-- γὼ 


ΣΤῈΣ 
τ αἰξαβ-8β', 
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Χ3 α᾽ 
τω. - - γι. -'΄ Ὁ 
Ἐν Στ- ΓΙ 
1-π α--Χ 
χ-τ-α 
. 1τ 
719. τ θὰ - γο.. τα 
β- ϊ χα 1 
ἢ ΤΕ.  ΧΟα 
β 5 Ὅσα Ἢ 
Χχ α 
Νὰ ἀπλοποιηϑοῦν τὰ κάτωϑι σύνϑετα κλάσματα : (816). 
Ἂ 8. 
γγ1. ἘΝ 712. οὐτΡ Ρ 
ΤῈ αἰ --βη Ὁ 
1-.---ὦ 1: --Ὲβ 
1-- χ α-τἴ 
γ15, ἘῈΣ 724. ὅ5- ς 
ΧΙ αἘβῈ ἃ-Ξ 
Χ " 
ΤΥ χπν ὙταῈβ 
725. ----" 726. -ὔθτο 
α--βῈ Τ χ--1-- 
α---- .--δ- 
4Ἐχ 
Νὰ ἀπλοποιηϑοῦν τὰ ὠμὰ σύνϑετα κλάσματα: (811). 
Χ 1 
Ἷ 1 τ Ἐ1- ΧΈΪ 
727 ' “« 728 “ὰ 
᾿ ἀ-β α--ἢ ὅ ΧΙ τς Ὶ 
α--β ατβ ξ-.-.ἢ- Χ--Ἰ 
Χ 
Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (818). 
αἘβ αὖ" --β᾽ 
α--βΒ ᾿ ατβ 
729. ----ΞΦόΟο..---- 
2(α--β) 





(ι- - )(α-ὧὐ το -ι)ώ ὺ 








7580. 
ἜΠΙΕΝ 
(Ξ:- ττ -ῆὸωαρυ.. 
751. πεσανν πος 
ἜΤ τ ΩΣ -ἰ 
ἘΝ : χ᾽ --νῦὉ 1 Ἐπ) 
γ82. τυ» ΦΈΣιζ τν 








ἘΠΕ (1 )" 
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Νὰ ἁτλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (819). 








ῶὥχγ ὭΧΥ 
πὲ. πὸ τον τ 
1 1 
π ἡ γοὺς τ χ- ὃν 
α"-Ἐβ' μ8α 3βι.. ΦΈΡ' 
Ὧν (ἘΞ ηετο τ Ξ ΤῚ 
β α β᾿ πα 
1 1 
γὲ 1--ς τί - -ἢ 
᾿ 1 χ᾽ 1 
ἘΕΕῚ 
χϑ 






































“« 8 β᾽, β' 
γ86 β α πὴ ἱππ α Ἔ α 
᾿ τς Ὁ. Βιι «᾿ς β' 
β α β α᾽ 
ἜΣ 
"585 Στ ο"- χ᾽ 
γχ7. -τἴ- .(- ΣΞΞ }ΞΞ γα ) 
ΟΣ Ξ: 
Ἱ-Ἐχν Ε 1--χ 
788 1--χῪ ΤΈΧΥ ΧΥ" 
Σ 5 ἱΙχν Ἰ--χν χ᾽ Ἐν 
1-τ- αν ΓΈΧΥ 
ἀλτας 
α ἕεν. 8.-Ἐγ᾽--α' 
γ89. 15 ( ἘΣ ἘΞΥ- 5) 
α ἜΣ 
Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (821). 
2δαβ α᾽β᾽ β 
ἄχν δ4βε Ὑ αἾγ' 
740. τῆς ἡ ἫΝ 741. 85» ἂἢ 
ὩΥ α β᾽ 
«« ,.5 ἌΞι ἐΒ᾽ 
742 β Τ ΥΒΕΞΕΙ 
ἷ « β (-- ΕΞ 9 
β Π β α 
τον ας τ τος 
γτω χω 
Ι 
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τ .--.-1 , .--.1 
744. --ἔτ- -τΞ : --ς ---τ 

τ τ-Ξ- εξ. ἜΞ πο 

μ Χχ Σ ΓΕ Χ Χ 


"Ιδιαίτεραι μορφαὶ κλασμάτων : 


Νὰ εὑρεϑῇ ἧ ἀληϑὴς τιμὴ τῶν κάτωϑι κλασμάτων: 














3. α5 ἘΞ 
745,1. τῆξις, διᾶχεα 83. -ὔν ας, διὰ γετα 

χεροχι, ΤΡ , (α᾽--βὴζμ--ν ὃς - 
746. 1. ἕξ διὰ χε ἢ, (αξξβῆμ: "τή διὰ ἀΞξξβ, μεν 

χ"- αἾ »-Ἐ β) ἬΡΒΕΗΣ ΤῈ πῦχ ἢ ἃ χε- 
747.1. α Ξα,ΞΒη’ διὰ χεξα, γξξβ 2. παΞΟΧ θ᾽’ διὰ χε- 

χ' --ἀχ--ὅ ἐπ χ᾽--ἱ ΡΟ 

748. 1. χ μῦς. 1δ᾽ διὰ χ----ὅ 2, ὙΠΗβχθ μοχ' διὰ χ----} 

Χ Ἔχ -ἘΧΈΙ ᾿ . ὑχ τ σχτοῦ τα ϑετς τ λδῶ 
749. 1. χρρχῦχ 1' διὰ Χι--- 2. βχ μάχ. 4' διὰ χεξ π΄ 


᾿Αναλογίαι : 


Νὰ ὑπολογισϑοῦν οἱ ἄγνωστοι ὅροι Χ τῶν κάτωϑι ἀναλογιῶν : (838). 


γε. «8. αὐθαβῈβ' 
Σ 








-βε 
751. (Ῥ ὴ : χεςίμ" Ἐν: (- ἐν 
752. χι(α! -ΞΞ)- (- ““6) : α"β᾽ 
κνς ἀρΘ ὕμτι, ἄμε 
754. -Ξ. : ὅΞῈ πχι(αἘ- 5) 
γ55. -ὅὴ πὶ - (ον τ5}).» 
756. ἘΞ ἢ ἐχτεχ: πῆ 
"Εὰν εἶναι αδτεβγ νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι - (894). 
757. πΞν ᾿ς Ὁ 8. ὃ - 4 - τα. 


Νὰ γραφῇ ὑπὸ μορφὴν ἀναλογίας, καϑ᾽ ὅλους τοὺς δυνατοὺς τρόπους, ἧ 
ἰσότης : (825), 


758.1. χγυτϑωφ Ὡ. μῆξξνο. 
759. (5826). Νὰ σχηματισϑοῦν διάφοροι ἀναλογίαι ἀπὸ τὴν ἰσότητα : 
θαΐΎΞΞΙ2β5δ. 
Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι, ἐὰν εἶναι α : βεξγ : δ, ϑὰ εἶναι : (837). 
760. 1. α:δεεβγ: δ᾽ 2. 1:βεεγ: αὖ 


761. 1. αδ:β:Ξγ:1 ῶ. να: βεξνγ: ὃ 
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762. 1. μα:νβεεμγ:νδ ῶ, (α--Ἰ}: βεείβγ--δ): βὸ 
768. 1. (αἜ 1): 1-Ξ(βγ- δ): ὃ 3. (α--βμ): (γ--δμ)εξξβ: ὃ 
764. αβ : γδεΞία-Ἐβ)ῆ: (γ-Ἐδ)". 

᾿Ἐὰν α:βεεγ: δ, νὰ ἀποδειχθῇ, ὅτι θὰ εἶναι: (828). 














γχ6ξ ὅαβ, Ἠὄγ{δ 
; 8α [Ὧβ ὃγ 4ὃ 
δαγ δ8β-4ὃ 
766. 8α ἄν  ὀ ὀὋἊδβ-4δ 
χὴ. οἸθβ μγένδ᾽ 
ρα--σβ ογ--σὸ 
ὃ 
χ8. .ἰβ.. γε 
μαξοβ μγεοῦ 
769. (829). ᾿Εὰν εἶναι λ ---- - -οπ'ὴῷ ϑὰ εἶναι καὶ 
. αππῇ β-Ύ α--Ὕ 
λΈμεεν. 
770. (880). ᾿Εὰν εἶναι Ἐν ΞΞ πΠ νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι 
κα ---Υ καὶ ἀντιστρόφως. 
β δ 


774. (881). ᾿ὰν εἶναι -Φ΄ «- ΕΣ τα -Σ,, νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι 


καὶ (χ᾽-Ἐγ"Ἐωία᾽-Ε β᾽ -Εγἡεξίαχ- βυ-γω); καὶ ἀντιστρόφως. 
α β 0 


᾽Εὰν εἶναι 5 ΄- τ’ νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι : (3582). 
αἰ Ἐβ-γ ἃα 
772. πρΡΈ δ: δ 


778. (β-δ)γλ.παδίγ»-- δ᾽. 
774. (838). Ποία σχέσις πρέπει νὰ ὑπάρχῃ μεταξὺ τῶν α καὶ β, ἵνα ἔχωμεν 
βπα 4α--β 
βία ὄθα--β᾽ 
778. (884). Δίδονται αἱ ἀναλογίαι α:βεΞξγ: ὃ καὶ χιγνεξω:φ καὶ 
ξητεῖται νὰ εὑρεϑῇ ποία σχέσις πρέπει νὰ ὑπάρχῃ μεταξὺ τῶν α, β, γ, δ, Χ, Υ, 
ἘΣ γῇω - 
ΒῈΥ δήφ᾽ 
776. (386). ᾿Εὰν ἔχωμεν τὴν σχέσιν 
(«-Ἐν-ω Ἐφ) -ον--ο-Ἐ φγεξία -- τ ο-- φ)χ-Ἐγ---- φὶ 
νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι οἱ τέσσαρες ἀριϑμοὶ ΣΧ, Υ, ὦ, φ σχηματίζουν ἀναλογίαν. 
3 3 3 3 ᾿ 
777. (886). ᾿Εὰάν εἶναι ἜΈΈΞΕΣΣ ΞΞ ἘΡΈΡΣΕΣ,, νὰ ἀποδειχϑῇ, 


φ, ὦ, ἵνα ἔχωμεγ 





Χ α 
ὅτι ϑὰ εἶναι καὶ --- Ξ---- 
Υ β 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΣΤ’ 


ΑΡΡΗ͂ΤΟΙ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ. 
ΔΥΝΑΜΕΙΣ ΜΕ ΕΚΘΕΤΑΣ ΚΛΑΣΜΑΤΙΚΟΥΣ 


1. Ἰδιότητες τῶν ριξῶν 


218. -“Ορισμοί. Εἷς τὴν 8 102. ἐδώσαμεν τὸν ὁρισμὸν τῆς νιο- 
στῆς ρίζης ἑνὸς ἀριϑμοῦ. 

Γενιτῶς: "Εστω ἕνας πραγματικὸς ἀριϑμὸς α καὶ ν ἕνας φυσι- 
κὸς ἀριϑμός. ᾿Εὰν ὑπάρχῃ ἕνας πραγματικὸς ἀριϑμὸς β τοιοῦτος, 
ὥστε ἧ νιοστὴ αὑτοῦ δύναμις νὰ εἶναι ἴση μὲ α, ϑὰ λέγωμεν, ὅτι ὅ β 
εἶναι ἧ νιοστὴ ρίζα τοῦ α καὶ ϑὰ παριστάνωμεν τὸν ἀριϑμὸν αὐτὸν 


ξ ν 
μὲ τὸ σύμβολον γα. 











Κατὰ τ᾽ ἀνωτέρω αἱ ἰσότητες βεσία. β'Ξξξ α 
εἶναι ἰσοδύναμοι. 
᾿Επίσης ἐξ δρισμοῦ ἔχομεν καὶ (5) - “ὰ (8108). 








214. Ρίξαι ἀρτίας τάξεως καὶ περιττῆς τάξεως. Εἷς τὰς 
8. 104 καὶ 106 εἴδομεν, ὅτι ἕνας πραγματικὸς ἀριϑμὸς α ἔχει 0, 1 ἢ 2 
νιοστὰς ρίζας, αἷ ὁποῖαι ἐξαρτῶνται ἀπὸ τὰς τιμὰς τοῦ ν καὶ ἀπὸ τὸ 
σημεῖον τοῦ α. 

Ι, ᾽Ὃ δείκτης ν εἶναι ἄρτιος. ᾽Εὰν α»Ό, αἱ νιοσταὶ ρίζαι 


τοῦ α εἶναι : τ) ΞΕῈῈβ ἢ ἍΠΠ|α] --:β. 


᾽Εὰν α(0, ἧ απ ἣ ἢ 1-:π δὲν ὑπάρχει, διότι δὲν ὑπάρχει 
ἀριϑμός, ϑετικὸς ἢ ἀρνητικός, ὃ ὁποῖος ὑψούμενος δ ἄρτίαν δύναμιν. 
νὰ δίδῃ ἐξαγόμενον ἀρνητικόν. 


"1διότητες τῶν ριξῶν τ|ι 


3 
Γενικῶς ἡ παράστασις γ---ἰαἱ δὲν ἔχει ἔννοιαν καὶ λέγεται φ α ν- 
ταστικὴ παράστασις. | 
Διὰ τοῦτο, ὅταν ὃ δείκτης ἑνὸς οιζικοῦ εἶναι ἄρτιος, πρέπει νὰ 
ὑποθέτωμεν πάντοτε, ὅτι τὸ ὑπόρριζον εἶναι ϑετικόν. 


11. “Ὁ δείκτης ν εἶναι περιττὸς ἀριϑμός. ᾿Εὰν α)»Ό, ϑὰ εἶνα" 


ν 

7α -Ξ-Έβ, διότι ἕνας καὶ μόνον ϑετικὸς ἀριϑμὸς ὑπάρχει, ὁ ὁποῖος 
ὑψούμενος εἷς τὴν νιοστὴν δύναμιν (περιττὴν) δίδει ἐξαγόμενον 
ϑετικόν. 


ν ν 
᾽Εὰν αζ0, ϑὰ εἶναι 7---ἰαἱ --Ξ-- ἡ αἱ -ΞΞ---β, διότι ἕνας καὶ μό- 
νον ἀρνητικὸς ἀριϑμὸς ὑπάρχει, ὃ ὅποϊῖος ὑψούμενος εἷς τὴν νιοστὴν 
δύναμιν (περιττὴν) δίδει ἐξαγόμενον ἀρνητικόν. 


5 
Π.χ. ἡ πέμπτη ρίζα τοῦ -Ε32 εἶναι 7:-:.332-:-- 2, διότι (-[[2)5--.-32 
δ 
καὶ ἡ πέμπτη ρίζα τοῦ --32 εἶναι ---32--Ξ---2, διότι (---2)"-----32. 


215 Αρρητοι παραστάσεις Κάϑε παράστασις ἀριϑμητικὴ ἢ 
ἐγγράμματος, ἣ ὁποία περιέχει ἕνα ἢ περισσότερα οιζικὰ λέγεται 
ἄρροητος παράστασις. 

Π. χ. αἱ παραστάσεις 


3. β]5 ποῖ 2... . α 
αἹϑ --ΕΥ͂Σ, 2. [3ΧΡ Ἐ1, π ΞΞς-: 
εἶναι ἄρρητοι παραστάσεις. 
Ὃ δρισμὸς τῶν ἀρρήτων ἄλγεβοικ ὦ ν παραστάσεων, ποὺ 
ἐδώσαμεν εἷς τὴν 8 116 ἰσχύει διὰ τὰς παραστάσεις, αἵ ὁποῖαι ἔχουν 
γράμματα ὑπὸ τὸ ροιζικόν. 


216 ᾿Ιδιότητες τῶν ριζῶν Ὃ λογισμὸς τῶν ριζῶν τῶν ϑετι- 
κῶν ἀριϑμῶν στηρίζεται ἐπὶ τῶν ἰδιοτήτων τῶν δυνάμεων, τὰς 
ὁποίας ἐγνωρίσαμεν εἷς τὰς 8 91 ---99 καὶ τὰς ὁποίας ἐπαναλαμβάνομεν 
κατωτέρω συμβολικῶς : 








Ι. α".αὐ Ξε αὐτὸ ΙΝ. ας Ξε αὐτο (μ»νὶ 
11. (α."}" ΞΞ α"" 


ΠῚ. (α-8.γ)" τ αὐ «β᾽. γ᾽ Υ͂. (5)- τ 











112 ᾿Ἰδιότητες τῶν ριξῶν 


Οἱ ἀριϑμοὶ α, β, γ εἶναι ϑετικοὶ ἀριϑμοὶ καὶ οἱ μ καὶ ν ἀκέραιοι 
καὶ ϑετικοί, κατ᾽ ἐπέκτασιν δὲ μηδὲν ἢ ἀρνητικοὶ ἀκέραιοι. 

Ὅταν ϑέλωμεν νὰ ἀποδείξωμεν, ὅτι δύο ρίζαι εἶναι ἴσαι, πρέπει 
νὰ ἀποδείξωμεν, ὅτι αἱ ρίζαι αὐταὶ ὑψούμεναι εἷς τὴν αὐτὴν δύναμιν 
δίδουν τὰ αὐτὰ ἐξαγόμενα. Τοῦτο φαίνεται εἷς τὸ κάτωϑι ϑεώρημα. 


217. Θεώρημα ᾿Εὰν αἱ νιοσταὶ δυνάμεις δύο ϑετικῶν 
ἀριϑμῶν εἶναι ἴσαι, οἱ δύο αὐτοὶ ἀριϑμοὶ εἶναι ἴσοι. 
“Υπόϑεσις :- "ἕστωσαν α καὶ βὶ δύο ϑετικοὶ ἀριϑμοὶ καὶ αὖ καὶ 
β΄ αἷ νιοσταὶ δυνάμεις των. 
Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι, ἐὰν αὖ --- βΥ, ϑὰ εἶναι καὶ αξΞξβ. 
᾿Απόδειξις : ᾽ΕἙ ὑποϑέσεως εἶναι 
αὐτεβὺ ἢ α" --β-Ξ () 
᾿Επειδὴ τὸ αὐ" --- βΥ διαιρεῖται ἀκριβῶς διὰ τοῦ α--β καὶ δίδει 
πηλίκον αὐ -Ἐα" 3 θ-. αὐτλβ’-Ἐ., τ-Ἐβνπὶ ἢ ἰσότης (1) γράφεται : 
(α--β) (αὐ -Ἐα" β-α 8 Εις.  -Ἐβντ ἢ Ξξο (2) 
Διὰ νὰ εἶναι τὸ γινόμενον τῶν δύο αὐτῶν παραγόντων ἴσον μὲ 
μηδέν, πρέπει ὃ ἕνας, τουλάχιστον, ἐκ τῶν παραγόντων νὰ εἶναι ἴσος 
μὲ μηδέν. ᾿Επειδὴ οἵ α καὶ βὶ εἶναι ϑετικοί, ὃ δεύτερος παράγων εἶναι 
πάντοτε ϑετικός, καὶ ἑπομένως διάφορος τοῦ μηδενός : ἄρα ϑὰ εἶναι 
ὃ ἄλλος παράγων ἴσος μὲ μηδέν, δηλ. ϑὰ εἶναι α---βεΞξὸ ἢ α-ϑβ. 
᾽᾿Εδείχϑη λοιπόν, ὅτι : ᾿Εὰν αἷ νιοσταὶ δυνάμεις... 


218 ἸἸδιότης 1. Ἢ ἀξία μιᾶς οίζης δὲν μεταβάλλεται, ἐὰν 
σολλασπλασιάσωμεν (ἢ διαιρέσωμεν) τὸν δείκτην τῆς ρίζης καὶ 
τὸν ἐκϑέτην τῆς ὑπορρίζου ποσότητος ἐπὶ τὸν αὐτὸν ἀριϑιμόν. 


ν 
“Υπόϑεσις - "Ἑστω ἢ α", ὅπου α ϑετικὸς ἀριϑμὸς καὶ μὶ καὶ ν 
ἀκέραιοι καὶ ϑετιχοὶ ἀριϑμοί. ᾿Εν πολλαπλασιάσωμεν τὸν δείκτην 
ν καὶ τὸν ἐκϑέτην μ ἐπὶ τὸν ἀκέραιον ἀριϑμὸν ρ, ϑὰ προκύψῃ ἢ οίζα 
"2: Σ 


Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι 
ν͵. νῷ ᾿ 
γα" -- ἤαμο () 
᾿Απόδειξις : Διὰ νὰ ἀποδείξωμεν, ὅτι ὑφίσταται ἢ ἰσότης (1), 
ἄρχεϊῖ νὰ ἀποδείξωμεν, ὅτι αἵ νρ δυνάμεις τῶν ϑετικῶν ἀριϑμῶν 
. ΟΝ 
γα καὶ γα". εἶναι ἴσαι. 





ν 
Πράγματι᾽ ἦ νο δύναμις τοῦ ϑετικοῦ ἀριϑμοῦ ὕαμ εἶναι : 
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(ῳ)" ΞΞ [Ὁ }} τ (αμ). τι αμὸ 


νο 
καὶ ἦ νο δύναμις τοῦ ϑετικοῦ ἀριϑμοῦ γα" εἶναι 


(1 - »" τς αμϑὶ 


ν. νο 

Παρατηροῦμεν, ὅτι οἵ ϑετικοὶ ἀρυϑμοὶ γα καὶ γαμο, ὑψού- 
μενοι εἷς τὴν αὐτὴν δύναμιν νρ, δίδουν τὸ αὐτὸ ἐξαγόμενον αὐθ΄ ἄρα 
(8 2117) οἵ ἀριϑμοὶ αὐτοὶ εἶναι ἴσοι : δηλ. ϑὰ εἶναι 








ν νο 
γ α' -ΞΞ γα" 


5: -- 25. 


8 β 
Π.χ. 7α᾽ -- γα“, 159 
“Ὁμοίως ἀποδεικνύεται, ὅτι : 











ν 
γ ανο -- Υ αἱ 


9219. Ἐφαρμογαί. 1. ᾿Απλοποίησις τῶν ριξῶν. Στηριζόμενοι εἷς 
τὴν ἀνωτέρω ἰδιότητα, δυνάμεϑα νὰ ἁπλοποιήσωμεν μίαν οίζαν, ἐὰν 
διαιρέσωμεν τὸν δείκτην τῆς ρίζης καὶ τὸν ἐκϑέτην τοῦ ὑπορρίζονυ 
διὰ τοῦ αὐτοῦ ἀριϑμοῦ, διὰ τοῦ μ.κ.δ. αὐτῶν. 

6 8 6 6 8 8 

Π.χ. εἶναι 7. -- Ἴαῖ, 781 --73: --3: - σ. 

᾿Ἐὰν ὃ δείκτης διαιρῇ ἀκριβῶς τὸν ἐκϑέτην τοῦ ὑπ 
τὸ οιζικὸν ἐξαλείφεται. 

ὃ ν Ύ 

Π.χ. 7.5 -- α΄. Ἐὰν λεξνρ, θὰ εἶναι αλ -- ανο -ξ αὐ. 

11. Τροπὴ οιξῶν εἰς τὸν αὐτὸν δείκτην. Δυνάμεϑα νὰ τρέψωμεν 
δύο ἢ περισσοτέρας ρίζας μὲ διαφόρους δείκτας εἷς ἄλλας ἰσοδυνάμους 
μὲ τὸν αὑτὸν δείκτην. 

Πρὸς τοῦτο εὑρίσκομεν τὸ ἔκκιπ. τῶν δεικτῶν τῶν ριζῶν καὶ 
πολλαπλασιάζομεν τὸν δείκτην καὶ τὸν ἐκϑέτην τῆς ὑπορρίζου ποσότη- 
τος κάϑε ρίζης ἐπὶ τὸ ἀντίστοιχον πηλίκον τοῦ ἔ.κιπ. διὰ τοῦ δείκτου 
ἑκάστης ρίζης. ᾿Εργαζόμεϑα, δηλ. ὅπως εἰς τὴν τροπὴν "εἰεοθγυμοῦ 
κλασμάτων εἷς ὁμώνυμα. 


Παράδειγμα. Νὰ τραποῦν αἱ κάτωθι ρίζαι εἰς ἄλλας ἰσοδυνάμους μὲ 
τὸν΄ αὐτὸν δείκτην : 


ορρίζον, ἐότε 


τὰ. 786, ἵτί, 1:. 


114 ᾿διότητες τῶν ριξῶν 


Τὸ ἐκιπ, τῶν δεικτῶν 2, 4, 6, 3 εἶναι τὸ 12, τὰ δὲ πηλίκὰ τοῦ 12 διὰ 
τῶν δεικτῶν αὐτῶν εἶναι ἀντιστοίχως 6, 3, 2, 4. 

Κατὰ τὰ ἀνωτέρω αἱ ἰσοδύναμοι ρίζαι πρὸς τὰς δοθείσας εἶναι αἱ 

Ὁ] 13 13 13 

7.5, βι, γγο, ΥΠΖ,. 

Αἱ ρίζαι, αἱ ὁποῖαι ἔχουν τὸν αὐτὸν δείκτην, λέγονται ἷ σ ο β ἅ- 
ὕμιοι οἰίζαι. 

᾿Ασκήσεις : 779, 181, 782. 


220. 11. Ἰδιότης. “Ἢ νιοστὴ ρίξα ἑνὸς γινομένου πολλῶν 
σαραγόντων εἶναι ἴση μὲ τὸ γινόμενον τῶν νιοστῶν ριξῶν τῶν 
σ.-αραγόντων. 

ν 
᾿Σπόϑεσις : "Ἕστω γα -β.γ ἢ νιοστὴ ρίζα τοῦ γινομένου α΄ β- γ. 
“Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι 
ν Υ ν ν 
7α β.γ Ξ α 18 ὙΥ () 
᾿Απόδειξις. Διὰ νὰ ἀποδείξωμεν, ὅτι ὑφίσταται ἣ ἰσότης (1), ἀρ- 
κεῖ νὰ ἀποδείξωμεν, ὅτι αἱ νιοσταὶ δυνάμεις τῶν ϑετικῶν ἀριϑμῶν 


ν ὡς ΑΣΙΘΝΒΝ ν. Ὑπι 
γατ-βογ καὶ γα 8 -Ὑ εἶναι ἴσαι. 
ν ) 
Πράγματι" ἔχομεν ( α.Β-.γ}ἦ Ξξα β᾿Ὺ 
ν Ν Ύ Υ ( ᾿ ( ᾽ { ᾽ 
ἂν ἀπ τ ἰῷ) ἢ} τ ξωρ: 
Παρατηροῦμεν, ὅτι εὑρίσκομεν τὸ αὐτὸ ἐξαγόμενον αβγ΄ ἄρα ἢ 
ἰσότης (1) ὑφίσταται, δηλ. εἶναι 








ἡ τ τ 


921. Πόρισμα. ᾿Εὰν ἐναλλάξωμεν τὰ μέλη τῆς ἰσότητος (1), ϑὰ. 
λάβωμεν τὴν ἰσότητα 











πο 


᾿Απὸ τὴν ἰσότητα αὐτὴν συνάγομεν, ὅτι : 
Τὸ γινόμενον πολλῶν ριζῶν μὲ τὸν αὐτὸν δείκτην εἶναι ἴσον μὲ 
Οἴζαν, ἡ ὁποία ἔχει ὡς δείκτην τὸν κοινὸν δείκτην καὶ ὡς ὑπόρριξον 
ποσότητα τὸ γινόμενον τῶν ὑπορρίξων ποσοτήτων. 
8 8 8 3 
Π. χ. . 73. .79 -- 73.-.9-- γ27 --3 
Ἰατβ - 7α-Ξβ -Ξ Πα β) αΞβ) --  αἴξρι. 


᾿ 
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222. Παρατήρησις. ᾿Εὰν αἱ οίζαι δὲν ἔχουν τὸν αὐτὸν δείκτην, 
τρέπομεν πρῶτον αὑτὰς εἷς ἄλλας ἰσοδυνάμους μὲ τὸν αὑτὸν δείκτην 


, καὶ ἔπειτα εὑρίσκομεν τὸ γινόμενόν τῶν ὧς ἀνωτέρω. 


3 4 
Π.Χχ. τὸ γινόμενον γα 18 -γΥν εἰναι ἴσον μὲ 
4 - -. --.......-.-......--- 
1α ὕπο ν τε ἴαδ -Ὑβ6 .γγγ᾽ τε δ. β6.γν. 


.. ,᾿. δϑδοδ. ὁ ΝΕ 
Ὁμοίως εἶναι (2 15 --25 .75᾽ -- 725. 55 -- 7200 
καὶ γενικῶς : 





γα. ἯΙ -- αν 78» -- ἵαω- β" ᾿ 


228 ᾿Ιδιαίτεραι περιπτώσεις. 1. ᾿Εὰν ἔχωμεν τὴν ρίζαν 





ν 
γα" β, τότε κατὰ τὴν 8 220, ϑὰ ἔχωμεν : 


ν 


7 --ῶ 5 --ὐπ΄, 





7α.8 -- αἵ 


Παρατηροῦμεν, ὅτι ὁ παράγων αὖ τοῦ ὑπορρίζου ἐξῆλϑε ἐκτὸς 
τοῦ οιζικοῦ. 

Γενικῶς, ὅταν ἕνας ἢ περισσότεροι παράγοντες τοῦ ὑπορρίζου 
ἔχουν ἐκϑέτην ἴσον ἢ διαιρετὸν μὲ τὸν δείκτην τοῦ οιζικοῦ, δυνάμεϑα 
νὰ ϑέσωμεν τοὺς παράγοντας αὑτοὺς ἐκτὸς 
τοῦ ροιζικοῦ, ἀρκεῖ νὰ διαιρέσωμεν τοὺς ἐκϑέτας τῶν διὰ τοῦ 
δείκτου τῆς ρίζης. 

Π.χ. 1. 152. -- Ξ-- 6.2 2 --ς 745.2 2 τε 412 


δηλ. εἶναι 





2. ὙΖτα -- Ξε Ὶ 3.δα ΞΞ 3αἴα 
3. ΑΥ͵Ἱδαύβ»γ᾽ -- Ὁ θα β᾽ γ᾽2αβ -- 3α’βγ Ἰ2αβ᾽ 
4. γ1258--24αβ".-12β -- γ2βια"--2αβ- βὴ -- 74. 3βία--Β)" --2(α--β)}3β - 


Ύ ν. Ε 
11. ᾿Εὰν ἐναλλάξωμεν τὰ μέλη τῆς ἰσότητος αν ὶ ΞΞ αἴβ, ϑὰ 








αἹΒ -- ἴα Β 


ἔχωμεν : 


Παρατηροῦμεν, ὅτι δυνάμεϑα νὰ ϑέσωμεν τὸν παρ ἀ" 


116 “Ἰδιότητες τῶν ριζῶν 


γοντα α ἐντὸς τοῦ ροιζικοῦ, ἀρκεῖ νὰ ὑψώσωμεν αὑτὸν 
εἷς τὴν νιοστὴν δύναμιν. 


8 8 - 
Π.χ. 273. - 725.3 -- 12, δαβγάν -- Ζραιβῖαγ -- γ8αιβ'γ. 
᾿Ασκήσεις : 784, 786, 788, 790, 792, 794, 1796, 797. 
24, ΠΠ1. ᾿Ιδιότης. Τὸ πηλίκον δύο ριζῶν, μὲ τὸν αὐτὸν δεί- 


πτην, εἶναι ἴσον μὲ ρίξαν, ἡ ὁποία ἔχει ὡς δείκτην τὸν κοινὸν 
δείκτην καὶ ὧς ὑπόρριξον τὸ πηλίκον τῶν ὑπορρίξων. 


ν 
᾿ ιν 7α 
“Υπόϑεσις : "Εστω τὸ πηλίκον τ ΞΞὸ 


Τ᾽ 





Συμπέρασμα: Θὰ δείξωμεν, ὅτι 
α χΊχα 
ΞΞ- γα ω 
ΠῚ 


᾿Απόδειξις . ᾿Εὰν ὑψώσωμεν εἷς τὴν νιοστὴν δύναμιν τοὺς ϑετι- 








ν 
χοὺς ἀριϑμοὺς 7 καὶ ΥΣ. ϑὰ εὕρωμεν ἐξαγόμενα ἴσα. 
ΠῚ 
Πράγματι ἔχομεν 
ν ν ν Ύ Ἀτ'ἃ' Ύ 
ἽΝ (7.3)... 
Ἐν - - π Ἰὼ καὶ β, πΞτπ' 
Υβ Υβ 
Παρατηροῦμεν, ὅτι εὑρίσκομεν τὸ αὐτὸ ἐξαγόμενον τὶ ἄρα ἥ 


ἰσότης (1) ὑφίσταται. 


Δηλ, εἶναι : 1 τ Ἑ 
Γβ 


1α"::: α᾽--β'ὶ γ|α Ἐβ),α--β) 7α:Ξ 
ΞΞ ἔστι ΞΞ α--β. 
ΤῈ β α-Ἐβ (α-Ἐβ) 
228. Παρατήρησις. ᾿Εὰν οἱ δεῖκται τῶν ριζῶν εἶναι διάφοροι, 
τρέπομεν πρῶτον τὰς ρίξας εἷς ὁμοιοβάϑμους καὶ ἐφαομόζομεν ἔπειτα 
τὴν προηγουμένην ἰδιότητα. 


Π. χ. 
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6 
19 1- Ὁ-. ὅ.- 8. 
Π.χ. -π --ππ ΞΞ᾿ ππτ ΞΞ 3. ΞΞῚ 3 
3 135 Ι: 
-᾿ ἴω- γαι- Υ5 ΥἹΔ 5. ᾿ς. 
μ τ νμ ὑπ ν " 5 ΞεΞ- -Ξ 58." 
ἽΒ᾽ 78ν β γ 25 


2326. Πόρισμα. "Ἂν ἐναλλάξωμεν τὰ μέλη τῆς ἰσότητος 


Ὑ ν 
γα -Ἴ - λαμβάνομεν 








Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν, ὅτι : 
Ἢ νιοστὴ οἶξζξα ἑνὸς κλάσματος εἶναι ἴση μὲ τὸ πηλίκον τῶν νιο- 
στῶν ριζῶν τῶν ὅρων του. 








3 3 3 
Ν 8:: ΘὀὌΑΙ 25".α 2α 
ΠΧ γξ: --- π΄  "- 3}γ' 


"785 Ια β 71“ 1 »--τ-ας- 
͵5Ξ:Ξ: Ξ-τγξε-- - τ -π Ὑαβν. 


᾿Ασκήσεις : 799, 801, 808, 804. 


227. ΓΝ. ᾿Ιδιότης. Διὰ νὰ ὑψώσωμεν μίαν οἶξαν εἰς μίαν 
δύναμιν, ἀρκεῖ νὰ ὑψώσωμεν τὸ ὑπόρριξον εἷς τὴν δύναμιν 
αὐτήν. 


μος 
«Υπόϑεσις: "Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ ὑψώσωμεν τὴν  ,α εἷς τὴν 


ἘΞ 
8ην δύναμιν, δηλ. ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν τὴν ( α ) ᾿ 
Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι : 


μ λδὃ ι͵᾿᾿ ᾿ 
(γα ) -- ἤα' () 
"Απόδειξις : Κατὰ τὸν δρισμὸν τῶν δυνάμεων καὶ τὴν 8 221 ϑὰ 


εἶναι (γ- »- γα 15 τ --Ἰς:- 





ατὰ -α͵α' 


118 ᾽διότητες τῶν ριζῶν 


Γενικῶς, ϑὰ εἶναι : 





ἀξ εις 


᾿ μ ν μ 

228. Παρατήρησις. Ἢ ἰσότης (-) τς Κα, δὲν εἶναι πάν- 
τότε πλήρης, ὅταν ὁ α εἶναι ϑετικὸς καὶ οἵ μ καὶ ν ἄρτιοι. 

Π. χ. ἡ ἰσότης (9). ΞΞ 78: δὲν εἶναι πλήρης. 

Διότι (9) "Ξε: 8) Ξξ-ἘΒ1, ἐνῷ γϑι --:Ἐ81. 

Παρατηροῦμεν, ὅτι ἣ (79})" δίδει μίαν τιμὴν ϑετικήν, τὴν - 81, 
ἑνῷ ἡ 798. δίδει δύο τιμὰς -81 ἀντιϑέτους. Διὰ τοῦτο, ὅταν τὸ α 
εἶναι ϑετικὸν καὶ οἵ μ καὶ ν ἄρτιοι, πρέπει νὰ 
λαμβάνωμεν ὡς τιμὴν τῆς ρίξης μόνον τὴν 
ϑετικὴν τιμήν τῆς. 

᾿Ασκήσεις : 80δ, 806, 808, 809. 


229. Ψ. ᾿Ιδιότης. Διὰ νὰ ἐξαγάγωμεν τὴν νιοστὴν ρίξαν 
μιᾶς ἄλλης ρίζης, ἀρκεῖ νὰ πολλαπλασιάσωμεν ἐπεὶ ν τὸν δείκτην 
τῆς οἰζης αὐτῆς. 

᾿Ὑπόϑεσις : "Ἕστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ ἐξαγάγωμεν τὴν νιοστὴν οί- 

μ 
ζαν τῆς γα. 
Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι 





τς ΠῚ δ, 


᾿Απόδειξις : Διὰ νὰ δείξωμεν, ὅτι οἱ ϑετικοὶ ἀριϑμοὶ | 





Ν 
» ΒΝ 
Υ) α καὶ ὕα 
εἶναι ἴσοι, ἀρκεῖ νὰ δείξωμεν, ὅτι αἱ νμ δυνάμεις τῶν εἶναι ἴσαι. 
Πράγματι᾽ ἔχομεν 


(57 -ἰ }}- ὅν} - 


Ὑβμ Θ Δνμ μν 
χκαὶ (ς- ) -ο αὐ --α. 





ἼΕΞΞ ἜΝ 
Παρατηροῦμεν, ὅτι οἵ ϑετικοὶ ἀριϑμοὶ γη- καὶ 7α 
ὑψούμενοι εἷς τὴν αὐτὴν δύναμιν νμ δίδουν τὸ αὐτὸ ἐξαγόμενον α, 
ἄρα οἱ ἀριϑμοὶ αὑτοὶ εἶναι ἴσοι, δηλ. εἶναι : 


Πράξεις ἔπὲὶ τῶν ἀρρήτων παραστάσεων 119 








2. Πράξεις ἐπὶ τῶν ἀρρήτων παραστάσεων 


230 Πρόσϑεσις καὶ ἀφαίρεσις ριζῶν. ᾽Η πρόσϑεσις καὶ ἢ 
ἀφαίρεσις ριζῶν γίνεται, ὅπως ἧ πρόσϑεσις καὶ ἧ ἀφαίρεσις ἀλγεβρι" 
κῶν παραστάσεων. 

"᾿Αλλὰ διὰ νὰ δυνηϑῶμεν νὰ εὕρωμεν τὸ ἄϑροισμα ἢ τὴν διαφο- 
ρὰν πολλῶν ριζῶν, πρέπει αἷ οίζαι νὰ εἶναι ὅμοιαι. 

Δύο ἢ περισσότεραι ρίζαι λέγονται ὅ μοιαιν ὅταν ἔχουν τὸν αὖ- 
τὸν δείκτην καὶ τὸ αὐτὸ ὑπόρριζον. 


Π.χ. αἱ ρίζαι 312, -- 512, αἹΖ, εἶναι ὅμοιαι. 


Ἐπίσης αἱ ρίζαι 2͵α!. ᾽ - αἴωβ᾽ ᾽ ἀμ β7αθβ᾽ εἶναι ὅμοιαι. 

Αἱ ρίζαι 79α, 128 δὲν εἶναι ὅμοιαι. 

Συντελεστὴς μιᾶς ροἰίἰξης εἶναι τὸ σύνολον τῶν παρα- 
γόντων, οἷ ὁποῖοι εὑρίσκονται ἐκτὸς τοῦ ριζικοῦ. 


8 8 

Π.χ. οἱ συντελεσταὶ τῶν ριζῶν 3α78., --2),β8'΄, -ΕἸ5χν εἶναι ἀν- 
τιστοίχως οἱ 3α, --2Ζ, -Ἐ1. 

Ὃ συντελεστὴς μιᾶς ρίζης πρέπει νὰ γράφεται πάντοτε πρὸ τοῦ 
οιζυκοῦ. 

Πολλαὶ ρίζαι, αἵ ὁποῖαι ἐκ πρώτης ὄψεως δὲν φαίνονται ὅμοιαι, 
δύνανται νὰ γίνουν ὅμοιαι, ἐὰν ἁπλοποιηϑοῦν προηγουμένως. 

Π.χ. αἱ ρίζαι 5727. --748, -2Υ75 δὲν φαίνονται ὅμοιαι. Ἐὰν 
ὅμως τὰς ἁπλοποιήσωμεν, θὰ ἔχωμεν 

5127 --579. 3--. 373.-Ξ-15}3., ---Ἴ48..-----Ἴ Τὸ. 3----473. 
2}75 --2}25.. 3ΞΞ:2. 573 -Ξϊ0}3.. 


Παρατηροῦμεν, ὅτι αἱ ρίζαι 5127, --2ῖ8., -75 εἶναι ἀντι- 
στοίχως ἰσοδύναμοι μὲ τὰς Ῥίζας 1513. --413., -ΕἸΟΥ̓3, αἱ ὁποῖαι 
εἶναι ὅμοιαι ρίζαι. ᾿ ᾿ 

Ἢ ἀναγωγὴ τῶν ὁμοίων ροιἷ ὦ ν γίνεται, ὅπως καὶ 
ἣ ἀναγωγὴ τῶν ὁμοίων ὅρων ἑνὸς πολυωνύμου. 


180 . Πράξεις ἐπὶ τῶν ἀρρήτων παραστάσεων 


Π.χ. Α2 ---3]2. -ΕΥ̓Σ -Ξ(6--3. 72 --47]5 


3 8 3 3 8 
87α -57α --27α --(8:-[5--2] -ΞΙ1]α 
αὐἿμ -Ἐβ' 7 --2αβ 7μ -εια"-β"--2αβ) Υμ --ἰα--Β)» 71. 
Παράδειγμα ἴον. Νὰ ὑπολογισθῇ τὸ ἄθροισμα: 
Αβεσσα ---8 08.) 0018 --37α}. 


Ἔχομεν Αξεϑῆα --- 8} -2}]Β --37α. 
κάμνομεν ἀναγωγὴν τῶν ὁμοίων ριζῶν καὶ ἔχομεν 
Ατξξῶγα ---γ β΄. 


Παράδειγμα 2ον. Νὰ ἁπλοποιηθοῦν αἱ ρίζαι καὶ νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ 
πράξεις : 
ΑΞ 5} 18 -- 2750 -Ε6732. (η 
Ἐπειδὴ 5118 --5}9..2--5. 372 --Ἰ5 72 
2750 --2}25.2--2. 572. --ο 
6732 --616.2--6. 475 ---2472 
ἡ (1) γράφεται 
ΑΞΕΙ572 ---ἸΟ 2 -Ἠ2472. ---29 75. 
Παράδειγμα 3ον. Νὰ ἁπλοποιηθοῦν αἱ ρίζαι καὶ νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ 
πράξεις: 





Αβξι3 []δα!β -- 5} αβ--(6 7ϑαβε.--7]}25αβ). 





Ἔχομεν ΑΞΞ:3}7δα"β --57αβ᾽--αἴϑαβε - 7] ὅ5αβ () 
Ἐπειδὴ 37}Π16α8β --3} 1δαν. αβ --3. 4α ἴαβ -εῖ2α 7αβ᾽ 


67 9αβ' --6γσβετα -- 6.38 [αβ -- 188 ἴαβ᾽ 
7) 25αβ --7. 5) αβ --35] β΄. 
ἡ (1) γράφεται 
ΑΞ 2α αβ -- 57 αβ --188 γα β -357 8 -Ξ-(12α--5--18β-.35}}αΒ-- 
Ξε([2α---18β-30)]]}αβ.. 
᾿Ασκήσεις : 811, 814, 81δ, 817, 820, 821, 823, 825, 827. 


281. Πολλαπλασιασμὸς καὶ διαίρεσις ἀρρήτων παραστά- 
σεῶών. Ὃ πολλαπλασιασμὸς καὶ ἡ διαίρεσις ριζῶν γίνεται, ὅπως ἐδεί- 
χϑη εἷς τὰς 8 221- -οο, ὃ δὲ πολλαπλασιασμὸς καὶ ἧ διαίρεσις ἀρρή- 
τῶν παραστάσεων γίνεται, ὅπως καὶ ὃ πολλαπλασιασμὸς καὶ ἡ διαίρε- 
σις ἀλγεβρικῶν παραστάσεων : 

Πιχ. 1. Ξ΄δαβ.. ΔΥ20αβ --ἸΣΥΤοσατβε ΞΕΊ2.. Ἰθαβε:Ί2θαβ. 

2. (5. -Ἐ2ΥΤ7 Ἐ3716}}. 2Υ5. --Υξϑ΄ μ4γ35..ιογδῦ -- Ε 
Ξε2. 5: 4735. .-[6. 572 --10.4 γ35..(30γ8. 

3. (ΟΥ̓3.-ΥΖ ),(5ΥΣ..-γγ3)--Ἰ5Υ8 -ΟΥ̓Ζ᾽.. 35γ5 ..-14γς -- 
ΞεΊβ δ. -6.2--35. 3--1476 --Υ̓́Σ -Ε12--105--Υ̓͂ .-93, 


4. Ἰ2αγγδβγ : ΔΥΥΖΒ -- ΤΥ ἜΝ Ξε 3αῦϑγ. 
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ἜΣ ἄλλον ἧ ἐφαρμογὴ τῶν ἀξιοσημειώτων ταυτοτήτων μᾶς ἐπι- 
τρέπει νὰ εὕρωμεν ἀμέσως μερικὰ γινόμενα : 

Πιχ. 1. (α ἜΥΡβ7)"--ἰὐα )"ἜΖΥα . γβ -(ΥΒ)"-Ξ-α- 2 γαβ -ἘΒ. 

2. (αΞ:ΕΥ̓Β )"-ξΞα"Ἐ2αΥβ -Ἐβ. 

Αἴ: παραστάσεις 7α -ΕΥ̓Β. καὶ 7γα --ἰΒ, αἱ ὁποῖαι διαφέρουν 
κατὰ τὸ σημεῖον μιᾶς ρίζης, λέγονται συζυγεῖς. ᾿Επίσης αἱ πα- 
ραστάσεις α-ΕἾβ καὶ α--Ἰβ εἶναι συζυγεῖς. 

Τὸ γινόμενον δύο συζυγῶν παραστάσεων εἶναι : 

(γα -ΕΥ̓͂Β Χ7α --Υβ )Ξπ(7γα-- β.)»Ξξα--β 
(α- 78 Χα-- γβ ἼΞξα"--Β. 

᾿Ασκήοεις - 8239, 881, 888, 88δ, 837, 889, 842, 846, 580 
8)δ2, 857, 861, 868, 86δ, 869, 870, 874, 876, 879. 

232. Μετασχηματισμὸς τῶν παραστάσεων. ἴω β.2 γαβ. 
"Απὸ τὴν ταυτότητα (7α -Ἰβ )"ΞΞα- Εβ-2}αβ λαμβάνομεν : 


γα ε-ἰΥ̓Β -ε ἴα: β-: 5 7αβ ω 


Ἐὰν τὸ γινόμενον αβ εἶναι τέλειον τετράγω- 
γον, δυνάμεϑα νὰ τρέψωμεν τὴν παράστασιν γα Ἑ ΥΒ εἷς ἄλλην 
ἰσοδύναμον μὲ μίαν μόνον ρίζαν, ἐὰν ἐφαρμόσωμεν τὸν τύπον (1). 

Πιχ. Υ ἜΥΖΟ -ἶῦ 5.020} 2}100--Υ̓Ὲβ --3γ5. 

Υ27 --ΥῬὮ --Ξἰῷ 21.13.-. 2Υ8Γ --ΞΥ̓́ΤΣ --2Υ3. 

"Ἐὰν ὃ ἕνας ἀπὸ τοὺς ἀριϑμοὺς α καὶ β εἶναι τέλειον τετράγω- 
γον, δυνάμεϑα νὰ τοέψωμεν τὴν παράστασιν Τα Ἐβ-. 2 7γαβ εἷς ἄλ. 
λην ἰσοδύναμον, ἧ ὁποία νὰ ἔχῃ μίαν μόνον ρίζαν, ἐὰν ἐφαρμόσωμεν 
τὸν τύπον (1). 

Πιχ. Ἰ9|5::279.5 --ἘἁΥ̓ἘΥ5.--3-ΕΥ5᾽ 

γ3:Υ̓Σ -ΟΥ̓Τ 2 ΩΥ͂Σ --Υ̓Τ -Υ̓Σ --1 ΕΥ̓. 
᾿Ασκήσεις : δ80, 882. 
238. Τετραγωνικὴ ρίζα ἑνὸς μονωνύμου. Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν 


νὰ ἐξαγάγωμεν τὴν τετραγωνικὴν ρίζαν τοῦ μονωνύμου : 86α' β᾽γ5". 
Κατὰ τὴν 8 320 ϑὰ ἔχωμεν : 


ΕἼ }86α:}"γ" --- 786. γα: . γβ᾽ . γγ" ---Ε6α᾽βγ'. 
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Ὁμοίως εὑρίσκομεν 


εὐ τενεοςπῖς. 9αῖβ᾽. ΕΝ γϑατβε - 3αβ" 
ὙἹ δα γιω τος -άχγθων, ἘΠΣ ΞΈ Ὑξενς ΞῚ Ἔεγε- 


᾿Απὸ τὰ ἀνωτέρω παραδείγματα σνυνάγομεν, ὅτι : 

Διὰ νὰ ἐξαγάγωμεν τὴν τετραγωνικὴν ρίζαν ἑνὸς μονωνύμου ἐξά- 
γομεν τὴν τετραγωνικὴν ρίξαν τοῦ συντελεστοῦ του καὶ διαιροῦμεν διὰ 
2 τοὺς ἐκϑέτας ὅλων τῶν γραμμάτων του. 

Εἶναι φανερόν, ὅτι διὰ νὰ εἶναι ἕνα μονώνυμον τέλειον τετράγω- 
νον, πρέπει ὃ συντελεστής του νὰ εἶναι τέλειον τετράγωνον καὶ οἱ ἐκϑέ- 
ται ὅλων τῶν γραμμάτων του νὰ εἶναι ἄρτιοι. 

Παρατήρησις. Ὅταν ἐξάγωμεν τὴν ἀριϑμητικὴν τετραγωνικὴν 
ρίξαν μιᾶς παραστάσεως, ἣἧ ὁποία εἶναι τέλειον τετράγωνον, πρέπει νὰ 
λαμβάνωμεν τὴν τετραγωνιχὴν ρίζαν τῆς κατ᾽ ἀπόλυτον τιμήν. 


Παράδειγμα ἴον. ΥὙχλχ-[5) -- [χ] χ 5. 
Ξε --αὐχεσ, ἐὰν χίζο 
Ξε Ἐχύχηβθ, ἐὰν χρῶ. 





, χΞ {|| χΞ 

Παράδειγμα 2ον. «“--  }}» ---Ἰ («-} 
ογεπ. -στ νετ 
τ΄ ΤΧῊΝΡ ΙῈῚ ΧΗ 


διότι, διὰ νὰ εἶναι θετικὸν τὸ ὑπόρριζον χ---ΙἸ, πρέπει νὰ εἶναι χ--Τῦ ἢ 
ΧΙΊ, ὁπότε θὰ εἶναι καὶ χ-ΕἸ » 0. 


Σημ. Περὶ τῆς τετραγωνικῆς οἴζης ἑνὸς πολυωνύμου, ϑὰ κάμωμεν λόγον 
εἰς τὸ κεφάλαιον τῶν ἰδιοτήτων τῶν πολυωνύμων. 


᾿Ασκήσεις - 888, 584. 


8, Τροπὴ κλασμάτων μὲ ἄρρητον παρονομαστὴν 
εἰς ἰσοδύναμα μὲ ρητὸν παρονομαστὴν 


294. Τροπὴ κλασμάτων μὲ ἄρρητον παρονομαστὴν εἰς 
ἰσοδύναμα μὲ ρητὸν παρονομαστήν. Ὅταν ἔχωμεν ἕνα κλάσμα, 
τοῦ ὁποίου ὅ παρονομαστὴς εἶναι ἄρρητος, εἶναι προτιμότερον νὰ 
ἀντικαταστήσωμεν τὸ κλάσμα αὐτὸ μὲ ἕνα ἄλλο ἰσοδύναμον κλάσμα, 
τοῦ ὁποίου ὁ παρονομαστὴς νὰ εἶναι ρητός. 

Διακρίνομεν τὰς κάτωϑι περιπτώσεις : 


α ἐς οι ; 
71ον. Τὸ κλάσμα εἶναι τῆς μορφῆς Ἴ᾽ Εἰς τὴν περίπτω- 
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σιν αὑτὴν πολλαπλασιάζομεν καὶ τοὺς δύο ὅρους τοῦ κλάσματος ἐπὶ 
τὸν παρονομαστήν του ἴβ καὶ λαμβάνομεν 


. αβ αἵβ 


βΒ κα. β 
“Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι : 
1 1.75 γ5 





Β 6 }Ὼ85.}8. 8 
Παρατήρησις. "Ἐδείξαμεν, ὅτι - Ξε Ξ.-. “Ἢ κατὰ προ- 


σέγγισιν τιμὴ τῆς 'Ι εἶναι 1,4149188,.. Μὲ τὴν τροπὴν τοῦ ἀρρήτου 





1 
παρονομαστοῦ τοῦ κλάσματος 5 εἷς ρητόν, ἀντικαϑιστῶμεν τὸ 
1 διὰ τοῦ 1,4142185 
14τ4ϑι8 τον ΝΗ 


Παρατηροῦμεν ὅτι μία ἐπίπονος διαίρεσις, ἀντικαϑίσταται διὰ 
μιᾶς πράξεως, ἢ ὁποία ἐκτελεῖται εὐκόλως -καὶ ταχέως. 





9ον. Τὸ κλάσμα εἶναι τῆς μορφῆς -“Ξ . ἘΕἰἷς τὴν περίπτω- 
Ἰβ 
5 Ὁ 
σιν αὐτὴν πολλαπλασιάζομεν καὶ τοὺς δύο ὅρους του ἐπὶ γβ5-ὶ 
καὶ ἔχομεν 


« ει ὠρτ ὠβητ 
γβ γ᾽ .γ85τὶ οἤβ᾽. 


Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι 








3 ἜΝ 3 
 γῦι'ι.ὀ 2Υ̓5 2025 
8 - 8 ϑ τ 35 - .» 
γ5 γξ. γεν γε ᾿ 

δ ΄ δ 5 
α αΥ̓́Β» αὐ αὐ 





ῬΑσκήσεις : 885, 886, 887, 888. 
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3ον. Τὸ κλάσμα εἶναι τῆς μορφῆς ἜΕΕΕῚ ΟΞ ΒΘῸν Διὰ νὰ τρέ- 

᾿ ἴα -ἰ 8 
ψῶμεν τὸ κλάσμα αὐτὸ εἷς ἄλλο ἰσοδύναμον μὲ ρητὸν παρονομαστήν, 
πολλαπλασιάζομεν καὶ τοὺς δύο ὅρους του ἐπὶ τὴν συζυγ ἢ πα- 
ράστασιν τοῦ παρονομαστοῦ. Κατὰ ταῦτα ϑὰ ἔχωμεν : 





.᾿  μῇᾳ- 3) μ(α- 58) 
γα -Ἐὐβ (γα β γχγα.--"Β) α--β 
ἜΝ μία “1,  ΑἈἜμίγα- 676) 
γα --Ἴῷ" (γα --Κβ γγα -Εγ78} α-β 
Ὁμοίως εὑρίσκομεν : 
Σ΄. 3015. δ5(5. 75 5... .) 
Ἰ2 -ΕἼδ (γ5-ἘΥ6 02 -- 78) 9-- 8 


᾿Ασκήσεις : 889, 89]. 
4ον. Τὸ κλάσμα εἶναι τῆς μορφῆς ΒΕ Εἷς τὴν περίπτωσιν 
α 


αὑτὴν πολλαπλασιάζομεν καὶ τοὺς δύο ὅρους τον ἐπὶ τὴν συζυγῆ 
παράστασιν τοῦ παρονομαστοῦ. 

.ι ΟύΟὀσςμία-Υδὴοὴ μ(α-ΥΒῇῇᾺ} 
«ἘΥ̓β (ΕΥ̓ )α-ΥῈ) α"--β 

ι.. μία Υ̓́8}) μ(αεΥ8) 
α-Ἰ Β΄ (α-Υ̓Ρ)(.-Υ Β) α"--β 
Ὅμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι: ͵ 

4“}«1εῪπ.. 43:7 753 «4(3.2γΥ758»)͵ 4 δΕ τ 
3-2ὴὴ 5 (5--2Υ5Ἴ 5.275) κ95ϊ{πφὉ ς΄ τ|ο}2 5): 
᾿Ασκήσεις : 894, 896, 898, 900. 


Π.χ. 








- - μ 
ὅον. Τὸ κλάσμα εἶναι τῆς μορφῆς ΞΕ τὰ 
Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν γράφομεν τὸν παρονομαστὴν ὡς ἑξῆς : 
(γα -ΕΥ̓Β)Ξ ΕΥ̓ καὶ πολλαπλασιάξομεν καὶ τοὺς δύο ὅρους τοῦ 
κλάσματος ἐπὶ (1α-Κ8}--ῖγ καὶ ἔχομεν : 

μ ΕΞ μία -ΕΥΒ--Υ} ΞΕ 
γα -Ἔ Β ἩΥ [γα -ΕΥ ΒΥ Υ Πα -Ἐὐβ)-Ὑγ] 
μίγα ἘΥΒ΄- 7) μα :}78.-Ὑ7) 

(γα --78}-- α-Ἐβ--Ὑ γαβ 
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Τὸ τελευταῖον κλάσμα περιέχει ἕναν ἄρρητον ὅρον εἷς τὸν παρο- 
νομαστήν τον᾽ ἐὰν ϑεωρήσωμεν τὸ α-Ἐβ--- τ ὧς ἕνα ὅρον, πολλαπλα- 
σιάζομεν καὶ τοὺς δύο ὅρους τοῦ τελευταίου κλάσματος ἐπὶ 

| (( Ἐβ---ὐ) τ-ῶγαβ 
χαὶ ἔχομεν 
Ὁ μΡ.ὃὃς μία β- Υγ)αἘβ-γ--ογβ) 
γα  βΈνΥ [(αἘβ--Ὑ) 2 γαβ ](α-Ἐβ---Ὑ)---Ὡγαβ] 
μί(γα -ὙΒ΄--ΤΞἐἁγ γα Ἔβ--Ὑ--3γαβ) 
(α-Ἐβ---")᾽---4αβ 
᾿Ασκήσεις : 901, 908. 


βθον. Τὸ κλάσμα εἶναι τῆς μορφῆς ΚῪΚπΞε--- π- Ἵ 
γα --Υ β 
Τὸ δοϑὲν κλάσμα γράφεται 
. Ὁ Α απὶὶὦ 
τον τ 
; ᾿ς. ῦᾷὰὰ (α])-(τ) ᾿ 
" στ νον δι α--β 


2 τ Σ Ύ ΚΈΘ" 
γα --ῦῷ β α -- Υ β 
Τὸ δεύτερον κλάσμα τῆς (1) εἶναι ἕνα ἀξιοσημείωτον πηλίκον 
τῆς μορφῆς εἰ ΞΞ τὸ ὁποῖον (8 175) ἰσοῦται μὲ 
χη γχυ-"- γ Χο -ὮἘ κοῖς -Ἔγυτι, 
Κατόπιν τούτου ἦ (1) γράφεται : 
παν π᾿ 
ἃ -- 
τις Α΄ - ν ΠΡΌ ΗΚ ν φωρον ἢ ν ν ᾿ ν ν Στ αν 
«--β (γα: ἜΥΒ γαπε -ΥβΡ ᾿γαστο μος. -Ὲ γβετ} 


ἢ 





. Α΄. Ἃ 
γα. “8 





(γασθι. εΕὑβανξε. γβιανξθ 4... «εὐμηι 
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πχ-ς ἧς, ἘΕ --αΞβ -  ὔς) τ} 
γα -Υ γα-ὙῈ πιὺν 
τ ἃ--Β᾿ -ἶξ “(γς- 5.5: εὐβν ) 
1 Ὡς - δἰ ξβ Ἅ ἀφ} 8)". 
γα ἐπ γα--ὑτ' ΕΝ 


4 
Ξαῖς -(γς- ΕΥ̓βα ῳ γβῖς 4 γβτ- 5:-}. 
᾿Ασκήσεις : 904, 906. 
Α 


γα α ΕΝ β 
Εἷς τὴν περίπτωσιν αὑτὴν διαχρίνομεν δύο περιπτώσεις, καϑόσον ὃ 
δείκτης ν εἶναι ἄρτιος ἢ περιττὸς ἀριϑμός. 
Ι. ᾿Εὰν ὃ ν εἶναι ἄρτιος, γράφομεν τὸ δοϑὲν ἀλοια ὡς ἑξῆς : 


7ον. Τὸ κλάσμα εἶναι τῆς μορφῆς Καὶ Ξξ 








ἀἀνενν, α--β 
γπςενπ ατῦ γεςεν τ 

ἢ τιῦς- πεῖν Ξ) Ξὸ λας, τὰ 
' γα γ γατπγε 


Τὸ δεύτερον κλάσμα τῆς (1) εἶναι ἕνα ἀξιοσημείωτον πηλίκον 
᾿ " χ᾽ -- ν " ᾿ ν : 
τῆς μορφῆς Στν ,.ω τὸ ὁποῖον (8. 176, 11.) εἶναι ἴσον μὲ 
ΧΡ γχντ νι γεχντῦ. γεχυπ Εις ΜΝ πσγντὶ ᾿ 
Κατόπιν τούτου ἢ (1) γράφεται : 








γα “Ὁ 


Α ΞΞΞΞ 
γαςγτ 
Α Ύ τ ν Ύ ν ν ν 
παξ (γωττ. γε γωπε. πε γῶτε..  ὑρτ) 
᾿ | 
ΑΔ8Ὁ ΦῸΘΑΑ. νος ἝΝ 
γε ὺς- α-|' (1ανττ- Ὑβαντε εἼβτανττ....,. γμ5π) 
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᾿ 4 4 4 4 
Π 1 1 α-- ς (γ:)  (νπ) ΝΕ 
Χσττ - « α-- ΠΕΒΝΝ 
γα Υ γα τ Υ̓́ 
" 1 4 ΠΕ ΞΕΝ 4 πε) 
 α-β (γα. γα -ΥΒΡα --ΟΥΥν 7 
11. ᾿Κὰν ὃ ν εἶναι περιττός, γράφομεν τὸ δοϑὲν κλάσμα ὡς ἕξῆς : 
Α -ς Α α- β 
γπ.ὖν ἦγε 
᾿ ΠΑ (τ) ε08) 
; κα, πε τρ,. ω 
γα -ἰΑΟΙ 


Υν ν ν ν 
᾿Ἐπειδὴ τὸ ν εἶναι περιττὸς ἀριῶϑμός, τὸ (γ α ) -Π ( β ) 








ν Ύ 
διαιρεῖται ἀκριβῶς διὰ τοῦ γα -ΕΥ̓͂ βὶ καὶ δίδει πηλίκον : 











γαττ. Ὑμαντεεγβραντε.,  ὕβέπες εγβητ 
ἑπομένως ἦ ἰσότης (1) γράφεται : 
Α ΞΞ 
7α -ἘἰΒ 
- Α .(". ͵. . ν᾿. . 
, απ β (γωϑι -- γβα"-Ὁ Ἴ β᾽α" Ὁ “Ὡς- γβ᾽-3α Ἴ85-τὸΏ 
8 8. ,83 3 
π 1 ΝΙΝ αἰ 1 (γ:) ε(γ5) ΝΕ 
χτς Παρ ν. ν΄ αὐ ἡ ἡ 
γαὰ -Υ̓ ΒΒ γα ἜΥ γα Υ8 
ΝΙΝ Ε . ἃ ϑ 
“ ἀῈβ (ὑπ γὰρ εὐ.) 
ϑ8ον. Τὸ κλάσμα εἶναι τῆς μορφῆς Καὶ ΞΞ .-. ΄( Εἰς τὴν 
᾿ . ΤΒ 37γ 
περίπτωσιν αὑτὴν τρέπομεν τὰς δύο οἰζας εἰς ἄλλας ἰσοδυνάμους μὲ 
Α 


τὸν αὐτὸν δείκτην καὶ καταλήγομεν εἷς τὴν μορφὴν - 


18 εἸΓ΄ 


,Ψ 
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τὴν ὁποίαν γνωρίζομεν νὰ τρέπομεν εἷς ἄλλην ἰσοδύναμον μὲ ρητὸν 
᾿παρονομαστήν. 


Ἧ 1 ΝΕ τς δ α'--βὁ ὁ ὁ 
.Χ' 3. 6 δ Τ᾿ αδ--βλ" 6 δ ἰξᾷ 
γαὰ.-ΥῈ γα -Υν γα -ΥῈ 
β 6 ὃ 6 
-- γα. ) Ξε (ν Β᾽ ) 
; δ. γα - ὑξν 


“ΠΡ β ὁ Ξ ξ 6 δ 
Γ΄ ἀρξβ'΄ (ναι εὙβατ εΥ̓ρμα ΕΥ̓Ρας ΕΥ̓ρα 4Ὑ8:} 
᾿Ασκήσεις . 907, 908, 909. 


4. Δυνάμεις μὲ ἐκϑέτας κλασματικοὺς 


235 ᾿Εκϑέται κλασματικοί. Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ ἐξαγάγω- 
μὲν τὴν νιοστὴν ρίζαν τοῦ α", δηλαδὴ ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν τὴν 


ν 
ἤα 4) 
᾿Ἐὰν ὑποϑέσωμεν, ὅτι ὃ ἐκϑέτης μ εἶναι διαιρετὸς διὰ τοῦ δείκτου 
ν, δηλ. ξὰν εἶναι μξεενο (2) 


ἡ (1) γράφεται 
γι. - . Υ πὸ Ν 
γ αῇ τπΞὸοΘ γα ΞΞΞ: ( αὖ Ξξξεει αϑ (3) 
᾿Απὸ τὴν ἰσότητα (2) λαμβάνομεν ρ-ξ ταὶ Αν ἀντικαταστήσω- 


μεν εἷς τὴν ἰσότητα (8) τὸν ἐκϑέτην ο μὲ τὸ ἴσον του πο ἔχομεν 


Ὁ ΡΘΈΡΕΝΕ μ 
γα» ππαῦ 


5 Ἁ ν Ὶ φ- ’ μἼ 
Ἐὰν ὃ ἐκϑέτης μ δὲν εἶναι διαιρετὸς διὰ τοῦ δείκτου ν, τὸ σα 


μ 
εἶναι ἕνα κλάσμα καὶ ἑπομένως τὸ σύμβολον αὙ δὲν ἔχει καμμίαν ἔν- 
νοιαν (κατὰ τὸν ὁρισμὸν τῶν δυνάμεων). 

Ἔν τούτοις, πρὸς τὸν σκοπὸν τῆς γενικεύσεως, παρα δεχ ήό- 
μεϑα, ὅτι, οἱοιδήποτε καὶ ἂν εἶναι οἵ ἀκέραιοι 


μ 
καὶ ϑετικοὶ ἀριϑμοὶ μ καὶ ν, τὸ σύμβολον αὖ 
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ν 
ἔχει τὴν αὐτὴν τιμὴν μὲ τὴν ρίζαν γα», δηλ. 
ἐξ δρισμοῦ εἶναι 














ἙπΩ, ΨΟΣ ἘΣ ΕΩΥ ἜΕΞ Στ 
Π.χ. αὐ -εΥ΄αρ;, αϑ --Ία, γαῖ --αὐ, 
ΒΕ: 
2906. Παρατήρησις. Ἢ ποσότης αΓ δὲν ἀλλάσσει τιμήν, ἄν 


᾿ μ 
ἀντικαταστήσωμεν τὸ κλάσμα τ μὲ ἕνα χλάσμα ἴσον πρὸς αὖτό. 


Δηλ. ξὰν εἶναι Ἐπ ϑὰ εἶναι πάντοτε 
εἰς - οὐὰν 
αὖ Ξεαῖ (4) 
Πράγματι, ἐξ δρισμοῦ, ἢ ἰσότης (1) δύναται νὰ γραφῇ 
ν ν' 


Τρέπομεν τὰς δύο αὐτὰς ρίζας εἷς ἄλλας ἰσοδυνάμους καὶ ἔχομεν 





ψν΄ νν΄ 
Υ αὐ" - αὐὖ ' (2) 
Ἧ: μ΄ Α ΝῚ ΄ ᾿ 
Ἐπειδή, ἐξ ὑποϑέσεως, εἶναι ἘΡΩΤΕΞ τς ϑὰ εἶναι καὶ μν΄ξξμν. 
ν ν 


Ἐπειδὴ μνίΞξεμν ἢ ἰσότης (2) ὑφίσταται καὶ ἑπομένως ὑφίσταται 
καὶ ἢ (1). 

13 8 
αἰδτεαϑ. 


ὖ ΕΝ 

Π.χ. “ὉΠ αἵθ Ξξξαὰ 3 

Κατὰ τὰ ἀνωτέρω ἧ ἁπλοποίησις τῶν ριζῶν γίνεται ἁπλούστε- 
ρον, ἂν χοησιμοποιήσωμεν τοὺς κλασματικοὺς ἐκϑέτας. 

12 8 3 8 

Π. χ. γα --Ο'ἷξ --αὐϑ -- γαῖ. 

237. ᾿Ιδιότητες τῶν δυνάμεων μὲ ἐκϑέτας κλασματικούς. 
Αἴ ἰδιότητες τῶν δυνάμεων μὲ ἐκϑέτας ἀκεραίους (8 91---99) ἰσχύουν 
καὶ διὰ τὰς δυνάμεις μὲ ἐκϑέτας χλασματικούς. 

ον. Θὰ δείξωμεν, ὅτι : 


100 δυνάμεις μὲ ἐκϑέτας πλασματικποὺς 


θεῖν ἔχομεν : 


Ἀ Ν πο Στ ν λν λν ἂν 
α.ἃ ΤΣ ὕᾳ Ξο ἡ αὐν .Ὑ αμλ --- γα. αμὰ Ξεῦ αἰντμλ Ξεοε 
πνμλ μ 


πξεαὰ ἂν Ξξ α 


2ον. Θὰ δείξωμεν, ὅτι : 
πεῖ οτος τς δ ἐς ΟΣ ν τοῖς 


Ἀμ 
ἘΣ ἜΣ Ξεαν 
Πραγματι, ἔχομεν : 


( ΞΞ γ(.2})" .- ἴύ-- (,.π-} τ ἘΞ αὖ ΞΞ Ἰπὶ αἹ τὸ ἀν, 


8ον. Θὰ δείξωμεν, ὅτι : 











Πράγματι, ἔχομεν : 

















.μ ν ν ν ν ν ." μ -“ 
(αβγ) " --- γ(αβγ)» τ γαμ ββγμ ---γακ γε. .7γυ--αν β' «Ὑὺ, 
4ον. Θὰ δείξωμεν, ὅτι : 
ξεττ στ ς- τ 
7 
-- ΕΝ 
α ᾿ς Κ 
Ξξεα ῦ ὑ" ἐὰν -- αν -ςς 
-"- λ'"΄ ὺν 
α ν 
Πράγματι, ἔχομεν : 
κ λ λν λν 
κῷ ΤΑΝ, ἩΡΈΈΕΡΑ λν κν΄--μλ κ μ 
α - - Τα: τοῖον ΝΕ ᾿Ξ Ξ-- αν μὰ εξ α λν -εοαῦῖλν 
." ἌΝΕΜΟΝ Υ̓ΘΕΙΗΡΕΣ μ. 
αὖ γα» Τα" ᾿ 
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Πραγματι, ἔχομεν : 
() " Ὸ)} -ἰξ. -ἰ 
᾿ δ Ἰμ μ᾿ 
᾿Ασκήσεις : 950, 95], 984, 966, 958, 960. 








δ. Δυνάμεις μὲ ἐκϑέτας ἀρνητικοὺς 


238. ᾿Εκϑέται ἀρνητικοί. ᾿Εδείξαμεν (8 2817) ὅτι, ἐὰν οἵ 
μ καὶ ν εἶναι ϑετικοὶ ἀριϑμοί, ἀκέραιοι ἢ κλασματικοῖ, τότε : 








« .»Κν α" 

Ἐὰν μῶν, ϑὰ ἔχωμεν μ- τες αὐ (1) 
ΠΑ ν κα α" 

Ἐὰν μ---νΞξΌ, ϑὰ ἔχωμεν τε αἰξξὶ 


᾿ΕἘὰν μ--ν(Ο0, τὸ σύμβολον αἰ" δὲν ἔχει καμμίαν ἔννοιαν. 
᾿Ἐὰν ὅμως ϑέσωμεν μ---νΞ---ο, ϑὰ εἶναι νΞεμ- Ὁ. 
᾿Ἐὰν εἷς τὴν ἰσότητα (1) ἄντικαταστήσωμεν τὸν ἐκϑέτην μ---ν 
μὲ τὸ ἴσον του ---ο, ϑὰ ἔχωμεν 
α 
- 8: . (2) 
α" 








᾿Ἐὰν πάλιν εἷς τὸ ππλίκον ἀντικαταστήσωμεν τὸν ἐχϑέτην 


ν μὲ τὸ ἴσον του μ-Γο, ϑὰ ἔχωμεν 











μ μ μ : 
ὉΗΕΒΕΊΝ, ΡΥΒΟΝΣΝ ΟΣ. (8) 
αὖ αβτο α" . αϑ αϑ 
᾿Απὸ τὰς ἰσότητας (2) καὶ (8) συνάγομεν, ὅτι : 
1 : 
α΄ --Ξ π (4) 
α 


Παρατηροῦμεν, ὅτι ὅ ὁρισμὸς τῶν δυνάμεων μὲ ἐκϑέτας ἄκε- 
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ραίους ἀρνητικοὺς (8. 98, 23ον) ἐπεκτείνεται καὶ ἐπὶ τῶν δυνάμεων μὲ 
ἐκϑέτας τυχόντας ἀριϑμοὺς ϑετικοὺς ἢ ἀρνητικούς, ἀκεραίους ἢ κλα- 
σματικούς. 





2 
- πὸ ΕῈ ΡΞ τ 
Π.χ. θὰ εἶναι : 3 ΞΞ' τς πἰπΞ 8: 
5.8 γ5: 
᾿Ασκήσεις : 967, 971, 978. 
᾿Ασκήσεις 
᾿Ιδιότητες ριζῶν : | 
Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι ρίζαι : (916). 
8 4 δ 
778. 1. γὼ 3. γ: 8. γα" 4. γμῖ᾽ 


: 3 3 4 Ξεων ες, 

779. 1. Ὑϑαῦβε 2: Ὑανβθγ 8. Ὑδηαβης 4. Υ᾽θαιβ'γε. 

Νὰ τραποῦν αἱ χάτωϑι ρίξαι εἷς ἄλλας ἰσοδυνάμους μὲ τὸν αὐτὸν δεί- 
χτὴν: (916), 

8 


ἐϑοςς, πάν. τὸν Τὰς: δ 
α, 7. 2, γαβ, γαβ», γγι: 


᾿ 3 6 ν 
᾿:781..1. Υχν, γϑχγ, γθχν 8. 78α, γαξρ, γι τ ν». 


7800.1. Υκα, 


3 

792. (911. Ποία ἀπὸ τὰς παραστάσεις Υἱῦ, Υδ εἶναι μεγαλυτέρα; 

Ἑὶς τὰς κάτωϑι ροίξας νὰ τεϑοῦν ἐκτὸς ριζικοῦ ὅλοι οἱ δυνατοὶ παράγοντες τοῦ 
ὑποροίζου. (918). 


788. 1, γδά 2, γ85 8, γὺ4 4, γξῶῦ 


8 3 
784. 1. ΥἹῦβαβ 2, Υἱβῦσ: 8, γϑαῦβγι 4. ΥὉ βδαῦβιγ8 
Εἰς τὰς κάτωϑι ρίζας νὰ τεϑοῦν ἐκτὸς ριξικοῦ ὅλοι οἱ δυνατοὶ παράγοντες 
τοῦ ὑπορρίζου. (919) ᾿ 
785. 1. 7 4π5β".--τῆκαῦβε 8. Ὑ βαιβε--᾿θα:80 8, για»-4αβ--4β᾽)» 
786. 1. Ὑια»Ξ β)»-μ4α:β» 8. γ- 8. Υ8α"- δαβ-8β» 
787. 1. γδο(α»-ἡχ- 9) ϑ γαξμ νβεμνγμ εν 8, γΥ ΞΕ α»β-Ἐαβ: 


8 
788. 1, Ὑάα5β5-- δραυβ- 8δαβι 2, γα. -αὐ- 1 8, για Ξβ Ια Εβ"-9αβ). 
Εἰς τὰς κάτωϑι παραστάσεις, ὁ πρὸ τοῦ ριζικοῦ παράγων νὰ εἰσαχϑῇ καταλ- 
λήλως ἐντὸς αὐτοῦ καὶ νὰ γίνῃ ἁπλοποίησις. (920). 
789.1. δΥ8 2. 876 8, 4ΥἝ 4. γα 


790. 1. -ΟΧΥθχ 2, - δ β 8, αὐαβ 4. (χρυ) δα. 


Ἑὶς τὰς κάτωϑι παραστάσεις, ὁ πρὸ τοῦ οιξικοῦ παράγων νὰ εἰσαχϑῇ καταλ- 
λήλως ἐντὸς αὐτοῦ καὶ νὰ γίνῃ ἁπλοποίησις. (991). 
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ὑ ΠΕΡ 
χφίι τ. -ἢ γ8 9, - γὰῖξδ 8, -Ξ ΥΣ 
8 Ε] Υ Χ ᾿ 
α͵β γ α-τβ «Ἐβ 1[α΄:Ἐβ'--ϑαβ 
7921. --ς  - ἡ--Ξετ- Φ. --ὐἰ |-π--:----ς.--- 
ὃ 1 αῈβ α-β᾽ Πα 
1 χ γ ἘΞ ὁ 9. ΤΥ Ϊ- 5 ᾿ 
ΧΈΑα 4χ3 ΧῈΡΣ χ᾽ --χυ-Ἐν" 
Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις καὶ νὰ γίνουν αἱ δυναταὶ ἁπλοποιή- 
σεις. (922). 
τς, Ἐς ϑι δ΄. - ὃ 
794.1. Υἱδ ΟΥ α, Υἱθ᾽. γ8 8, Υ.. γδ4 
ἃ Ἂς. οὐ ϑι 
795. 1. Υϑωῦβ Υθαβ: 9, Υδ΄. Υἱδῦ 
8 . 4 
796. 1. χ γγω : γωΐχϑω 9, Υδ ΟΥἵ οΥγὅ. 
Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωθϑι πράξεις καὶ νὰ γίνουν αἱ δυναταὶ ἁπλοποιή- 
σεις. (928), 
ΓΕΞΕΣ ΙΞ- Ἶ 1 ΠΕ ΤΗΝ ΕΞ 
797. 1, Σ] τ αν 5. 7 Ξαβι-ρι. ἢ δαῖβε - 
Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἵ κάτωϑι πράξεις καὶ νὰ γίνουν αἷ δυναταὶ ἁπλοποιή- 
σεις. (924). 
τα ν ΤΣ. ϑ 8ὃϑῷο. ΓΝ 
798. 1. ΥἹΣ ΟΥ8 9, ΥΒΓ -Υ ἃ, Ὑδ48 .Υ8 
8 8 8 3 
799. 1, γὙδέχε -Υἦκ ὃ, δΥδῦ .Υὦ 8, ΥΤἹΟΟΟ.. γϑτὅ 


4 
800. 1. Υγὅξ :Υ8θ᾽ 


8 4 
9. γα: -ΓΘΥἁΥ̓́ὰ. 


Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις καὶ νὰ γίνουν αἱ δυναταὶ ἁπλοποιή- 


σεις. (925), 
ΑΥ̓͂ οδβόγο, 


1, ΞΞΞΕΞ τ  - 
γ᾽δαβῆγ' 


γε» --χΡ) 


802. 1. -΄΄ἷἕ,͵ “- - 
Ω γ ὄχιχ- Ὁ") 


γαῖχ. δαῦχο-Ε χ᾽ 


805. 1. π-Ξἷ  ᾿-. 
: γα β--ϑαβχ-Έβχ' 


ὃ. 
γαῖρι. γα: 
8 -----.-.... 
γα}β" 
ἄτε τ 
γὙχϑχτς 
χ 
Ὑχάχ- 3 
γα --αὐχ--α' χ᾽ μαῖχ 


7ω-Πϑαχ- Ἐχ’ 


Νὰ ἐχτελεσϑοῦν αἱ κάτωθϑι πράξεις καὶ νὰ γίνουν αἱ δυναταὶ ἁπλοποιή- 


σεις. (926), 


804. 1. γΞ ΥΣ 9. ΥΞ .0Ὑ5. 


"Δλγεβρα--Π' Γ΄. ἸΤόγκα Τόμος Α 





ὅΤ1ᾳ βα5, 
ὃ: ἘΠῚ 8 
7 
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. Ἢ ἢ 4 ᾿ 4 
3 τῶ Ἐπππ ΠΕΡΤΗ 4 ππτ-- 
805. 1. γα. 72 8. γΞ. ΞΟ 5. Ὑὅδα Ἴ 
α α 
Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις καὶ νὰ γίνουν αἱ δυναταὶ ἁπλοποιή- 
σεις : (927). 
ὃ 8 δ 
806.}1. (γ--) 8, (γ-) 8, (7:}- 
4 8 8 3 
807. 1. (γ;) ῳ, (γα) 


Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (998). 
4 





ἐβρ τ ποορουτις --. ..». δ. 
808. 1. γγ-- 8, γ- 8, ἤγες 4, Υγ.:- : 


Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν .αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (999), 


809. 1. ἘΕΕΕΞΕΣΞ 8, Ἰωΐαγιτε 





810. ων φιχι.. }19χ5.. γόχι 


Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (980), 
4 
ἜΣ ἘΠῚ 
8111. αὖ αΥοΣ Ὡ, ωἿ αΥ̓͂σΣ 
3 : δ 


ὅ 8 
812. 1. γ.} ΥΥ̓χο ὡ, Υὰ Ἰνομ μεν" 





Πράξεις ἐπὶ τῶν ἀρρήτων παραστάσεων : 


Νὰ ἐκτελεσθοῦν καὶ νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (851), 


818. 8} 8 --ἴῬΨ 8. -Ε9772 ---Ἰογδο᾽ 
814. 2734. -87δ4 .-- γ71δ0 

815. γ4δα -- ὕδῦαλ -Ἴδα. 

816. Ἰ4δα5β-Ε 113668β.--ὙΒβθαρβ. 


Νὰ ἐκτελεσθοῦν καὶ νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι πρόξεις : (982). 
“7. δ}{3- 8 γι οτ- ]}Ὁ 
δ(. 3115 « ΕΠ ἼΠΣ ἡ εἧς 51: 


819. 818 --. , ΕΒῚ -,8 --937182 
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822. ΣΙ ΕΙ γΥΣ Ῥ 7: 


Νὰ ἐκτελεσϑοῦν καὶ νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἵ κάτωϑι πράξεις : (988). 











8 8 8 
823. 7568 -ἰ 7189 - γ{18 
8 8 
824. 7β8αλία-β)}"--- ἀαβ δ" α-Ἐβ[ 
8 3 3 
825. 5168 - 7 8αιβχ9 -- δ᾽ αβχϑ 
ὃ 3 δ 6 
826. 11 -- δ: -Ἴ1216-} 7196. 
Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (984). 
᾿ 8 8 
ολβ᾽ ον ἊΝ χϑβ᾽-ἘΧῪ 
827. γ' β᾽ γ ῃ: 
ι-ςὌὃὉὃ ὃ ὃ ὃ ΦτἕῬϑῬἩαἩ 9 πο πα, τ ΝῸ 
αἴχ--οὐβ α'χ--αδἴβ 
828. γ χ᾽ Ὃ Υ χ᾽ 
3Ξ;. 3ϑες 3: ς, 3 «. 3... 
829. 275β8---8.᾽784β- δα 7 Ὁβ- 3." } 1208: -Ε8α"}}2 78. 


Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωθϑι πράξεις : (988). 
8301. ((8 -10’ςὠὩὴ)" 2. ((8 --2} 8. (72 -5)" 
831. 1. (1τ--78}" 9, (172 -)Ἴ 5)" .8. (8 --7.2}" 
832.1. (78 -316}" 2. (78 --478}". 


Νὰ ἐκτελεσδοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (986), 


883. 1. (7χ-8 -"5)᾽, 9, (1--7.:8 }", 
834. 1. (7,κ-ΞΙ -7χ-Ἐ 1}", ω, (}8χ- --γ8χ-- )", 
835. 1. (2γχ --5)χῈ1)}", ς, (8 7χκ 5 --ο͵χ--Ὁ })". 


Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (98). 
83. (Υβ |κ4-βμ }᾿ 
857. γὸϑ α 157): 73} 78 ΘἘῚ 5} 


858. [ π- ᾿ Ι--- 


ὁ. [71 ὐτῶξρ) ε||τ α γαξμ) Ϊ 


Νὰ ἐκτελεσδοῦν αἵ κάτωϑι πράξεις : (983). 
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840... {ὰ Ἤ ΒΤ) Κ8. ὅπ. 87} 
841. 1. (27 --871. 2} 92. ([ ὃ αἰ 5 --8 γ.6}". 
Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (989). 
- ΕΘΝ 3Ξ,. ι. ΝΣ 3 
842. 1. ([απϑ- 1855" 2. ({7μΡ--ν -- 7ΧμἘ }}}". 
Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (940). 
845. 1, (10 {})({6 --Υ) 3. (1--27 δ)(τ--02 78} 
844. 1. (6 Χ1.-27 8(6 71 --378} 2, (21 78-ΕΥ.}})(21{8--Ἰ 1) 
845. 1. (6 78)(6--78} 2, (8 713 -6)(8 118 --θ). 
Νὰ ἐχτελεσϑοῦν αἵ κάτωϑι πράξεις : (941). 
84. (τ Υγ), τ -- Υυ) 
847. (1 «ἘΠΡ - 1 «-- Β}({ «ΞἘΡ --Ἰ α-ΞΒ}} 
848. (Ἐκ 1158 -Ἐχη)ίι--κ 758 -Ἐχἢ) 
“. (τε τ ὁ) ες -Ἴ Ὁ -6) 
Νὰ ἐκτελεσϑοῦν οἱ κάτωθϑι πράξεις : (9.2). 
850. 72.718. .γ2ώ..γ5 
851. κεν αν. ἤχον-- γὲαν 
852. χε υ. εχ. Υν 
κι 














3 
858:. Ἰαα.7ωξκβ' .Ἰα α 4] ὦ -β᾿ 


3 3 
854. μή - ὑμτνο μγμ Εγμκν, 
Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (948). 
855. 1. ({ -Ἰ 8)({8 -͵Κ56) 2. (6 115-278 ){1 γ19 --9 78} 
856. 1. (8-[8}1)(6---2 71} ἢ, (678 --3716}(8 718 ---4) 
857. 1. (72 - δ)(2.7 -- 757 3. ὁ 7Σ10-} 67(2 Υ 6 --Υ1ὸ}. 
Νὰ ἐκχτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (944). 


858. 1. (γα -Υ̓ β)(27α --Υ8} 29. («Ἐ7χ7(β--Υ} 


“νι ΟΥ̓Σ ] Σ)ΟΥΞ -.}11) 


Νὰ ἐκχτελεσθϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (945). 


860. ( ΡῚ πο ΞΈΠ50 ἘΠ): ΤΊ ΟῚ 

861. (τ τ Ἤϊπε.- ἡ. τ 8 

862. (878-70 -- 7} {{Π2 --2}50 -- 878} 
863. (1 --Α͂ Β -- 7) 1 α -ἘΤΠ Β -Ἰ Υ). 
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Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (946). 


864. τα νῷ ὰ 


865. γ}- αὖ ΕΞ οὐ τ αϑ Ἴγα 

866. (- γ..-:- χΧ᾿---αἢ ΒΞ η ἘΞ τσ. γγ:Ξ. 
Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (941). 

867. (Υχτεχν -Ἐα-- χν Γχυ τ ν" ἘΠ 

868. {{ἀα Υ̓ΒΡ Ἰ(7αβ --Ἴχν )(α--»)7βχ -- (β--χ) αν 

869. (1α :Ρ -Ἰν ,({α -ΥΒ --Ἰγ)1α --Ἰ-Ὁ Υγ){{α --7Ἴ --Κῷο} 




















870. . αἀὐβὸ'͵᾿͵ βγΈγαξαβ 
πρῶ τατον θεν ἦτο θη Ὁ 
α β Υ̓ βγ αὐ αἂβ 
Νὰ γίνουν αἱ κάτωϑι διαιρέσεις : (948). 
871. (ΒΥ14-- οΥ̓δ8 -4Υ38 --ἸΟΥ Τ) : Υ1 


3 4 
872. (ὩΥ8-ἸΥΤΖ -ΕΥ̓ 2) : ΟΥ̓ 
878. (4 Υἱ ---2γ148 --9Υ 8 -3) : ΥγὅΤ᾽ 


4 
874. (Υ85 -ἜΥ̓ΤΟ -ΕΥ̓4) :Υ8. 
Νὰ γίνουν αἵ κάτωϑι ᾿ἀαρεσε: ὍΘ), 





878. π- ἘΠ --ϑαβ᾽γ γὙαβν τὐορῦ ): γα 
876. [(κ-  Ύ χ-Εν --(α-- ν)γ κυ τ" ΕΧΥΥ͂ ΧΥ ἘΧΥ" ΧΎΧΥ" 1: γχεν ΧΈΥ. 
Νὰ γίνουν αἵ κάτωϑι διαιρέσεις : (950). 
877. (ΒΥΒ --ΕΥ̓Β): (8 --Ἰ 8} 
878. (χ Υχ τυ ῦύῦζςχ --) -(6Υχ --ἢ) 
«͵,͵᾿. ΠΝ 13 τς ας 
879. (α"--ΦΥαϑβ' --α' γαῖβ᾽ὴ -ὩΒΥ 8): (γα --Υ̓͂β]. 


Νὰ γίνουν αἱ κάτωθϑι διαιρέσεις : (961). 








απ ρα ; αἜβ--Ύ 
880. 1. -πτος---. Ἔ Ὑςτε -τ- 
δὲ ΕΥ̓) ΕΥ̓ Υ 5 
᾿ Πρ Υ Θ᾽) Υ̓Β)Υ 


Νὰ ἐκτελασϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (952), 
8718 --[12 - γ50 


885. Ἔγ1Ε ΞΟΠ Ὁ πὸ 
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1 1 

883 (τταα Ἔ πτν ᾿ ( Ῥ ἜΞΞ 

βπτη- β"--Ἰ 
884. ἜΣΤΗ ΕΞ ( ΒΞΡ ΕΞΙ 

Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἴ κάτωϑι πράξεις : (958). 
885 ἐστ Υ̓ΡΊ ς τοὶ εν" 
᾿ 1 1 Ι Ὶ 
αν ἣν Τ γα ὁ υβ 


4 4 , 
ὁ. ΟὙΣΈΤΤ .γἼ͵Ρ ἜΓΤ): 5 γ τ. [57 17). 
Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἵ χάτωϑι παραστάσεις : (954). 
887.1. 185 Ε΄ ὃ ἐμμδ 8. 780 εΕΥ΄ῷὸ 
888ι1. θμ δ «φὙπε:|Ὶ]Ὲ: 8, 729: γ720 
889.1. 85 -ᾧ, 4. δι 1δε. 


Νὰ ἐξαχϑῇ ἢ τετραγωνικὴ ρίζα τῶν κάτωϑι μονωνύμων : (908). 
890. 1. 8θα᾽βγΡνλ᾽ 23. 121αβγ δ. [ὈχιγωΣ 4. 144α5β᾽γ". 


Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (956). 
81α᾽βὲ θα βό. ϑχὙ" γι αὐβέγ 
ϑϑῖουι, γ Ἰόχ τ γ θγιχε. ἢ ἡ δήαι!β' “ Υ Ιδαίγι᾽ 
Ἰροπὴ κλασμάτων μὲ ἄρρητον παρονομαστὴν εἰς ἰσοδύναμα μὲ ρητὸν 
σαρονομαστήν: 





Νὰ τραποῦν τὰ κάτωϑι κλάσματα εἰς ἄλλα ἰσοδύναμα μὲ ρητὸν παρονομα- 














στήν: (9667). 
1 δ Ἰ 
892. 1. Ξ-- ὃ, -ῖςς:- ὃ, Ξ-Ξ 
713 72 71 
α Χ. α 
893. 1. --- ὡ, -- 8. -Ξ--Ξ-. 
7« ΕῚ ΕἸΣ 75 


Νὰ τραποῦν τὰ κάτωϑι κλάσματα εἰς ἄλλα ἰσοδύναμα μὲ ρητὸν παρονομα- 
στήν : (907). 








4 
1 714 1 
894.1. -τ-- ἜΝ, τῶν 8. ------ 
γα: γ8 γ0,008 
[ δ΄ 
ἔνε , 3551. ᾧ τὔπὶς, 
19 716 


Νὰ τραποῦν τὰ κάτωθϑι κλάσματα εἰς ἄλλα ἰσοδύναμα μὲ ρητὸν παρονομα- 
στήν : (968). 
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1 Χ--Ὑ 
896. 1. Ξ-- ---ΞΞΞ ῷ -ΞΞ- 
ΟΥ̓ 8 ἘΠῚ Υχ-ν 
γ ἘΥΣ γα 
897. 1. Ξ-- Ξ--- 2 ε- πεν -, -- 
178. --Τ ἢ ΠΡ ΤΥ 
8 Τα 4 
898. 1. -σΠπξξτι. - ιξες ΡᾺ π---- ,-τ-- 
2{{6 --ΥὮ Ὁ) Τὰ -Τῦ 
99... 5:38 ., ΟΣ εκ 
578 -8}. ἡκ Υν 
Νὰ τραποῦν τὰ κάτωϑι κλάσματα εἰς ἄλλα ᾿ἰἰσοδύναμα μὲ ρητὸν παρονομα" 
στήν: (989). 
βεγ7 α 
ΦΌΟ. 1. 9, -ἀὀ-ς-.--- 
1-}}2 1 -- 
. 9 γα 
ΦΟΊ. 1  ----- 2, ------ 
γὺ-. βΈΤΥ 
6 7{τϑ --1 
Φ02.1.  ---ο--- 2. --ς-ςς--- 
γ18 -- 1-ῈΕ} 
φῦ. 1. ΤΥ͂Σ . α-ῖθ 
83--ἸΓ2 «ἜὉ 
Νὰ τραποῦν τὰ κάτωϑι κλάσματα εἰς ἄλλα ἰσοδύναμα μὲ ρητὸν παρονομα- 
στήν : (960). - 
αῖχ ἀαξα αβ 
οὐ 4. 1. --..---Ξ- Ξ--ἑ""᾿΄΄ -[ΞΞΞΞΕΞΙΙ͂Σ ῷ, στ Ξοο:. Ο οὺυὃςπς  --ὖὦ 
Ἰαΐχ -- 7α--α 185 --Ἴαβ' 
φο5ι. 15-β ,. αΈγ1- αὐ 
αὐ --ΒΙ7Γ α 1-α-- ΓΞ α: 
οι ἸδόρΓα, .. -- Ὁ 
Τὰ τ ἀἘβΈΤα"-Ἐβ- 
»ογ. ΞΡ -Ἰαεβ ς πῆεχει ἘἸΚΕ στ ὶ 
ὙΠ ΞΡΡ ΙΕ  Ὺ ἹΧΓΈΧΕΙ. Ἰχτεχττ΄ 
Νὰ τραποῦν τὰ κάτωϑι κλάσματα εἰς ἄλλα ἰσοδύναμα μὲ ρητὸν παρονομα- 
στήν : (961). 
ιῖ 730 
[2 ἘΠ᾿ ὃ --Τῦ 76 -Ἰ ὁ 
8141 8 
φι. -ῶξτΞ - -τ ξοτ - Ξε. 
Γ6 ΤῚΣ -ἰτῦ 


Νὰ τραποῦν τὰ κάτωϑι κλάσματα εἰς ἄλλα ἰσοδύναμα μὲ ρητὸν παρονομα- 
στήν : (962). 





ΡῚ 1 
πὰ ἘΞ με το ταο 
15.-.--γ8 15--Ξλ 
1 
ιν πο 
[5 {2 
Νὰ τραποῦν τὰ κάτωθι κλάσματα εἰς ἄλλα ἰσοδύναμα μὲ ρητὸν παρονομα" 
τήν : (968). 
Φ14. 1, : τς το πριν 
8:07 ἃ 8 γ᾽ 
Ὶ 1 
να ον ποτόν ὥς πεν 
1{8-.--7.3 17 --ἰ 
Νὰ τραποῦν τὰ κάτωϑι κλάσματα εἰς ἄλλα ἰσοδύναμα μὲ ρητὸν παρονομα- 
στήν: (964). 
δι2.}1: ..5ς. 1 -. 8 ἱ 
ον: ἀπ Ὁ δϑ ᾿ 31 τὸ τ 8 τ 
ΓαΈΤΡΈΤΥ ΤΣ ἘὙΓΘΈΕΤΙ 
1 
ΦΊ17. πε τ’ 
172-|5.- ῦ 


Πράξεις ἐπὶ τῶν ριζῶν : 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ κάτωϑι ἀϑροίσματα : (982) 


Φ18. γὰβ -Ἡ πιῆ 


ΦΊ9. γα--χ ἜτγεςΞ--- 


9:0. ἸΛΗ͂Σ ΕἸΣ, 





γε. α--Ὗ α᾽--β᾽ 

921. 36:1 ΘἼΞΡΕ ως 

α--Ἴ αν» ΕΥ̓ α"-Ξ [5 
ΥιῈχ γι--χ 


922. 





γιχ τῖςχ Ὑιξχ. γι- 


δὲς. γ3 τ. {|| υ. -Υ 
5--Υ̓Τ 5 τ 
Νὰ ἐκχτελεσθϑσῦν αἱ κάτωϑι πράξεις καὶ νά γίνουν αἱ δυναταὶ ἁπλοποιή- 
σεις : (984), 


924. 7: -Τὐ ΚΣ 
ΧῸΥ ΧΥ 
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γτ ν9 γ1--ὶ 2 
15 γι--χ: γι χ: γγτχι. 
γο- κα. --γῶσ- ᾿9 
26. σΈΥα α οα"--Χ 
᾿ α-- α5-- τ: αἰ Υ̓́ ας χ: 
927 χ ῦχη--ἰ χ- ΥΚΥχι 1 


χ--Υχι- 1 - χ Υ;". ᾿ 
Νὰ ἐκχτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (988). 
ΒΥ 2 ΑΥ 8 Φ γ᾽ 
, γθηγε Ὑθηγ ΠΥ ΠΗ, 
,» (ἸἘΞΣῚ (᾿Ξ τ ῦ 
γχ -γν γΥΣ.Υ Υ 
Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (989). 


930. γε. γεν  .,9-Υ 


951. γε γΥ 5 ΝΝ 9 σ τὴς: Ν. τς 
952. (α -Υϑ5᾽ γα --Υ̓ Β)(«Ἐβ) 
φ 55. (π -ΥὔὄὃῬ -- ὖῖὺντν γα --ἰΒ --ΚΥ̓Τ). 
Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (990). 
φ 34. Ὑ Υϑ -ΥὙ8 Ἀγ --Υ8 -Υ δ) --Υ .}} 
φ35. [χἘχίΥ 5}. (8- 2 Υ χ }}|[χ-πἰχ(- -Α 5 ).(8--Υ χ}} - 
936 ( γα ἜΥΧΤΙ " γα--Ἰ --Ἴατι. ) -- 1." ἢ 
: γαῖ -- αὶ γὰα-Ἰ -ὐαξι ΟΥ̓́α".-Ἰ 
Νά ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (987). 
χε--ϑχ- -{{χ᾽- ὐχ᾽- ἃ 
χι- -8χ.9-} (χΡ--ὐχἕ- - 
χ'--χ- 9:1|χ-- 7 χϑ--ᾷ 
χἜσχ- 9-{χ γχη--ἀ : 


Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι πσραστάσεις : (988). 


928. 














957. 


938. 


ἡ Ξε ϑθς 
989, - ᾿ ᾿ῈΣ 
Ὲ γι-- τ: 
ΥΣ ὙΕΞ 
940. ΒΞΞΞ ΜῈΣ 
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Νὰ ὑπολογισϑῇ ἡ τιμὴ τῶν κάτωϑι παραστάσεων : (996). 











941. γΥ -- χορ γὸς.- ΕΝ γττῖς ᾿ς ἐὰν χε- ΕΝ 
δι. τ Ὑ88ε ς- τὸς ἕω ὠξ τ 

1 Υ Σ 1- Υ̓́Γ χ 4 

Νὰ ὑπολογισϑῇ ἧ τιμὴ τῶν κάτωϑι Ἐποθθτον ον, (991). 

φ43. χα ΉΒΒ).. ἐὰν χ-- ἡπτύπτες αὐ ἢ» ας τ τα ὩΣ ΓρΡ 
944. Ἔσο, ἐὰν χιαὩΥ 

χ' Ἐαχ-  β : Ἐς ΥῈΞΕ 
Φ45͵ ΡΕΡΣΕΥ’ ἐὰν χε- ΞΕ 

8 ὃ 

946. χϑγϑχ, ἐδν κι -- ΥΥ̓ --Ἰ 
φ47. χϑλχοκ, ἐὰν 














ΠΗ ἰ πθπε χα: 


Νὰ ὑπολογισϑῇ ἦ τιμὴ τῶν κάτωϑι παραστάσεων : (998). 











948. ἘΣ: ΩΝ γᾷ, ἐὰν χ-- πρὶ ἐὰν πΞΙ 
φ49. «ϑέθεεις ἐὰν χες τ Σ « γ2) (αΣο, βὲΣ 0) 
ν. ἀατεας ΠΟςὸω,, ἀ(ΥΣ. 7) 
φΒ5Ί. ἐν, ἐὰν ας τίς Ξ γ2) α»0.85)98) 
952. ὝΕΣ ΕΞ. ἐὰν α-- τ ᾿ 

Νὰ ὑπολογισϑῇ ἡ τιμὴ τῶν κάτωϑι παραστάσεων : 
955. ᾿-- ἘΠῚ διὰ χ-εθ} ὙΠ καὶ διὰ χ--8-- γ᾽ 
9φ54. Β-- ἘΣ δι χα ΕΝ γ-Ξ- ΕΞ 
955. τ΄- ἵπβς ἜΥ̓αΞβΕ 3αν 


γαθβχ -- γαπββχ. ΠΣ ΤΌΝ 
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Φ56. (916). Νὰ ἐχτελεσϑῇ ἣ διαίρεσις : 
12 8 
(δα"--41β  49β) γα : (τ ἘΠΕ: 
γα 
καὶ νὰ ὑπολογισϑῇ ἧ τιμὴ τοῦ πηλίκου διὰ ἀξΞε0.001 καὶ βε:Ξ--0,02. 





(᾿Ανωτάτη Σχολὴ ᾿'Ἔμπορ. "᾿ΕἘπιστημῶν) 


Δυνάμεις μὲ ἐκϑέτας κλασματικούς, κλπ. 


Νὰ ὑπολογισϑοῦν αἵ τιμαὶ τῶν κάτωϑι δυνάμεων : ((66). 
1 1 3 δ ᾿ 
957. 1. 3205 9, ο1 ὃ, 8 4, 645 ὅ, 1968. 


Νὰ ὑπολογισϑοῦν αἱ τιμαὶ τῶν κάτωϑι ὑντάβεθν: (966). 


ἐκ «Οὐ, Θ᾽ ᾿ 
φ58.1. 645 2. δ125 8. λθϑ0 4͵ δ. 10.128. 


Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (9671). 





1 
8 28 αλλ 
9539. -βωρ᾽ - ΦΓΓ(Σ τ) 
1 . ὡ 
φῦ. α(ϑα᾽8) " -Ἑ (12.648) 
1 1 
8Λ89Ξϑ ,Φ, 1 ΟΣ ὃ 
φ6Ί1. ε(-:} ἐπ ὐ- ᾿ τ “(2}" 
ΒῈ Β. ΕΝ 
962. βί(8α"Β)" -Ἡ 4α(αβ)" -- ([26αβὴ ἢ 


ΟΝ ἀπ ΒΣ 
963. (968). Νὰ ἀἁπλοποιηϑῇ ἢ παράστασις γ ΟὟαιβ' γ β᾽ Ἴα!βι 
διὰ τῆς χρήσεως κλασματικῶν ἐκϑετῶν. 


Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις: (0. 


3. 5. 3 . Σ Δι 
φό4. 1. αἱ .α  - τ): 8. τρτυ): 


“  Σ {2} 


Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (910), 





ΕῸΣ 1 ΕΝ Ὧι ε 
φό66. 1. (ε! μ465) ῷ, (:- -- ϑ8ὰ " τῷ) 
Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : ὉΠ 


Φ67. ( εὐ ομα᾽ τ τ --αταξ Ῥτ (« Τρ) 


πᾷς τ -ρῦ Ὁ). {τὸς 65). 
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Φ69. (915). Νὰ ἐχτελεσϑῇ ἡ διαίρεσις 


πϑς ᾿ 1 ΕΝ 
(ω: - (ἢ) : ( -Β' ) 
καὶ νὰ ὑπολογισϑῇ ἡ τιμὴ τοῦ πηλίκου διὰ ἀξεθ,Ὸ1 καὶ βεξ0,16. 
(᾿ἀνωτάτη Σχολὴ ᾿Εμπορικῶν ᾿Επιστημῶν 1946) 


“ 


Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι διαιρέσεις καὶ νὰ ὑπολογισϑῇ ἡ τιμὴ τοῦ πηλίκου 


καὶ ὑπολοίπου : (917), 


8ϑΝβμῳἱ ΕΟ 8 ι αι 
Φ70. ἰποῦτς 5. -ϑαἶχ' ὐκ ᾿ : ( τὐτὶ διὰ ἀαΞΞ0.01 καὶ χεξειῦ 


3 
971. (. ναρς -- αὐ γαβε. 38 γε β 8) : (ν -. Ὑπ) διὰ αΞεῦ0001, βεεῦ,008 


Νὰ ἐκτελεσϑοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (912). 


ΗΝ ες ταῖς, 
972. α 2. αὐὖ.α ὅ 
975. [«--Β ἀλεὰ τὴς α--θ)7 Ὁ 
ἜΣΟΣ πθτοΣ, ΑΣΙΣ 
4 


974. α πο τ ἢ 
975. (ι ἄς τ ἊΣ ἦν ἑ (α τ Ὁ υ 


Νὰ ἐκτελεσθοῦν αἱ κάτωϑι πράξεις : (918). ᾿ 
1 1 
976. (α -1--χ }): (. έρώω, ) 


32 Ἁ. 2 
977. (τ: 3. μοᾳῖ-- 1) 


πὸ {πὴ } Ξε) Ὁ 


Νὰ ὑπολογισϑοῦν αἴ ἀριϑμητικαὶ τιμαὶ τῶν κάτωϑι παραστάσεων : (974). 


τδς ΟΣ, ΣΔς ς οὖν 
8. υ8,. κὰ Ε . 
979. Χ Υ̓́ἘΧ Υ ὁ δὰ χ- 0 000:, γε---Ο,008, :---- ΕἸ 
ἐς χ Ὁ“ ----ὄ ὄ 35 
-- -- 32. ᾿ 
: : 3... 
φ80. ταῖς ΠΡ Σ δῖοι διὰ ἀπεθ001, βε:--Ὁ,2, γ-- τ 
γεν --αβγ 
3." 1 
4.κβρ-- 
981. Ὃς τ στα Ὁ διὰ αἀ-Ξ0,0016, β----0,091. 
τὰ ΟΥ᾽-μ5. τ 


(Ανωτάτη Σχολὴ ᾿Εμπορικῶν ᾿Επιστημῶν 1941) 
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982. Νὰ ἁπλοποιηϑῇ ἢ παράστασις : 
αβ΄-3.(α--1β᾽) .(αβ--τὮ 
αΞΞβ. (αὐβτἢν. α-β 
καὶ νὰ ὑπολογισθῇ ἡ τιμή της διὰ αΞΞ10-ὃὁ, βε---Ἱο-3, 


Α-Ξ 


Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (10ηβ). 
Δ... ᾿ . ΒΕ 
988. ( --χ μ) (, ΣΕχϑ μ) (, .: μι) 
1. ΒΕ Δ 3. :- ΒΕ 
Φ84. (ἰ αἰ. Β) (- α-- " - 8" (α"--β᾽)--2 ὃ αβ 


90ῦ 


985. (τ ρῖο α) Ύ τ μεῦ - τ) ὦ ὃ. ρ3 ἘΣ )Ρί ΣΟ ΟΣ 


Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (το07). 





1 

τ, α δ(αχ) ἢ 
986. γΞ Ἐπ-.- - τ 
[ΓΞ - τα Ὁ 





" γ:: " Ὁ Σ Υβ οἵγε πε 


3 1 ι 
988. γώ --οα τ ων 9.19 τορι 5: 


Νὰ ἁἀπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (1011). 











ΔΙῸ 11 
. ΧῪ χ γ᾽ τἐχίν" 
589. τ ττ τ τ 
χι εχῖγ᾽ χα ν" 
δι τι 3. ᾿ 
,. ἰδ. οὐ χὰ 4 
990. οαὕττπα΄ Χ : 2 ΞΣ ἜΣ Χ 
3 Ὁ 
1, 3 ͵ἽΦι1 
α--χάα" κ΄ --4α χἢ 
φ91. ἜΝ ΟΝ 
α" -[9α χ' --χἕΣ 
ΒᾺ ΒΝ ΕΝ ΒΕ 
1:1χ-- -Ξ χϑ (.... ᾽).: (οε .) 
Ρ] 10 
992. τ 
ι--. -ὃ ς Ἔχ 
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998. Νὰ εὑρεθῇ τὸ γινόμενον : 
(:2 .3.ϑ ϑλ᾽)Ὺ.ι: τ τι ) ( 1 ΕΞ ) 
χϑ 4γ3 8 τος τ τευ τι : -οχϑνϑ χ' τγθἝιω3),. 


994 Νὰ εὑρεϑῇ τὸ πηλίκον τῆς παραστάσεως : 











1 3 1 1 
γὙχῖ μ9χ3.- τχ ὃ. ὃ διὰ τῆς χέμχ δ..ι. ὁ. 
χ γε 
Φ95. Νὰ εὑρεϑῇ τὸ πηλίκον τῆς παραστάσεως : 
3 1 3 ς: ἢ Ὶ 
αΥ̓ΣΤ. 5χ3 5. διὰ εχ γε. 
γτ ἧς 


φΦοό. Νὰ ἁπλοποιηϑῇ ἣ παράστασις : 
αν) τ Ἐχῆ γῆ χ᾽ γῆς 
(Σ)" αν}, Τρ [αν - αν 1} -Σ 
Φ97. Νὰ ἐπαληϑευϑῇ : 


2β 





ΒΩΝ γ΄. δὰ Ἑ τ -ϑν νη γχαινὸ -- 


χσ 


Νάξόπλοποιηϑοῦν οἱ κάτωθϑι παραστάσεις : (1013). 


5- ΒΕ 
3 --- 
998. Χ 5χ' τι 


01} 
“- 


φ99. 
1000. χ’ ρχἦ - τον 3. δοχ 
χομὰχ ὃ μὲχ ὃ 
Θ- ἀγῸ 9)" 
(Ξ3)}0Ὁ Ξε 


4001. (χ)590, ν»ῦ, χυ"»»Ἱ). 
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Νὰ ὑπολογισϑῇ ἧ τιμὴ τῶν κάτωθϑι παραστάσεων : (1018). 
1002. ἐχ- ".4γ--- -ὅχ-ιγ-ι, ἐὰν χιιϑεῦΥ δ, γ--ϑ- δ᾽ 
ξ 


Ἁ, .« ΒΕ 
1005. (4-- αχ) (1-[:α]--ἰ ((Ἐβχ)7 (--βα) ἡ, ἐὰν χεκα-ὶ ( -ἡἶ 
1 1 
1 α;--β" “ Κ᾿ ς :.ς αῇξβ μεν 
4004. ΠῚ (ξΞ- Ῥί χ᾽ ὯἘχ ) ἐὰν χε (ΞΕ “Ἐρ γὴν . 
Νὰ ὑπολογισϑῇ ἡ τιμὴ τῶν κάτωϑι παραστάσεων : (1014). 


4005. γϑαα 4 «ἡ. [ὦ ἐὰν -- 16} -( Ἶ ἾἼ 


᾿ ΕΝ 


1006. μνἘμ"--Ἶ τ)", ἐὰν με τι (χ Ὲ -Ὁ}}. νπ(υ Ὁ 








Ὁ" ᾿ 
1007. “τ (ἘΞ }50 ἐὰν χα αββ--οἹ". 


Νὰ ὑπολογισϑῇ ἧ τιμὴ τῶν κάτωθι παραστάσεων : (1015). 





ι Εἴτε 
͵ - 4ω3.--- 83 
1006. αὐ ἰν ὡ] ἐὰν χετα [- ΠΡ] (α;»0, β;»»0) 
. Γ ατε 
αὖ εἰν ων] 
1009. -τος- [τ τ ς- ἐὰν «--- 755 -ἰβ 
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᾿Ασκήσεις πρὸς ἐπανάληψιν 
ἐπὶ τῶν κεφαλαίων τοῦ Δευτέρου Βιβλίου 


1011. (264). Αἱ κάτωϑι παραστάσεις νὰ τεϑοῦν ὑπὸ μορφὴν ἑνὸς ἀϑροί- 
σματος τριῶν τετραγώνων: 

1, ὠ(χ-Ἔγ" Ἑω"--χΥ--- νῳ--ωχὶ) 2. (χρ Ἐν" Ἔ ω". 

1012. (260). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἐὰν ἕνας ἀριϑμὸς εἶναι ἴσος μὲ τὸ 
ἄθροισμα δύο τετραγώνων καὶ τὸ διπλάσιόν του εἶναι ἄϑροισμα δύο τελείων 
τετραγώνων. 

1015, (266). Νὰ δειχϑῇ, ὅτι τὸ γινόμενον δύο παφαστάσεων, ἑκάστη τῶν 
ὁποίων εἶναι ἄϑροισμα δύο τετραγώνων, εἶναι ἐπίσης ἄϑροισμα δύο τετραγώνων. 

1014. (261. Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἡ παράστασις αβ"-Ἐ(α"-Ἐ β5)-Ἐ β)» 
εἶναι ἕνα τέλειον τειράγωνον. 

1015. Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἢ παράστασις 

ἀξεί Ἔβ- Ἐγ--ὅὃχο Ἐβ-- -Ὑ δ)α--β- Ἐγ Ἐδ)(--α β-Ἐγ: δ) 
δύναται, κατὰ τρεῖς διαφόρυυς τρόπους νὰ τεϑῇ ὑπὸ τὴν μορφὴν μιᾶς διαφο- 
ρᾶς δύο τετραγώνων. 

1016. Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι το πολυώνυμον 

Πε-αί(α--ο)α-ϑω)ία-δω)-ὼ“ἷ 
εἶναι τὸ τετράγωνον ἑνὸς ἄλλου πολυωνύμου. 

᾿Εφαρμογή : Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ γινόμενον τεσσάρων διαδοχικῶν ἀκε- 
ραίων ηὐξημένον κατὰ μονάδα εἶναι ἕνα τέλειον τετράγωνον. 

1017. (4017). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ ἄϑροισμα ἢ ἥ διαφορὰ δύο περιττῶν 
ἀριϑμῶν εἶναι διαιρετὸν διὰ 2, 

1018. (408). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ τετράγωνον ἑνὸς περιττοῦ ἀριϑμοῦ 
ἠλαττωμένον κατὰ 1, εἶναι πολλαπλάσιον τοῦ 8, 

1019. (409). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἣ διαφορὰ τῶν τετραγώνων δύο διαδοχι- 
κῶν ἀριϑμῶν δὲν εἶναι ποτὲ διαιρετὴ διὰ 2, 

1020. (410). Νὰ. ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἣ διαφορὰ τῶν τετραγώνων δύο περιτ- 
τῶν ἀριϑμῶν εἶναι διαιρετὴ διὰ 8, 

1021. (411), Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἦ διαφορὰ τῶν τετραγώνων δύο ἀριϑμῶν, 
μὴ διαιρετῶν διὰ 8, εἶναι πολλαπλάσιον τοῦ 8, 

1022. (412). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἡ διαφορὰ ἑνὸς ἀριϑμοῦ ἀπὸ τοῦ κύβου 
του εἶναι διαιρετὴ διὰ 6. 

1025. (418). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ ἄϑροισμα ἢ ἡ δἰμεὐνὰ τῶν κύβων 
δύο διαδοχικῶν ἀρτίων ἀριϑμῶν “ναι διαιρετὴ διὰ 8. 

1024. (414). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἢ διαφορὰ τῶν κύβων δύο διαδοχικῶν 
περιττῶν ἀριϑμῶν εἶναι διαιρετὴ διὰ 2 καὶ ὄχι διὰ 4. 

1025. (416). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ ἄϑροισμα τοῦ κύβου ἀρτίου ἀριϑμοῦ 
καὶ τοῦ εἰκοσαπλασίου τοῦ ἀριϑμοῦ εἶναι διαιρετὸν διὰ 48, 

1026. (4160). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ γινόμενον τῶν τριῶν τελευταίων ἐξ 
ἑπτὰ διαδοχικῶν ἀριϑμῶν, ἐλαττούμενον κατὰ τὸ γινόμενον τῶν τριῶν πρότων͵ 
ἀποτελεῖ ἀριϑμὸν διαιρετὸν διὰ 12, 
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1027. (411). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ γινόμενον δύο ἀριϑμῶν δύναται νὰ 
τεϑῇ πάντοτε ὑπὸ τὴν μορφὴν διαφορᾶς δύο τετραγώνων. 


1028. (447). ᾽Εὰν Ατεπολιδιξυ, νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι 


Αμ -Ξ- πολιδ-ζυμ. 
Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἢ παράστασις : 
1029. (418. 1-Ἐ1ῦν -Ἐ 100ν εἶναι διαιρετὴ διὰ 8 
4050, (419. ν"--ν » » » 424, ἐὰν ν περιῖ- 
τὸς ἀριϑμὸς (ἐκτὸς τῆς μονάδος) 
031. (420. (α᾽--- )α»α"-Ε1) » » » 0θ0, α ἀκέραιος 
1022. (421, νὅ---ὄνλ -ἄν » » » 120, ἐὰν ν) καὶ 


ἀχέραιος 

4055, ((22), 24νῈ1.--ϑϑν-- } » 

4054, (4238). 84νἘ1-{10. ὅϑν---Ἰϑ » » » βέ 

1055. ([24. 93ν-- δὲν. »» » 

1036. (438. ξντι-μδνῈ8 ᾿ » » 18 

1037. (4360. φτν δ. βέντι, δένει  » » 

4038. (421. 8. ὅξν 1 {2δν ΕἸ 2 

1039. (428. 2:ν--ἰ, ὃν:Ὲ5-} » » » 11 

4040. ((239. ἤξντι--48γ- -1 Σ» 
εἶναι ἀκέραιος καὶ ϑετιχὸς ἀριϑμός. 

1041, (480. 2853ν-[.1δν---1 ΕΣ » ᾿ 9 

1042. (481). Ιδθν ---ΤΠῶν ---Ἰὃν -ΕἸ » » » 182 

1045. (482). (α"---α)(α᾽---4) » » 120, ἐὰν αν. 

4044. (48). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι, ἐὰν ν δὲν εἶναι πολλαπλάσιον τοῦ 8, τὸ 
ἄθροισμα 1-ῶν -᾿ 28ν εἶναι διαιρετὸν διὰ ἴ. 

1045. (48. Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι οὐδεὶς ἀριϑμὸς πρῶτος, ἐκτὸς τοῦ ὅ, 
δύναται νὰ ἔχῃ τὴν μορφὴν μ΄-[4. 

1046. (485). Νὰ ἀποδειχϑῇ ὅτι, ἐὰν ἕνα διώνυμον τοῦ πρώτου βαϑμοῦ 
τῆς μορφῆς χ--α διαιρῇ ἀκριβῶς δύο πολυώνυμα Φ(χ) καὶ φίχ), ϑὰ διαιρῇ καὶ 
τὸ ὑπόλοιπον τῆς διαιρέσεώς των καὶ ἀντιστρόφως. 

4047. (86). ᾽Εὰν Χ, Υ, α, β,γ εἶναι ἀκέραιοι καὶ ϑετικοὶ ἀριϑμοὶ καὶ 
ἐὰν ὁ ἀριϑμὸς ἀ-ΕΙ0β- 1Ο0γ εἶναι διαιρετὸς διὰ χ-ΙΌν, νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι 
ὶ ὁ ἀριϑμὸς γχ᾽ -- βΧγ-Ἐαγν" εἶναι διαιρετὸς διὰ χ-ΙΟγ. 

4048, (4817). ᾽Εὰν ἢ παράστασις 100α--β εἶναι διαιρετὴ διὰ χ-ΙΌμ, νὰ 

ἀποδειχϑῇ, ὅτι καὶ ἥ παράστασις αχ"-Ἐβμϑ εἶναι διαιρετὴ διὰ χ-ΙΌμ. 
4049. (188). ᾽Εὰν αχ-Ά μβ εἶναι διαιρετὸν διὰ Χ--μ, νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι 
καὶ ἧ παράστασις (α-Ἐβ)(Χ-Ἐ μ) εἶναι διαιρετὴ διὰ χ -- μ. 
1050. (439) ᾿ὰν χ- ἐν ω-ΞΞΟ νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι: 
1ον) χ'-γ"-Ἐω" εἶναι διαιρετὸν διὰ χγοὼ 
ον) χό-γό- δ εἶναι διαιρετὸν διὰ χγο. 


και 
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1051. (440). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἢ παράστασις 
ΑΞξίαν ---βα)) -Γ(βω---γν)"  (γχ-- αὐ)" ἘΓαχ- Ἐβγ-Ἐγω)" 

εἶναι διαιρετὴ διὰ α"-Ἐβ᾽-ἘῚ’ καὶ διὰ χ’-Ἐγ"-Ἐωἢ, 

1052. (441). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ πολυώνυμον 

ααὐ--αγ Ἐν»  αΡ αν ἐγ" 

εἶναι διαιρετὸν διὰ 23(χ"-ἘΥἾ καὶ νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ πηλίκον. 
Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἧ παράστασις : (448). 

4053, (2χ- Ἐν -  1)"--ἰχ- Ἐν .---1ὴ} εἶναι διαιρετὴ διὰ δ(χ- ) 


1054. (θ0χ---τχ---8).χ".---1χ- 12) εἶναι διαιρετὴ διὰ 8χ"--11χ--4, 
Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ πολυώνυμον : (448). 

1055. φίχ)ετεδχ’--Ἰχ- 9 περιέχει ὧς παράγοντα τὸν χ--] 

1056. φία)--ὔχ"-- ὕχ-Β ».» » » χρϑῚ 
Νὰ προσδιορισϑῇ ὁ μ, ἵνα τὸ πολυώνυμον : (444). 

1057. χΡ- γ- ωδ-Έμχγω εἶναι διαιρετὸν διὰ χω 

1059. (χ- Εν Ἔω)- Ἐ μίχ-υδ-  ωδ) εἶναι διαιρετὸν διὰ Χ-ΙΡΥῪ 

1059Φ.Ό α΄-Ἐβ.Ἐγ΄-Ἐμία" β"-Ἐβ᾽γ"-Ἐγα εἶναι διαιρετὸν διὰ ἀἘΒ-ΈΥ. 


1060. (445). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ φίχ) Ἐχν --χν--ξ--ὐ-Ἐ εἶναι διαι- 
ρετὸν διὰ (χ---1)" καὶ νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ πηλίκον, 
1061. (446). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ πολυώνυμον: 
(χ- Ἐν -Ἐω)δν 1-- χῆνεΙ- γϑνἘ} -ΟΣΝΈΤῚ 
εἶναι διαιρετὸν διὰ τοῦ (Ἐν - ω}"--χϑ-- γϑ-- ων. 


"Ἐάν ϑέσωμεν χιγθξα καὶ χγυγεξξβ νὰ ἐπαληϑευϑῇ, ὅτι : (860). 
1062. 1. χ᾽ γα" --ῶβ ὥ, χϑ  γλξεαῖ --ϑοβ 
1065. 1. κ΄ -γ ξξα" --ἐα᾽β-2β᾽" ὥ. χό-Ἐγδξεαῦ --δα β-δαβ᾽. 
1064. (862). ᾽Εὰν ϑέσωμεν κχ-ε(α"--β᾽)  α᾽-β)}», γ-εϑαβία" -Ἐ β᾽» 
ὠξεαῦ 1-β᾽, νὰ ἐπαληθευϑῇ, ὅτι χ'-ἘνλΞξωϑ. . 
1065. (86), ᾿Εὰν ϑέσωμεν χεΞοίδ8β᾽"--- αὐ, γεεβί(δα᾽ --βἢ,; ὠΞΞα"-Ἐβ᾽, 
νὰ ἐπαληϑευϑῇ, ὅτι ϑὰ ἔχωμεν χ᾽ -ΥγΞΞωδ. 
1066. (854). ᾽Εὰν θέσωμεν χ'“ἘγἾΞΞῚ νὰ ἐπαληϑευϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναν 
(ὃχ --ἀχ")» -(ὃγ---4ν5)"ΞΞ1. 
1067. (805). ᾽Εὰν ϑέσωμεν χεΞξα'--βγ, γεεβ᾽--αγ, ὠτεγῖ--αβ, ὑ 
ἐπαληϑευϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι 
αχ-βυ-Ἐγωξξίχ Ἐν -Ἐω)α Ἐβ-Υ). 
4068. (866). ᾿Εἀάν ϑέσωμεν 
᾿Ατξα -βιγεδ, Βεσα  β--γ--δ, ΓΞεα--βέγ--δ, Δεεα--β- γι 
καί, ἐὰν εἶναι αβία"-[-β᾽)εεγδίγ᾽ -ἰ δ νὰ ἐπαληϑευϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι 
“Α ΒΙΑ ΕΒ.ΞΓ'.. Δ([Γ"-ΕἘΔ5. 
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4069. (853). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι, ἐὰν ϑέσωμεν : 


,, χεσία"-Ἐ8β5)"--α-Ἐ3β, γε: --ἰα"-.3β᾽"-α-8β 
ὠπία: Ἐδβηζα Ε8β)--, φε---(α" Ἐ8β'χα--8β).1 
ϑὰ ἔχωμεν ΧΡ Ἐγλξεω Ἐφ᾽. (Ταντότης τοῦ Βὶπ εὐ 


1070. (808). Ἐὰν χΉγττα καὶ χλτ γότεβ', νὰ ὑπολογισϑοῦν αἵ πα- 
ραστάσεις Χ-Υ καὶ χί-γ", συναρτήσει τῶν α καὶ β, 

1071. (5660). Ἐὰν χορ γωτεα καὶ χ' Ἐν" ωἶξεβ", νὰ ὑπολογισϑῇ ἡ 
τιμὴ τῆς παραστάσεως χυ Ἐγώ ωχ, συναρτήσει τῶν α καὶ β. 

1072. (861). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ πολυώνυμον : 

᾿ΑξεχΕΥ  ω  Ἐχ γ᾽ Ἔχω" ἘΥ ω᾽--χγωί(χ- Υ-Ἐὼ) 
εἶναι πάντοτε ϑετικόν. Εἰς ποίαν περίπτωσιν γίνεται μηδέν ; 

1078, (362). ᾽Εὰν εἶναι χ -τν -ῷ ξξα 

ΧΡ Υ ωξβ᾽ 
ΧΡ γ" - ωἶξεγ᾿ 
γὰ ὑπολογισϑῇ τό γινόμενον χγω συναρτήσει τῶν α, β, γ. 

1074, (868). ᾿Εὰν εἰς τὸ πολυώνυμον χ'-γ"- 2᾽--ὅχγχσ ἀντικαταστή- 
σωμεν τὸ Χ διὰ τοῦ αΧ-ΒβΥ-ΕγΖ, τὸ γ διὰ τοῦ αΥ̓ ΒΖ-ΓΥΧ καὶ τὸ Ζ 
διὰ τοῦ αΖ-βΧ- ΥΥ, νὰ ἐπαληϑευϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι 

χ’-Ἐγ"} 2'--ϑχγετε(Χχη:-Ὑ9-Ζ6- ΒΧΥΖ)α"--β'-γ'--δαβγ). 
1075. ᾿Εὰν εἶναι χ᾽ -γήΞξΞω"», νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι καὶ 
(γὼ) -Ἐ(ὠχ)"-Ἐἰχ γ)ξξίω“-- χ᾽ γ᾽". 
1076. ᾿Εὰν ϑέσωμεν 
Χε:χΡ--Ὑ" Ἐ ὄχυ(3χ-Υ), Υ-ξγ"--χ δνχίυ -[χ), 
Ζεελ(χ"-Ἐχυ-ΕΥἦ), Ξεχγίχ-"υ) 
νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶσι ΧΡ ΎΞΞΑ. ΖΕ. 
1077. (889). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἣ σχέσις 
αὐ βγη  βγ" Ἐγ λα" Ἐ α’ β᾽ΞΞϑαβγία-Ἐβ-Ἐγ) 
ὑφίσταται μόνον, ὅταν αξξβξξυ., 
Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν τὰ κάτωϑι κλάσματα διὰ τῆς ἐφαρμογῆς τοῦ ϑεωρήματος 

τῆς ἀσκήσεως : (1046) (4478). 

θχ᾽--δχ"-ὃχ---Ἰ 


1078. Α-ῷ πεητσν. ἐσρδ 
1079. Β.- ΤΈΣ ττεν ΤΣ δὲ 
1000. Γ- ἘΞ ς. 
1081. Δ- πέρα τεῖος 
(05. τ-- χῦ--8χι-{{χ5--3χ᾽--χ-  ͵ 


χ'--χ 85χ'---2χ᾽ Ἐῦχ-- ἢ 
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Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (816) 
1065. στρ (το ἐπε) τα « 1) 
106. ὉδΤῪ ββιγγ- ων Ὑτα ρρρω- ΡΘΕ Ρ αν Ἐρ'--γ) 
Ὡς (ΠΥ Ὁ Ἐ  ἘΈῊῈ Σ 18)"- 
ερανφ: Ὁ 


Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (817). 


108ό6.. (Ξ -ἡ( ἡ( τ τ) 


--χϑ -- ᾿ 3 
4087. 1:-.χ 1. α' (.Ἐ -5) 

















αἴ ὰΣ ΧΙ τ᾽ 1-χ 
Χ-ΌΥ ΧῸΕΥ δόξα πὸ δὴ 
4088. ( ΧἊΥ πν Χ-ΌΥ (ΞΞ: ὭΧΥ τΙ -Ξ τὴ Ὶγ» 
1--.χϑ 1-ὴ᾽] -οηῷἋἽἷ ΡΞ 
1089. ΤΠ ϑν Εγ} ᾿γηρῦχν [χϑ΄ ( 1--χ 1-ν ) 


Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (378). 
1 τ-- 3 . (5 ) 
το. (τ - π)αρρυι( Ἐπ τ τ τῶν 


τορι. (τὴς - το) οτ(ξ -(- τῇ} 


1092. (: Π τὴ)(ς ἢ: -ἡ(ξ βι τ): (Ἐπὶ ΠῚ ἐπν- Π  Έ Φ) 


Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ χάτωϑι παραστάσεις : (819). 











9... -δτΖἘῇ7 -Θ- ὉὃῸὃῸὃΘϑΘϑἷἂἄᾶι. Ὁ 
(-)ὸ ὦ ἢ (Ὡ) Ὁ 
1 1 ; 
1094. πρετε πε τε πε πεα 


Νὰ ὑπολογισϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις, χρησιμοποιοῦντες τὴν ταντότητα: 
α΄ Ἔβ᾽ γ᾽ --ϑαβγεΞία-β-  γλ(α᾽ Ἐβ᾽-Ἐγ᾽--βγ--γα--αβ). 
χ᾽ -- νῷ γ᾽--οχ ωἾ--ΧΥ͂ 


1095. -πΞθι. ΒΠ᾽ 
1---Ὸ δα 1. -τς “Ὲ- 1: ΞῈΣ. 


"Ασνήσεις πρὸς ἐπανάληψιν ἐπὶ τῶν κεφαλ. τοῦ Β΄ Βιβλίου .318 


α(α-Ἐβ) α(α Τὴ) βίβευ ,Ἅ( βίβ ὦ 
α-β᾽ ω α- Ὕ β- Ι β--α 
4096. --- ------ --- - -Ἐ --νΥΌΌσπσ.͵ Ἔ 

-.- δι τς ἀτῶρς 

(α--β)α--Ἱ ο΄ (β-γλβ--α) 

γίγ Ἐπ) ΕΝ γίγ-Ἐβ) 
-ὦοἷοἨήἠἦωσαι, γὟὺῈ 
:-Ἐ (α---β); 
(γ--αὐίγ--β) 


βέγ--ϑα γὙα--2β 
Ὅν πρξῆρ΄ ἀ-βα- ἜΞΩ, ᾳ-ηξα Τ 
β-ν β᾽ἜβΥ ΤΥ; γὴτ- αὐ γὴἜγα Ἔα 
-.ι.μω-- αν. 
(α- “β)Ρὴ᾽ , (γ--α)ίγ--β) ᾿ 
α᾽--βὸ αὐ γαβΈβ᾽ 


Νὰ ἀπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (880). 


























-αΡΈβ᾽ ς 
β α3---β᾽ αἜβ α--ῇ . ἃ .-β 
4098. "πε ΤΙΝ ( ΒΡ πη) ᾿ ( ΠΕ ΗΝ « :) 
β α 
.-Σ. ιρ0.5 
Χ χγ' ὙΛΧ ὦ, Σ᾽ 
1099. γϑ- ἄχ -χγ} . χυ νυ" (: 2. Χ3 
αι--τ) ῬΙ 
ποῦ. [-Σῦθε 1. τος (585. 9Ὁ 
“ ΝΗ αγί!--- χ) ὄγτ-τ- ὦ 4 8 
“ Ὑαῖχ 
4αβ 4αβ 4α 
1104 ἀρῚ Ῥω πρὸ 
: β᾽ ἡ. ,μβ. ΡΞ αἘβ α- β΄ 
ΤΒ α:β α-πβ ατβ 








1102. Νὰ ἀπλοποιηϑῇ ἡ παράστασις : 
1 1 1 1 ϊ 1 
Α-ξ(γω- ωχ- ΧΥ) (- Ἔ τ Ἔ τ.) πχγὸ [Ὁν Ἢ Ὑ Ἐπ) 


4105. Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι: 
1. ᾷ[1Ὁϑ ᾧΆϑ1ιλ.... (ἘΝ α)λω: χ) 
αὐγτω(ξ τ τ-}) - τ να΄ 
Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (381). 
ῳ. -- θ'ὦὃ[οὁὃ “5 - 
«--- ὃ β 
β ,-- 








214 "Ασκήσεις πρὸς ἐπανάληψιν ἐπὶ τῶν πεφαλ. τοῦ Β' Βιβλίον 













































































ςὁ» Δ 1:.- 'ὃὖᾧὦἴὖᾧὦὦ 
α" Ἐβ᾽ 
δηεβοῦες ταν 
4106. - ἴα. ὁ ιχθὃὮὃἪ.͵ 
᾿ΡΥΕΈΈΞΕΝΣ ΤΘΕΈΤ ον τ: ΕΞ 
1: χῚ ἼΞΕΤ: 1--χ-- Πξται 
-. - 9 ς νας 
1-- 1- 
οἾΣ 1 
ἈΜΤ ΞΕ Ξ Τ χ"-- -ϑ ῃ 
ΧΉ ἐππῇ ΣΧ- τ 
Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (883). 
1108. (χγ). Ἐβ-Ἐ χβ γα ---χα νβ --Ἱ 
(-Σ }) 9) Ἐγοτθίαν" -- (αν) 61 
Χ--ν ΣΧ ῈΣ χΧΊ-Ἐν" 1 
110»: (Ξ ἘΞ). ΩΧΥ τ). ΣΧ ΟΣ 
Υ χ 
(α-Ἐβ)" . 41[(«--κ" 
γὴν Ἂ" τα β [πν 1α- 0} (8--)»--(β-- αἸο»ξαβ-Ὲ β" 
' [5 - [(.-Εβ}»--αβ] (α β)λ--δαβία-β) ᾿ 
4αβ 
Νὰ ἁπλοποιηϑοῦν αἱ κάτωϑι παραστάσεις : (888). 
1ἘῈἘχ 1ΞῈῈ χ 
4111 - ΓΈ 1-ὃχ 3 1Ὲ 1-τὸκχ | 
ἱ τς  Σ ΠΤ ΜῈΧχ 
1-ῦ. τῆς 1-τῦττξες 
( 3) 5) τῷ 
1112. ἐπ Υ Ρπ- 
-Ξ «---Ξἢ ΣΦ; 
88 Υ χ γ" 
χ--ὶ χ--ὶ χὶϑ χ ὃ 
ΞῈ 8. ΓΞ Ἶ χρᾷ 
᾿ χ χ- ἢ χ-ἢ χ--ἢ 
4 Ἔ χ--ϑ 8 ἘΞ χ-- 
1 " Χ 
“πὰ ᾽ν χΧΥ .- ἽΕΣ Ἐπτῶς 
: ΠΥ͂, ΧΥ͂ 











᾿Ασκήσεις σερὸς ἐπανάληψιν ἐπὶ τῶν κεφαλ, τοῦ Β' Βιβλέον 21ῦ 


Νὰ ὑπολογισϑῇ ἢ τιμὴ τῶν κάτωθϑι παραστάσεων : (884). 




















.ι΄͵΄ ΓΟ Υ {595 ὰ νγ-- Σ 
4115. ὙῸΥ ἜἝ αν τῆν! διὰ γεξ ἦ 
χ Χ α ς αἾβ--αὶ 
4116. -ςπ--- το στὸτοε- ὃ χε:-------- 
ὙβΞα ΒΒ διὰ βίβ) 
χα χὰ 4αβ ᾿ ς αβ 
1117. πβ-χ ὁ ἐβεπ πρτ- κ᾿ διὰ χε πξβ 
ΧΈΥ--ἰ ᾿ 61 "ΝΕ αβ-Κα 
18... το διὰ χτ- - τ, γτο πΡΈΙ 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν αἵ τιμαὶ τῶν κάτωϑι παραστάσεων : (888). 
χμο ῶμ--Χ ἄμν͵ ς μν 
Πρ τς τ ἀνα τ ἀν ἀν" διὰ πατοῦν 
χῖμ . ᾿ 94γ"-λῆ--μ :  2μ᾽-λ"--ν 
4120. αν. διὰ χε πῆμ’ καὶ γε --τ  --- 
β"Ἐγ᾽--α . (απ γ-οβ)ια-Ἐβ-- 


Τ21. (χ- 1}.0-1) διὰ χ- -----------, 





2βγ τ (αἘ βΈγ), βγττα) ἡ 
4122. (5860). Νὰ ὑπολογισθϑῇ ἢ παράστασις χ᾿ γ᾽) χγω διὰ 
α β β Ύ Υ α 
ΧΞ -;- ---- Ξὸόὸ --“ ---.- Ξ: .--- 
β Τ α᾽ Υ β' “τ Υ 
Νὰ ἐπαληϑευθϑοῦν αἱ κάτωϑι ταυτότητες : (891). 
1125. ς(Ἐ ΥῬ- (ΞΞ- ΜΝ ἘΠ} ΞΞμν 
ι:. ς΄... 5“ -;Ἴτχ|΄, - 
. Ἔτπρ- Ἐπ 
1 μ᾽ ν᾽ 1 
4125. -ο ,,..-. .- .ω.-.-------..--- 
25. της πμπυιμτι τ νιν)  ὙΞνΣ 
λ" ΙΝ 1 


Ἔ πα Ξρᾷᾶξῃ τις Ξ [{-:-μα]ῃ-νχῇ!-ἀα) 
1 .ς,1 1 1λ, 
1:26. φνττ ἐατεξί δεν ἐγξα παι} 


ΞΞ τ ϑὰ εἶναι καὶ 





τ αὐβὲγεδ αβ γεηδ 
4128. (588). ᾿Εὰν εἶναι 


λ  μ. ν : χ᾽ : ο᾽ 
--Ξ ν ὦ καὶ αν ἘΡ Τπνρ ἢ - 


νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι καὶ 
λ: μ᾽ ν᾽ ΙΝ ληἐμ'-Ἐν" 
Γ΄ χΡ ΡΥ ολ᾽ 


216 ᾿Ασκήσεις πρὸς ἐπανάληψιν ἐπὶ τῶν κεφαῖ, τοῦ Β᾽ Βιβλίον 


4129. (5889). "Ἐὰν εἶναι Ἔ ΞΞ Ξ ϑὰ εἶναι καὶ 
α'-[3αβ-Ε8β’ βία--8β) 
γ βγδ: 8δ᾽ "΄ δίγ--βδ)᾽ 
1150. (840). "Εὰν εἶναι 








χΧτ γ γπῶχ,. ᾿ωἴ-χν 
ὉΠ βὃ ΠΓΠΠ γ 
ϑὰ εἶναι καὶ αὐτῷ. β-γὰ γπαβ 
᾿ Χ Υ . 
"Ἐὰν εἶναι Ξ Ξ- Ξξ Ἐπὶ νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι καί : (8.11}. 
χ' Ἔα γ"Ἐβ᾽ ὠ" Ἐγῦ 
11. -5ΟΑἠὀἠὀὀ ὀὠὈὔ-ς-.-- εἶθαι Ξ-- 
᾿ χα τ ὑτπ ἜΥ 
; (Ἐν -Ἐω)"-Ἐ(α-Ἐβ-Ἐ γ)᾽ 
(Χ-ἘὙ ὦ) -Γ(α-Ἐβ-) 


ὌΞΤΕγτε 
( ἜΥΈω)ν -Ε(α Ἐβ-Ἐ γὴν 
(χα  Υ  ω)»--- (α Ἐβ- γ)ν-Ὲ 


Σν αν γν -Ἔβν ὧν -ξγν 
ἜδΆλ. το τ πο γ σεΞ 


4155, Νὰ ἁπλοποιηϑῇ ἡ παράστασις 
Ἀιξεξο ἐς. τοὐῦ. ο΄ - ὦ; 
ΧΥ ΓΧ ΓΙ ΙΝ ψω-ΕΥΕὶ Ἔ ΧΩ ΤΙ 
ἐὰν γνωρίζωμεν, ὅτι χγω-Ξ]. 
4134. Ἐὰν χρυ ω-- καὶ τε --0, νὰ ἀποδειχϑῇ, 
ὅτι ϑὰ εἶναι καὶ : ' 
αΚἘβ᾿ γλξξίαχ -Ἔβυ- Ἐγὼ) αν -Ἐβω-Ἐγχ) -(αὦ- βχ-Ἐγ}}" 
ὅπου Χ, Υ, ὦ εἶναι διάφοροι τοῦ μηδενός, οἱ δὲ α, β,Ὑ οἱοιδήποτε ἀριϑμοί. 
{155. ᾿ϑἘὰν ἀ β- γεεοτ νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι: 
2α"β'-2β᾽γ"-Ἐ2γα"--αὐ -- βέ-- γεξειθτίτ--α)ί(τ--- β)(τ---γ). 


1156. (381). ᾽Εὰν εἶναι τ τ Ξε ἰ νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι 
(α β--Ὑλ 3 β- γ-τα)" Ἐ γ α--βγεπεϑιβι γ), 


4587. (888). ᾽Εὰν εἶναι - -Ἔ ΝῚ ἝἜ Ξ ΞΞῸ νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι 
1, (α-ἘβΈγρβεξα᾽ -Ἐβ5-Ὲγ5 2. (α"-Ἐβ' -Ἐγλλξξία" -Ἐ β5-Ἐγ"--ϑαβγ). 
4158. (690). ᾿Εὰν αέβέγ καὶ ν τυχὼν ἀριϑμός, ϑὰ ἔχωμεν 


μγβιξν ΕῈ μαγπν ΝΕ ᾿ μαβξν 


(α--βιαπξῃ, " ἰβ-αλκβοὴ Γ᾿ ἀπ -α γΞΒ} "- σταϑεοόν. 


᾿Ασκήσεις πρὸς ἐπανάληψιν ἔσεὶ τῶν κεφαῖ, τοῦ Β' Βιβλίου 211 


Ἐὰν ἀἜ βΈγεπεθι νὰ ἀποδειχϑῇ ὅτι ϑὰ εἶναι: (892). 


1139. -ὸς ἄ ἃ 1 : αβγ 


πιὰ τ--β τ--Ὑ τ΄ τίταΝτ--ββτ--τ) 





β᾽ 
4140. 1-Ἐ 
1141, (698). Ἐὰν ἀ-β- γΞξῦ, νὰ δειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι 


(555 ἐππε εατθ). (εξ τ τὸς ἐτοῖν) 








4442. (894). Ἐὰν γεεα 3 καὶ βεξα--1, νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι 
α"β᾽γ᾽--α᾽β"---γ»-ΕἹὶ «μιτπα. 
Υ̓ 1 
αὐβγ-- τ τρία--- -) 


4145. (8968). Ἐὰν «----“β' κγὰ ἐπαληϑευϑῇ, ὅτι 














αἘβ᾽ 
αϑ ΜΟῚ β᾽ ΕΣ 
α--Χ β--χ ΞαῈβ 
Φι- .,ἰ. 3 ᾿ 8 643 3 
1144 (396). ᾽Εὰν ..- 3βΞ τ καὶ γε 36 ἘΒΡΕΥΡ γὰ ἐπαλη- 
ϑα 8β 
ϑευϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι ἘῸΞ Ξ- 
1145. (8917). ᾿Εὰν α καὶ ν εἶναι ἀκέραιοι, νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἡ παράστασις 


κ-- αϑν--Ἱ ναί ἃ ; 
Ξ ὩΏΞΈΤΙ εἶνοι ἀκεραία, 


1146. (898). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἣ παράστασις 


1 Ὁ) απ -ἢ 


δύναται νὰ τεϑῇ ἣν μορφὴν μιᾶς διαφορᾶς δύο τετραγώνων. 





4147. (899). ᾿Εὰν α, β, γΥ εἶναι ἀριϑμοὶ διάφοροι μεταξύ των, νὰ ἀπο- 
δειχϑῇ, ὅτι, ἐὰν ἡ παράστασις 
α β Υ 
Α- Ἕ ΞΞΞΕ. 
“ β- γττα Ἔ α--β 
εἶναι μηδέν, ϑὰ εἶναι ἐπίσης μηδὲν καὶ ἢ παράστασις 








β Ύ 
τ Ξ ΤΕΠΩΜΝΤΣ ΞΣ 
ὁποῖς β-- γττα α--Β οἷς - 
4148. (401). ᾿Εὰν εἶναι Υ Ξῷ -Ἑ Ἔα το εσστεπτα ποὺ νὰ ἀποδειχϑῇ, 


ὅτι ϑὰ εἶναι ἐπίσης καὶ 


(β--γνσ το) (γ--αχω--α)»- (α--βὴα-- })"- τ. 


21 ᾿Ασκήσεις πρὸς ἐπανάληψιν ἐπὶ τῶν κεφαλ. τοῦ Β᾽ Βιβλίον 


4149. (402). ’Απὸ τὰς σχέσεις 


“ἔνε ν΄ ν΄ Ὸ λ ρ κμ 
ἀπβὴ ἀτὺρ, (βγὺ» (ἀπῇ (ἀτγ" (βῈη} (0 
α β Υ 


ὅπου οἱ ἀριϑμηταὶ καὶ οἱ παρονομασταὶ εἶναι διάφοροι τοῦ μηδενός, νὰ εὗρε- 
ϑοῦν αἷ σχέσεις 
ν α β Ύ ς 
λ Ξε 2 τε ππεξε;- ----ἕ -Ἐ ;--τὶ..- 8 
«λτβμεων Οὐ καὶ ΠΕ ΘΕυΡ ΞΡ ὦ 


1150. (408). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἣ παράστασις 


αχ᾿ βγ"Ἔγω» 
βγίν -- ο)Ἱ"-Ἐγαίω ---χ)" -αβίχ---ν)" 


διατηρεῖ πάντοτε τὴν αὐτὴν τιμήν, δι᾽ ὅλας τὰς τιμὰς τῶν χ, Υ',, ὦ, αἱ ὁποῖαι 
μηδενίζουν τὴν αχ΄βγ-Έγω. ᾿ : 


1151. Νὰ ἀποδειχϑοῦν αἱ κάτωϑι σχέσεις : 


1ον. Α"---Β5-- [- ΞΘ ΞΘ } -- [-ΞΘΈΈΘ ΗΒ Ὁ 
2ον. Α"-ἘΒ5ΞΞ --ΞΡ Θ᾽ ἐξ [-.δθλτοτ ρὴθ 1; 


Ἔξ αὐτοῦ συνάγομεν, ὅτι, ἐὰν μία παράστασις δύναται νὰ τεϑῇ ὑπὸ τὴν 
μορφὴν ἑνὸς ἀϑροίσματος (ἢ μιᾶς διαφορᾶς) δύο τετραγώνων, δύναται νὰ 
γραφῇ ὑπὸ ἀνάλογον μορφὴν κατ᾽ ἀπείρους τρόπους. 

1152. (400). ᾿Ἐὰν ἀληϑεύῃ ἡ ἰσότης --6---.-1.. Δ΄ νὰ 

α β Υ σἀΈβηγ' 
ἀποδειχϑῇ, ὅτι δύο ἐκ τῶν ἀριϑμῶν α, β, Υ εἶναι ἀναγκαστικῶς ἀντίϑετοι καὶ 
νὰ ἀποδειχϑῇ ἔπειτα, ὅτι : 


ΕΠ1 1 1 1 "" . , 
τὶ Ἕ Ἔτι Ἢ τῖνττ --- “αρτῆνττ- (ν ἀκέραιος καὶ ϑετικός). 
1155. (406). Δίδεται ἧ παράστασις γεΞ ΞΞΞΕ (), ὅπου α, β, γ, ὃ εἶναι 


δοϑέντες ἀριϑμοί. ᾿Εὰν παραστήσωμεν μὲ γι, γν, γε, γε τὰς τιμάς, ποὺ λαμβά- 
νει ἢ (Π), ὅταν ἀντικαταστήσωμεν τὸ Χ μὲ τὰ Χ,, Χ9, Χε, Χε νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ 
ΣΙ 9 ΧΕ Χισ χε, Χι-σχὶ 
ΣΤΥ. ψωσνε Χι-Σ, Χᾳ--χὶ 

1154. (406).ὄ Ἐὰν α,Ἔβ-“γΞο καὶ ἐὰν ϑέσωμεν Σν Ξεον -ἰ βν -Ἐγν, 
νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ ἔχωμεν : 
ΣΙ, ὃ ᾿ς Σὲ ΟΣ, δΣ. Σ, 


Σς δ ΣΙ, 8Σ. ᾿ Σ, Σ.΄ 


ἔχωμεν 





1, ὩΣ,:ΞΞ Σ,; 9. 


"Ασκήσεις πρὸς ἐπανάληψιν ἐπὶ τῶν κεφαλ. τοῦ Β΄ Βιβλίου 319 


1155. Δίδεται ἕνα κλάσμα «ἃ καὶ ζητεῖται νὰ εὑρεϑῇ ἕνα ἄλλο κλά- 


β 
σμα τ τοιοῦτον, ὥστε τὸ ἄϑροισμα τῶν δύο αὐτῶν κλασμάτων, ηὐξημένον 


κατὰ τὸ γινόμενόν των νὰ εἶναι ἴσον μὲ τὴν μονάδα. Ποίαν συνθήκην πρέπει 


γὰ ἱκανοποιῇ τὸ δοϑὲν κλάσμα -Φ διὰ νὰ εἶναι τὸ πρόβλημα δυνατόν. Νὰ 


β 
δοϑῇ ἕνα ἀριϑμητικὸν παράδειγμα. 


4156. ἴον. Νὰ ἐχτελεσϑῇ ὁ πολλαπλασιασμὸς τῶν δύο πολυωνύμων 
(χ᾽ -Ἐχ"--1)(Χ"--χ- 1). . 

9ον. Κατ᾽ ἀναλογίαν νὰ ἀναλυϑῇ τὸ πολυώνυμον χ'-ἘΧ-ΓΙ εἰς γινόμε- 
γον δύο παραγόντων. 

8ον. Ἔστω χ ἕνας ἀκέραιος καὶ ϑετικὸς ἀριϑμός: τὸν προσϑέτομεν εἰς 
τὴν πέμπτην δύναμίν του. Νά ἀποδειχϑῇ, ὅτι οὔτε ὁ σχηματισϑεὶς ἀκέραιος 
ἀριϑμός, οὔτε ὁ προηγούμενος ἀκέραιος ἀριϑμός, οὔτε ὃ ἑπόμενος ἀριϑμὸς δύ- 
νανται νὰ εἶναι πρῶτοι ἀριϑμοί, ἐκτὸς διὰ μίαν καὶ μόνον τιμὴν τοῦ χ, τὴν 
ὁποίαν νὰ ἀναφέρετε. 

4ον. Νὰ ἀναλυϑῇ εἰς γινόμενον δύο παραγόντων ἀκεραίων ὁ ἀριϑμὸς 
10 000 000 099. 


᾿Ασκήσεις ἐπὶ τῶν ριζῶν : 


1157. (918). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι, ἐὰν οἱ α καὶ β εἶναι δύο τυχόντες ϑετι- 





. κΜ ᾿ α -πρς 
κοὶ ἀριϑμοί, ϑὰ ὄχωμεν πάντοτε 5 β » γαὰβ . 


1158. (919). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι Υαβ 4«Υ7α Υ̓́Β. 


1159. (0351). Νὰ ἀποδειχθῇ, ὅτι ἧ παράστασις 
ϑ(α ΕΥ̓ΩΡΈΡΤ (ΕΥ̓ ΡΕΤῚ 


εἶναι τέλειον τετράγωνον. 


1160. (980). Ἐὰν οἱ α, β, γ, ὃ εἶναι ϑετικοὶ ἀριϑμοί, νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι 
μεντοῦσ 
ἢ παράστασις γ᾽ αβγὸ χεῖται μεταξὺ τῆς μεγίστης καὶ τῆς ἐλαχίστης τῶν 
μ  ςὭὯὮὯὃ͵᾿ 
παρυστάσεων ἵα ,(,ΥΒβ, γυ, γὰ. (Πολυτεχνεῖον). 


4161. (986). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι, ἐὰν α καὶ βὶ εἶναι ϑετικοὶ ἀριϑμοὶ καὶ 
ἐὰν α᾽--βὶ εἶναι ϑετικὸς ἀριθμός, ϑὰ ἔχωμεν : 


ΝΠ ππ-Ξ τ Ξ τ α 


.. γα - γ715Ξ. γωτβ γ5ΞΞ 


220 ᾿Ασπήσεις σπιρὸς ἐπανάληψιν ἐπὶ τῶν κεφαλ, τοῦ Β΄ Βιβλίον 


Κατόπιν αὐτῶν νὰ ἀποδειχϑοῦν αἷ ἰσότητες : 


ι. - χ᾽, 9-ῖῦ Δ͵͵ἠ͵ γα 
᾿Π γογγς γὺ. γο γῃ 
γ8. οΥγ8 γα. 


3. τ... --- Ξ:--:ΞΞ- τὸ, 
γτπγ ἃ ΤΕΞΈΤΙΣ 
Νὰ ἀποδειχϑοῦν αἱ κάτωϑι σχέσεις : (991) 


«62. δι γγ8 -- ΕΣ 





πόΞ γετε. 83- 
γι 


64. Ὑὴ. γϑ( γ8 ΧΥ..- γ8}-.ὕ 
8 
1.5. Ὑθδργδ -- ομγ8. 


66 }Κ 8: Ὁ} 0 7 δ᾽ τν 8- Ὑγ ο 7 6 -θ(γ5-η. 
Νὰ ἀποδειχϑοῦν αἱ κάτωϑι σχέσεις : (999). 
1 -- ΄ ι᾽.-..ϑ 4 4. 
"5. γε γε γε γε γε γε 
οἾ 9. 768. ΟΥ̓ ΈΥ 
γιϑ.Ὑ οροι γῇ. 


πο (τ) (5) - ἔτοντ᾽ 





4168. 


65--7 8 9- Υ8. 
Νὰ ἀποδειχϑοῦν αἱ κάτωθϑι ἰσότητες : (998). 
ΕΥ̓ δ᾽ γε, --- -- 
1170. --ξξΞ --ττ- τς τγξεξστοπεξε- τι (5-ΕὙΓΒ )(2-ΕΥ 3 
γε τ ὺγετ-γᾺξ (6: ΕΥ̓} (2-Ὁ ) 
ι᾽ὃὃὃὁ ὁ ὁἕἝἕἝἕοὅὃ ᾽ν. ὃ ὃἮ 
7. ὙαΟΥ͂ γε 997 ἃ --δ. (Σχολὴ 'Αεροπορίας) 


Νὰ ἀποδειχϑοῦν αἱ κάτωϑι σχέσεις : (994), 
8 





γτοι  Ἰ|ϑ-Υ 8 
1172. γβ.ι ἜΞΣΕΣ 
“175. 183 - 9ὉΥ8 





: . 
ωὙ75 ὙσμοΥ 5. 


᾿Ασκήσεις σιρὸς ἐπανάληψιν ἐπὶ τῶν κεφαῖ. τοῦ Β᾽ Βιβλίον 221 
Νὰ ἀποδειχϑοῦν αἱ κάτωϑι σχέσεις : (996). 
φΠπ-- π᾿ «φππι--- 
ἤντενγττι. ἡήτ γγετ γε 
Ηΐτ ἡνν 
Υγ8 -- ἸγΣ -ἰ 


ἣ Ν π΄ --5ξξ-- 
(4175. 7. "Ξ Ἐπ Ξυνεξε. ΞΞπτα υγετε., 


1174. 





1176, (999). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἦ παράστασις 
γαμεγατι «γα ὩΥ ΑΞ --ἢ, ἐὰν ακ8 
τεῦῦα -ἰ, ἐὰν α»»3. 
1177. (1000). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἣ παράστασις 
γΥΡμΈΥΠΡΩμ Υ τῊμ- ΥΓΤΩμ. --Υ̓ 8 ΟὙΓΕΒμ,, ἐὰν μ»ῦ 








Ξε Υ ἢ ἐὰν με. 
1178. (1001). Νὰ ἀποδειχϑῇ ἢ ταυτότης 
1 ΜΕΝ 1 
νήνει -ἰ τὴν ἦν γνεῖ᾿ 


Κατόπιν αὐτοῦ νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ ἄϑροισμα 
1 " 1 1 
ἸΥΣΩΥΤ ἡ ὉΥΞΗΥ͂Σ ἡ ἘΥώΦ δ ΤΠ  Ὑγττ ντηντ᾽ 


"Ἐὰν εἶναι 


ΓΙ 


- ὑπ νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι καί; (1003). 
8 


Χ ηιΙ χ᾽ -- συγ 3ω" Σ 1| χῦ-- γὼ 
4179. τ ΞἸΥ̓ΞΞΞΞ Ἐὰν 1180. -Ξ -᾿ τ Ξ- ξεν 








ΕΝ γὼ 

1181 » Υχν γὼ ἢ χ 
᾿ -- 8 8 

« ΥἝ ὑρς γ5ν 

α 


1182. Υαχ ΤΥ͂ΡΥ τ Υγω -- Υ̓ βεὺ Ἐν Τα) 
4183. γαὰχ ΕΥ̓ΡῪ - γγρὼ -- γα β-γρί Εν -α)- 
4164. (1004). ᾿Εάν εἶναι δ Ξ- Ξ τι , ὅπου αι β; α΄, β΄, α΄,β΄ 
εἶναι ϑετικοὶ ἀριϑμοί, ϑὰ εἶναι ἐπίσης καὶ 
Υὰβ ἜΥ̓αΡ' Ὁ γα’ -- γα ξα  α ἼΡΈβΞΒΊ.. 
Τὸ ἀνείστροφον ἀληϑεύει ; 
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1185. (1006). “Ὑποϑέτομεν, ὅτι χεξα, γξξβ ἱκανοποιοῦν τὴν σχέσιν 
γΞ Υὸχ᾽ 1. Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἡ σχέσις αὐτὴ ἐπαληϑεύεται καὶ διὰ 
χεϑϑα- 2β, γεξέα-[83β καὶ διὰ χ-εδϑα--2β, γε---4α-8β. 


1186. (1008). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ πολυώνυμον 
: ΕᾺ 


4 -ἡ 
8 5 


φίχ)τεχ--α ὅ β-1(ἀ"-Ἐβὴ)χ- β ΕΗ μηδενίζεται διὰ χετα ὃ β 
ἢ 1 


Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ πηλίκον τοῦ φίχ) διὰ χ--αβ ἥ. 
1187.. (1009). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ πολυώνυμον χ'-8χ- 2 μηδενίζεται 


1 


- ξ: 
διὰ. χε ὃ --" --ἰΥ.--ἢ ὃ. 


Νὰ ἐπαληϑευϑοῦν αἱ κάτωϑι ταυτότητες : (1010). 


11 .Δ1 
1188. ( Ἐπ Ἐ 0. } πὶ Ξ 6 ΞΡ): } ἘΞ ῤ τ 


ΒΕ ἘΣ 1 ΕΣ 
4189. 5235 ἰ9χ-{χ’--αὐ τῶν 5 ᾿ τῆν --ἰαΑ-- αὐ 


1190. (μοῦ ΕΣ Ἔ (μεεῦε τ)τς ( 665). 


ΒΙΒΛΙΟΝ ΤΡΙΤΟΝ 


ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΚΑΙ ΠΡΟΒΛΉΜΑΤΑ 
ΤΟΥ ΠΡΏΤΟΥ ΒΑΘΜΟΥ 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Α’' 


ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΟΥ ΠΡΩΤΟΥ ΒΑΘΜΟΥ ΜΕ ΈΝΑ ΑΓΝΩΣΤΟΝ 





1. -“Ορισμοὶ 


239. Πρόβλημα. Τὸ τριπλάσιον ἑνὸς ἀριϑμοῦ εἶναι 12. Ποῖος 
εἶναι ὁ ἀριϑμός ; 

Εἶναι φανερόν, ὅτι ὁ ζητούμενος ἀριϑμὸς εἶναι ὁ 4 διότι μόνον 
ὁ τριπλάσιον τοῦ 4 εἶναι ἴσον μὲ 12. ᾿ 


940. Ἐξισώσεις. Εἷς τὸ προηγούμενον πρόβλημα ἐζητήσαμεν 
"ὰ εὕρωμεν ἕνα ἀριϑμόν, τοῦ ὁποίου τὸ τριπλάσιον νὰ εἶναι ἴσον μὲ 12. 

᾽Εὰν παραστήσωμεν τὸν ζητούμενον αὑτὸν ἀριϑμὸν μὲ χ, τὸ 
οιπλάσιόν του ϑὰ παρασταϑῇ μὲ χ΄ ὃ ἢ ὅχ. ᾿Επειδὴ δὲ τὸ 8Χχ εἶναι 
σον μὲ 12, ἔχομεν τὴν ἰσότητα ὅΧχΧΞΞ12. () 

Ἢ ἰσότης αὑτὴ ἀληϑεύει μόνον, ὅταν δώσωμεν εἷς τὸ γράμμα τ 
ὴν τιμὴν χεΞά, ᾿Εὰν δώσωμεν εἷς τὸ χ ἄλλην τιμὴν ἐκτὸς τῆς τιμῆς 
ξεξά4, ἢ ἰσότης (1) δὲν ἀληϑεύει. 

Πράγματι, διὰ χεεδ, τὸ πρῶτον μέλος τῆς (1) δίδει 8: ὅ ἢ 18, 
τὸ ὅποῖον εἶναι διάφορον τοῦ δευτέρου μέλους της 12. 

"Επίσης ἣ ἰσότης ὄχξξιο (2) 
ἄληϑεύει μόνον διὰ χΞΞ2. 

Αἱ ἰσότητες (1) καὶ (2) λέγονται ἐξι σώσεις. 

Γενικῶς : Κάϑε ἰσότης, ἡ ὁποία ἀληϑεύει μόνον, ὅταν τὸ γράμμα 
ἢ τὰ γράμματα, ποὺ περιέχει, λάβουν καταλλήλους τιμὰς λέγεται ἐ ὃ (- 
σωσις ἢ ἰσότης ὑπὸ ὄρους. ᾿ 
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Τὰ γράμματα, τὰ ὁποῖα περιέχει μία ἐξίσωσις καὶ τὰ ὁποῖα πρέ- 
πει νὰ λάβουν τὰς καταλλήλους τιμὰς διὰ νὰ ἀληϑεύῃ αὕτη, λέγονται 
ἄγνωστοι τῆς ἐξισώσεως. 

Τὸ μέρος μιᾶς ἐξισώσεως, τὸ ὅποϊῖον εὑρίσκεται ἀριστερὰ τοῦ -ΞΞ 
λέγεται πρῶτον μέλος τῆς ἐξισώσεως καὶ τὸ μέρος, 
τὸ ὁποῖον εὑρίσκεται δεξιὰ τοῦ -Ξ λέγεται δεύτερον μέλος 
τῆς ἐξισώσεως. ὃ 


241. Ταυτότης. Εἷς τὴν 8 148 εἴδομεν, ὅτε ταυτότης λέ: 
γεται ἡ ἰσότης δύο ἰσοδυνάμων ἀλγεβρικῶν παραστάσεων. 

Δηλ. ταυτότης εἶναι μία ἰσότης, ἡ ὁποία ἀληϑεύει πάντοτε, 
οἷανδήποτε τιμὴν καὶ ἂν λάβουν τὰ γράμματα, τὰ ὅποϊα ἔχει. 

Π.χ. αἱ ἰσότητες α(α-β)ιεξα-αβ καὶ χ"--ο-Ξ- (χ-ἰ-3)(.--- 3) εἶναι 
ταυτότητες. Γ 

242. Διάφορα εἴδη ἰσοτήτων. ᾿Εκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν, 
ὅτι αἷ ἰσότητες διακρίνονται : 

1ον. Εἰς ἀριϑμητικὰς ἰσότητας;, δηλ. εἰς ἰσότητας. 
αἱ ὅποῖαι περιέχουν μόνον ἀριϑμούς. 

Π.χ. 12---73Ξ5 9---19-:---Ἰ1, 

8ον. Εἷς ἐγγραμμάτους ἰσότητας, δηλ. εἰς ἰσότητας, 
αἱ ὅποῖαι, ἐκτὸς τῶν ἀριϑμῶν, περιέχουν καὶ γράμματα. ᾿ 

Αἴ ἐγγράμματοι ἰσότητες διακρίνονται εἷς ταυτότητας καὶ 
εἰς ἐξισώσεις. 


943, Ταξινόμησις τῶν ἐξισώσεων. Μία ἐξίσωσις λέγεται ἁ οι ϑ 
μητικὴ ἐξίσωσι ς, ὅταν δὲν περιέχῃ ἄλλα γράμματα ἐκτὸς τῶν 
ἀγνώστων. : 

Μία ἐξίσωσις λέγεται ἐγγροάμματο ς, ὅταν ἐκτὸς τῶν ἀγνώ. 
στῶν περιέχῃ καὶ ἄλλα γράμματα. τὰ ὁποῖα παριστάνουν ποσότητας, αἷ 
ὁποῖαι ϑεωροῦνται ὡς γνωσταί. 

Π.χ. ἡ 3χ- 5-εχ- ὃ εἶναι μια ἀριθμητικὴ ἐξίσωσις. 

ἡ αχτβεβχ. » » ἐγγράμματος » 

Μία ἐξίσωσις εἶναι ἀκεοαία, ὅταν ὅ ἄγνωστός της δὲν εὗρί. 

σκεται εἷς τὸν παρονομαστήν᾽ ἄλλως λέγεται κλασματικ ή. 


ὑὸς Ξε Σ-ΞΞ ΞΣ. -- 7 εἶναι μία ἀκεραία ἐξίσωσις. 


2χ- 1:3 .᾿ δχ 
-Ξξξ. Ἢ 3: χτὶῖ » » κλασματικὴ » 





Π. χ. ἡ ἐξίσωσις 





Μία ἐξίσωσις εἶναι ο ἡ τή, ὅταν ὅ ἄγνωστος δὲν εὑρίσκεται ὑπὸ 
τὸ ριζικόν᾽ ἄλλως λέγεται ἄρρητος ἐξίσωσις. 
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Π.0χ. αἱ ἐξισώσεις .3χ-5ΞΞ12 καὶ αχ’-Εβχ- γΞξο εἶναι ρ ηταὶ ἐξι- 
σώσεις. 

Ἢ ἐξίσωσις Ὑ2χ-μόΞεχ--Ἴ εἶναι ἄρρητος ἐξίσωσις. 

Μία ἐξίσωσις λέγεται ἐξίσωσις μὲ ἕνα, δύο, τρεῖς 
ἀγνώστου ς, ὅιαν περιέχῃ ἕνα, δύο, τρία γράμματα, ἕκαστον τῶν 
ὁποίων παριστάνει καὶ ἕνα ἄγνωστον. 

Μία ἐξίσωσις μὲ ἕνα ἄγνωστον παρίσταται συμβολικῶς 

Α(χ)ξξβίχ). 
Ὁμοίως ἣ συμβολικὴ παράστασις 
Α(χ, Υ͂, ὦ, . «- ͵ΞξΒᾷ, Υ, ὦ, .. .) 
παριστάνει μίαν ἐξίσωσιν, ἢ ὁποία ἔχει, ὡς ἀγνώστους, τὰ γράμματα 
Χ,ιν, γε τννΨ 


244, Ρίξαι μιᾶς ἐξισώσεως. 41 ἰδιαίτεραι τιμαί, τὰς ὁποίας 
πρέπει νὰ λάβουν οἵ ἄγνωστοι μιᾶς ἐξισώσεως, διὰ νὰ ἐπαληϑεύουν τὴν 
ἐξίσωσιν, λέγονται ρίξαι ἢ λύσεις τῆς ἐξισώσεως. 

Πιχ. Ἡ ἐξίσωσις 2χ-{-8--χ- [13 ἀληθεύει διὰ πε:δ' ἡ τιμὴ χεϑϑ 
εἶναι ρί ζ α τῆς ἐξισώσεως αὐτῆς ἢ καὶ λύσις αὐτῆς, 

2456. ᾿Ισοδύναμοι ἐξισώσεις. Δύο ἐξισώσεις εἶναι ἴσο ὃ ὑν α- 
μοιν ὅταν ἔχουν τὰς αὐτὰς λύσεις᾽ δηλ. ὅταν κάϑε ρίζα τῆς πρώτης 
ἐξισώσεως ἐπαληϑεύει τὴν δευτέραν καὶ κάϑε ρίζα τῆς δευτέρας ἐπαλη- 
ϑεύει τὴν πρώτην. 

ΠΟχ. αἱ ἐξισώσεις 3χ-5ΞΞ26 καὶ χ-ά4Ξ:2χ---3 εἶναι ἰσοδύναμοι, 
διότι ἔχουν τὴν αὐτὴν. λύσιν χεΞ7. 

246. Λύσις μιᾶς ἐξισώσεως. “Ἢ εὕρεσις τῶν ριξῶν ἢ τῶν λύ 
σεῶν μιᾶς ἐξισώσεως λέγεται λύσις τῆς ξἐξισώσεως. 

Διὰ νὰ λύσωμεν μίαν ἐξίσωσιν, μετασχηματίζομεν αὑτὴν διαδο- 
χικῶς εἷς ἄλλας ἐξισώσεις ἰσοδυνάμους μέχρις, ὅτου λάβωμεν 
μίαν τελικὴν ἐξίσωσιν, τῆς ὁποίας αἴ ζητούμεναι ρίξαι εἶναι προφα- 
νεῖς, ὅπως χεεῦ, χβξα-Ἐβ. 

Ὃ μετασχηματισμὸς μιᾶς ἐξισώσεως εἷς ἄλλην ἰσοδύναμον ἐξί- 
σωσιν στηρίζεται ἐπὶ τῶν κάτωϑι ἰδιοτήτων τῶν ἐξισώσεων. 


2. ᾿Ιδιότητες τῶν ἐξισώσεων 


241. ᾿Ιδιότης Ι. ᾿Εὰν προσϑέσωμεν ἢ ἀφαιρέσωμεν καὶ εἰς 
τὰ δύο μέλη μιᾶς ἐξισώσεως τὴν αὐτὴν σοσότητα, λαμβάνομεν 
ψίαν ἰσοδύναμον ἐξίσωσιν. 
᾿ ᾿Υπόϑεσις : “Ἔστω ἣ ἐξίσωσις ὃχ-[ ὅτε-4χ-- 1 () 

"Ἄλγεβρα--Π΄ Γ. Τόγκα Τόμος Α 8 
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"Ἐὰν προσϑέσωμεν καὶ εἷς τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως (1) τὴν’ 

αὐτὴν ποσότητα 8χ-- 2 λαμβάνομεν τὴν ἐξίσωσιν 
(,χ- δ)-(8κ---2)--(ἀχ --ἡ-(ὃκ ---3) (2) 

Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι αἱ ἐξισώσεις (1) καὶ (2) εἶναι 
ἰσοδύναμοι. 

"ἀπόδειξις. Ἢ ἐξίσωσις (Π) ἀληϑεύει διὰ χεεδ. ᾿Εὰν ἀντικα’ 
ταστήσωμεν εἷς τὴν () τὸ χ μὲ τὴν τιμήν του ὃ λαμβάνομεν τὴν 
ἀρυιϑμητικὴν ἰσότητα 

9.8- [ὅτε 4.8--}Δ ἢ 11ΞΞ1]. 

"Ἐὰν προσϑέσωμεν καὶ εἷς τὰ δύο μέλη τῆς ἀριϑμητικῆς αὑτῆς 
ἰσότητος τὸν ἀριϑμὸν 8: 8ὃ-Ξεῖὶ (δηλ. τὴν ἀριϑμητικὴν τιμὴν τοῦ 
8χ--- διὰ χ-Ξ-ϑ8) λαμβάνομεν τὴν ἀριϑμητικὴν ἰσότητα 

(2.83 [8)--(8- 8-23)-:Ξ(4- 8-ι) (δ. 8--ΞῸ92ὺ ἢ 11-ΓἸΞΞῚ1-Ἐἴ 
᾿Αλλὰ ἡ τελευταία αὑτὴ ἰσότης παριστάνει᾽ τὴν ἀριϑμητικὴν τι- 
μήν, τὴν ὁποίαν λαμβάνουν τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως (2), ὅταν 
ἀντικαταστήσωμεν εἰς αὑτὴν τὸ Χ διὰ τοῦ ὃ. 

“Ὥστε ἡ λύσις χεΞ-8 τῆς ἐξισώσεως (1) εἶναι καὶ λύσις τῆς ἔξι- 
σώσεως (3). 

"Αντιστρόφως. Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν τώρα, ὅτι λύσις τῆς 
ἐξισώσεως (2) εἶναι καὶ λύσις τῆς ἔἐξισώσεως (η. : 

"Απόδειξι : Ἢ ἐξίσωσις (2) ἀληϑεύει διὰ χϑξϑ. ᾿Εὰν ἀντικα- 
ταστήσωμεν εἷς τὴν (9) τὸ χα μὲ τὴν τιμήν του 8 λαμβάνομεν τὴν 
ἀριϑμητικὴν ἰσότητα ᾿ 

(2-8-)-(8.3-δγεε(4. 8-}- Γ(8 8--.Ὁ ἢ 11 ͵ΞΞ11-Ἐ1. 

"Ἐὰν ἀφαιρέσωμεν καὶ ἀπὸ τὰ δύο μέλη τῆς ἀροιϑμητικῆς αὑτῆς 
ἰσότητος τὸν ἀοιϑμὸν 8. ὃ--ξΖ, λαμβάνομεν τὴν ἀριϑμητικὴν ἰσότητα 

2. 8-πῦτε4. 8--1 ἢ 11:11. 

"Αλλὰ ἡ τελευταία αὑτὴ ἀριϑμητικὴ ἰσότης παριστάνει τὴν ἄρι" 
ϑμητικὴν τιμήν, τὴν ὁποίαν λαμβάνουν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώ- 
σεως (1), ὅταν ἀντικαταστήσωμεν εἷς αὐτὴν τὸ Χ διὰ τοῦ 8. 

“Ὥστε ἢ λύσις τῆς ἐξισώσεως (2) εἶναι καὶ λύσις καὶ τῆς ἐξισώ" 
σεως (1). ᾿Επομένως κατὰ τὸν δορισμὸν τῶν ἰσοδυνάμων ἐξισώσεων, 
αἵ ἐξισώσεις (1) καὶ (2) εἶναι ἰσοδύναμοι. 

Γενικῶς : Ἔστω μία ἐξίσωσις : 

Α(χισιω, ...ἸεξΒίχ, γον...) (ἢ) 
ἡ ὁποία περιέχει τοὺς ἀγνώστους ΧιΥ ὦ, -.- 

Ἐὰν προσθέσωμεν καὶ εἷς τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως () τὴν αὐτὴν 

ἀλγεβρικὴν παράστασιν φίκ,γ ὦ; «. .)ν θὰ προκύψῃ ἡ ἐξίσωσις 


Α(χ,νιώ, 4. γἘ φίχ,γ ὦ, -ον )ξξΒίχ,γιω, “0 γε φίχ,γ ώ, εἰς “ἢ (2 
Θὰ δείξωμεν, ὄὅτι αἱ ἐξισώσεις (1) καὶ (2) εἶναι ἰσοδύναμοι. 
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Πράγματι᾽ ἔστω χεεα, γεξξβ, ὠξξυ,... μία λύσις τῆς ἐξισώσεως (1) 

Ἐὰν ἀντικαταστήσωμεν εἰς τὴν (1) τοὺς ἀγνώστους χιγίω, .. μὲ τὰς 
τιμάς των α;β.γ;..-. θὰ λάβωμεν μίαν ἀριθμητικὴν ἰσότητα 

Α(α,β,γ.... .)ΞξΒία,β,γ. ...). 

᾿Ἐὰν προσθέσωμεν καὶ εἰς τὰ δύο μέλη τῆς ἀριθμητικῆς αὐτῆς ἰσότη- 

τος τὸν αὐτὸν ἀριθμὸν φία,β,γΥ,..-.), θὰ λάβωμεν τὴν ἀριθμητικὴν ἰσότητα 
. Α(α,β,γ.ν... φία,β,γ,... . )Ξ Βία,β,γ.... Ε φία,β,γ. ...). 

᾿Αλλὰ ἡ τελευταίᾳ αὐτὴ ἀριθμητικὴ ἰσότης παριστάνει τὴν ἀριθμητι- 
κὴν τιμήν, τὴν ὁποίαν, λαμβάνουν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως (2), ὅταν 
ἀντικαταστήσωμεν εἰς αὐτὴν τοὺς ἀγνώστους χιγίω,.. μὲ τὰς τιμάς τῶν 
αι, β,γ,. . . ἀντιστοίχως. . 

“Ὥστε ἢ λύσις ἀξξα, γξξβ, ὠξξγ,... τῆς ἐξισώσεως (1) εἶναι 
καὶ λύσις τῆς ἐξισώσεως (9). 

᾿Αντισιρόφως Θὰ δείξωμεν τώρα, ὅτι κάθε λύσις τῆς ἐξισώσεως (2) 
εἶναι καὶ λύσις τῆς ἐξισώσεως (1). 

Ἔστω χῖΞξα, γεξβ, ὠξξϑγ,... μία λύσις τῆς ἐξισώσεως (2). 

᾿Εὰν ἀντικαταστήσωμεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (2) τοὺς ἀγνώστους χ,γ,ω, ... 

, μὲ τὰς τιμάς τῶν α,β,γ,... θὰ λάβωμεν τὴν ἀριθμητικὴν ἰσότητα 
Α(α,β,γ, ον )Έφία,β,γ, “ον ἸξξΒία,β,γ, τον ΈἘ φία,β,γ, ...}, 

Ἐὰν ἀφαιρέσωμεν καὶ ἀπὸ τὰ δύο μέλη τῆς ἀριθμητικῆς αὐτῆς ἰσό- 
τητος τὸν αὐτὸν ἀριθμὸν φία,β,γ;,...), θὰ προκύψῃ ἡ ἀριθμητικὴ ἰσότης 
Α(α,β,γ.... ἸξξΒία,β,γ....} 

᾿Αλλὰ ἡ τελευταία αὐτὴ ἀριθμητικὴ ἰσότης παριστάνει τὴν ἀριθμητι- 
κὴν τιμήν, τὴν ὁποίαν λαμβάνουν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως (1) διὰ 

χιξα, γξξβ, ὠξξυ,... 

“Ὥστε ἡ λύσις ἀξξξα, ῃυξξβ, ὠξξγ,... τῆς ἐξισώσεως (2) εἶναι 
καὶ λύσις τῆς ἐξισώσεως (1). 

“Ἐπομένως αἱ ἐξισώσεις (1) καὶ (2) εἶναι ἰσοδύναμοι. 

Ἡ ἰδιότης αὐτὴ ἰσχύει καὶ ὅταν ἀφαιρέσωμεν καὶ ἀπὸ τὰ δύο μέλη 
τῆς ἐξισώσεως (1) τὴν αὐτὴν ἀλγεβρικὴν παράστασιν φία,β,γΥ,...), διότι ἀρ- 
κεῖ νὰ προσθέσωμεν καὶ εἰς τὰ δύο μέλη της τὴν παράστασιν ---φία,β,γ,...). 

Παρατήρησις : Ἢ προηγουμένη ἀπόδειξις προὐποθέτει, ὅτι ἡ παράστα- 
σις φία,β,γ....) ἔχει μίαν ἀριθμητικὴν τιμὴν διὰ χεεα, γεξβ, ὠξξγ,... 
ἄλλως αἱ ἐξισώσεις (1) καὶ (2) δὲν εἶναι ἰσοδύναμοι. 

Π.χ. αἱ ἐξισώσεις χεΞ5 καὶ γχ- ΕΥ̓͂ 4--α--5- ΕΥ̓ 4---΄ δὲν εἶναι ἰσοδύνα- 
μοι, διότι διὰ χΞε5 ἡ παράστασις Υ̓ 4--κ γίνεται Ὑ --Ἴ, ἡ ὁποία δὲν ἔχει 
ἀριθμητικὴν τιμήν. 


2948. Πόρισμα 1. "ἔστω ἡ ἐξίσωσις 8χ-- ὅτεεῦχ-Ε10. ᾽Εὰν 
προσϑέσωμεν καὶ εἷς τὰ δύο μέλη της τὸν ἀριϑμὸν ὅ, λαμβάνομεν τὴν 
ἰσοδύναμον ἐξίσωσιν 

8χ--ὅὃ- 1 ὄπεχ- 10- 5 ἢ ϑχξξῶχ- 10-[ δ, 

Παρατηροῦμεν, ὅτι ὁ ὅρος ---ὅ μετεφέρϑη ἀπὸ τὸ πρῶτον μέλος 
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τῆς δοϑείσης ἔἐξισώσεως εἷς τὸ δεύτερον μέλος της μὲ ἠλλαγμένον τὸ 
σημεῖον του. Ὥστε : 

Δυνάμεϑα νὰ μεταφέρωμεν ἕνα ὅρον ἐκ τοῦ ἑνὸς μέλους μιᾶς 
ἐξισώσεως εἰς τὸ ἄλλο μέλος της, ἀρκεῖ γὰ ἀλλάξωμεν τὸ ση» 
μεῖον του. 


9249, Πόρισμα 11. Κάϑε ἐξίσωσις δύναται νὰ τεϑῇ ὑπὸ 
τὴν μορφὴν Α(χ,γ,ὼ, . . .͵550. 
Διότι ἀρκεῖ νὰ μεταφέρωμεν ὅλους τοὺς ὅρους τοῦ δευτέρου μέ- 
λους της εἷς τὸ πρῶτον, ὁπότε τὸ δεύτερον μέλος γίνεται μηδέν. ͵ 
ΠΧ. ἡ ἐξίσωσις 5χ--ὅΞε2χ-Ε10 δύναται νὰ γραφῇ 
δχ--6--2χ-- Ἰῦξξο ἢ. 3χ--Ἰόδεξο. 


2580. ᾿διότης 11. ᾿Εὰν πολλαπλασιάσωμεν (ἢ ἐὰν διαιρέσω- 
μεν) καὶ τὰ δύο μέλη μιᾶς ἐξισώσεως, ἐπὶ τὴν αὐτὴν ἀλγεβρικὴν 
παράστασιν (ἡ ὁποία εἶναι πάντοτε ὡρισμένη καὶ διάφορος τοῦ 
μηδενὸς) λαμβάνομεν μίαν ἐξίσωσιν ἰσοδύναμον μὲ τὴν δοθεῖσαν. 


Π.χ. αἱ ἐξισώσεις 3χ-| 4ΞΞ2χ- 6 καὶ (9χ- (4): Ἰοξξίῶκ-6) "10. εἶναι 
ἰσοδύναμοι. Ἡ ἀπόδειξις γίνεται ὅπως εἰς τὴν 8 247. 

Γενικῶς : “Ὑπόϑεσις : Ἔστω ἡ ἐξίσωσις Α(χ)ΞΞΒί;χ) “ () 

Ἐὰν πολλαπλασιάσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως (1) ἐπὶ τὴν 
ἀλγεβρικὴν παράστασιν μ, ἡ ὁποία ἔχει μίαν ἀριθμητικὴν τιμὴν διάφορον 
τοῦ μηδενὸς καὶ ἡ ὁποία δὲν περιέχει ἀγνώστους, θὰ προκύψῃ ἡ ἐξίσωσις 

μ- Αἰ)ξε μ- Βα) Γ 

Συμπέρασμα: Θὰ δείξωμεν, ὅτι αἱ ἐξισώσεις (1) καὶ (2 εἶναι ἰσο- 
δύναμοι. 

"Απόδειξις: Ἔστω - χεΞξα μία λύσις τῆς ἐξισώσεως (). Ἐὰν ἀντικατα- 
στήσωμεν εἷς τὴν (1) τὸ χ διὰ τοῦ α, θὰ λάβωμεν τὴν ἀριθμητικὴν ἰσότητα 
Α(οὺ) ΞΞ Β(ο). 

Ἐὰν πολλαπλασιάσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἀριθμητικῆς αὐτῆς ἰσό- 
τητος ἐπὶ τὸν αὐτὸν ἀριθμὸν μ, θὰ προκύψῃ ἡ ἰσότης 

μ- Α() ΞΞ μ' Βιο). 

Ἡ τελευταία αὐτὴ ἰσότης παριστάνει τὴν ἀριθμητικὴν τιμήν, τὴν ὁποίαν 
λαμβάνουν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως (Ὁ), ὅταν ἀντικαταστήσωμεν εἰς 
αὐτὴν τὸν ἄγνωστον Χ μὲ τὴν τιμήν τοῦ α. ᾿ 

“Ὥστε: ἡ λύσις αξξξα τῆς ἐξισώσεως (1) εἶναι καὶ λύσις τῆς ἐξισώ- 
σεως (2). 

’Αντισερόφως : Θὰ δείξωμεν τώρα, ὅτι κάθε λύσις τῆς ἐξισώσεως (2) 
εἶναι καὶ λύσις τῆς ἐξισώσεως (1). , 

Ἔστω χεκα μία λύσις τῆς ἐξισώσεως (2). 


« “Ὑποϑέτομεν, ὅτι ἢ ἐξίσωσις ἔχει ἕνα ἄγνωστον ἧ ἀπόδειξις ὅμως 
ἰσχύει καὶ δι᾽ ἐξισώσεις μὲ περισσοτέρους ἀγνώστους. 
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Ἐὸὰν ἀντικαταστήσωμεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (2) τὸ χ μὲ τὴν τιμήν του α 

λαμβάνομεν τὴν ἀριθμητικήν ἰσότητα 
μ' Α(α)ξξε μ. Β(ο). 

᾿Ἐὰν διαιρέσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἀριθμητικῆς αὐτῆς ἰσότητος διὰ 

τοῦ ἀριθμοῦ μ, λαμβάνομεν τὴν ἀριθμητικὴν ἰσότητα 
Α(ολ) ΞΞ Βι(ο). 

᾿Αλλὰ ἡ τελευταία αὐτὴ ἰσότης παριστάνει τὴν ἀριθμητικὴν τιμήν, τὴν 
ὁποίαν λαμβάνουν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως (1), ὅταν ἀντικαταστή- 
σωμεν τὸν ἄγνωστον χ μὲ τὴν τιμήν του α. 

ἽΩστε: ἣ λύσις ἀξξα τῆς ἐξισώσεως (3) εἶναι καὶ λύσις τῆς ἔξι- 
σώσεως (1). ᾿ 

“Ἑπομένως αἱ ἐξισώσεις (1) καὶ (2) εἶναι ἰσοδύναμοι. 

Μὲ τοὺς αὐτοὺς συλλογισμοὺς ἀποδεικνύομεν, ὅτι ἡ ἰδιότης αὐτὴ ἰσχύει 
καὶ ὅταν διαιρέσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως διὰ τοῦ ἀριθμοῦ μ, 


διότι ἡ διαίρεσις διὰ μ, ἀνάγεται εἰς τὸν πολλαπλασιασμὸν ἐπὶ πὶ 


251. Πόρισμα 1. δυνάμεϑα νὰ ἀλλάξωμεν τὰ σημεῖα ὅλων 
τῶν ὅρων μιᾶς ἐξισώσεως. 

Διότι ἀρκεῖ νὰ πολλαπλασιάσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη της ἐπὶ --Ἰ. 

Π.χ. αἱ ἐξισώσεις 2χ--ὅξεχ- 5 καὶ --2χ-: 8----α -5 εἶναι 
ἰσοδύναμοι. 


252. Πόρισμα 1. δυνάμεϑα νὰ ἀπαλείψωμεν ὅλους τοὺς 
ἀριϑμητικοὺς παρονομαστὰς τῶν ὅρων μιᾶς ἐξισώσεως. 

Πρὸς τοῦτο ἀρκεῖ νὰ τρέψωμεν τοὺς ὅρους τῆς ἐξισώσεως εἷς 
ὁμώνυμα κλάσματα καὶ ἔπειτα νὰ πολλαπλασιάσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη 


της ἐπὶ τὸν κοινὸν παρονομαστήν. 

Π.χ. Ἔστω ἡ ἐξίσωσις ΞΖ μ»--- Ἷ ᾿ 

Τρέπομεν ὅλους τοὺς ὅρους τῆς ἐξισώσεως εἰς ὁμώνυμα κλάσματα μὲ 
κοινὸν παρονομαστὴν τὸ ἐκκιπ. 30 τῶν παρονομαστῶν τῶν καὶ ἔχομεν: 

45. 155. 2χ ΤῸ 
30 323. 3830 30᾽ 

Πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς τελευταίας ἐξισώσεως ἐπὶ 30 
καὶ λαμβάνομεν τὴν ἰσοδύναμον ἐξίσωσιν 45χ- 150ΞΞ24χ---70, ἡ ὁποία 
δὲν ἔχει παρονομαστάς. 

Εἷς τὴν. πρᾶξιν, πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώ" 
σεως ἐπὶ τὸ ἔνκιπ. τῶν παρονομαστῶν, χωρὶς προηγουμένως νὰ τρέ- 
ψώμεν ὅλους τοὺς ὅρους της εἷς ὁμώνυμα κλάσματα. 

Π.χ' εἰς τὸ προηγούμενον παράδειγμα πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο 
μέλη τῆς δοθείσης ἐξισώσεως ἐπὶ τὸ ἐκκιπ. 30 τῶν τορονοιαρτον τῶν ὅρων 
της καὶ ἔχομεν τὴν͵ ἰσοδύναμον ἐξίσωσιν 


280 ᾿ "1διότητες τῶν ἐξισώσεων 


3Χχ τ ΑΧὶ τοο,. Ἴ᾽ 
᾿ 35 .305.30-- δ .30-- τ. 30 


ἢ μετὰ τὴν ἁπλοποίησιν 
3χ. 15-:.5.30 τε ἀκ. 6--7.10 ἢ 45χ- 150 ΞΞ 24.---70. 

Διὰ νὰ ἐξαλείψωμεν τοὺς παρονομαστὰς μιᾶς ἄκεραίας ἐγγραμ" 
μάτου ἐξισώσεως, πρέπει νὰ ϑεωροῦμεν τὸ ἐ(κι.π. τῶν παρονομαστῶν 
της διάφορον τοῦ μηδεν ὃς καὶ ἔπειτα νὰ πολλαπλασιά": 
ἴωμεν καὶ τὰ δύο μέλη της ἐπὶ αὗτό. 

. χα χρὃ 
α β 
Τὸ ἐϊκιπ. τῶν παρονομαστῶν της εἶναι αβ. ᾿Εὰν αβξο, πολλα- 
πλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως αὑτῆς ἐπὶ αβ καὶ λαμβά- 
νομεν τὴν ἐξίσωσιν 


ο: ᾿ τ αβ-- στὸ ἐαβΞεὶ -αβ ἢ (χ-α)β---ἰκ-Ἐ β)αξξαβ, 


ἡ ὅποία εἶναι ἰσοδύναμος μὲ τὴν δοϑεῖσαν καὶ δὲν ἔχει παρονομαστάς. 





Π.χ. ἔστω ἡ ἐξίσωσις 





958. Ἰδιότης ΠΠ|. 2ον. ᾿Εὰν πολλαπλασιάσωμεν καὶ τὰ δύο 
μέλη μιᾶς ἐξισώσεως ἐπὶ μίαν ἀλγεβοικὴν παράστασιν, ἡ ὁποία 
περιέχει ἀγνώστους, εἰσάγομεν γενικῶς ξένας λύσεις. 

ον. ᾿Εὰν διαιρέσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη μιᾶς ἐξισώσεως διὰ 
τῆς αὐτῆς ποσότητος, ἡ ὁποία σεριέχει ἀγνώστους, παραλείπομεν, 
γενικῶς, λύσεις τῆς δοθείσης ἐξισώσεως. 

1ον Ὑπόϑεσις : “Ἔστω ἣ ἐξίσωσις ὄχεΞ90 (1), ἢ ὁποία ἔχει 
τὴν λύσιν ΧΕΞΑά. 

"Ἐὰν πολλαπλασιάσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη της ἐπὶ χ-Έϑ, λαμβάνο- 
μεν τὴν ἐξίσωσιν δχ(χ-8)ξξεῶοίχ - 8) (2) 

Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι ἦ ἐξίσωσις (9) ἔχει τὴν λύσιν 
χϑξά καὶ ἄλλην. 

"Απόδειξις : Ἢ ἐξίσωσις (2) δύναται νὰ γραφῇ 

ὄχ(χ - 8) --ροίχ- 8)5ΞΞ0 ἢ (χ-8)(ὅχ---20)ΞΞ0. 

Διὰ νὰ εἶναι τὸ γινόμενον τῶν δύο παραγόντων (χ-[-8) καὶ 

(ὅχ---30) ἴσον μὲ μηδὲν πρέπει νὰ εἶναι 
εἴτε χᾶξξο (8) εἴτε ὄχ--0--Ξὸ (4) 


"Απὸ τὴν (8) εὑρίσκομεν χΞε--8. καὶ ἀπὸ τὴν (4) χΞΞά. 

Παρατηροῦμεν, ὅτι ἧ ἐξίσωσις (2) ἔχει τὰς λύσεις ΧεΞά καὶ 
χε---8, δηλ. ἔχει, ἐχτὸς τῆς λύσεως ΧεΞά, τὴν ὁποίαν ἔχει καὶ ἡ ἐξί- 
σωσις (1), χαὶ τὴν λύσιν χε----8, ἦ ὁποία εἶναι ξένη πρὸς τὴν δοϑεῖ- 


σαν ἐξίσωσιν (1). 
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3ον. "Ἔστω ἡ ἐξίσωσις ὄχ(χ-[-8)ΞΞ290(χ-[-8), ἧ ὁποία ἔχει 
τὰς λύσεις ΧΞΞά καὶ χεΞ---ϑὅ. 

"Ἐὰν διαιρέσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως αὑτῆς διὰ τοῦ 
κοινοῦ παράγοντος χ- 83, λαμβάνομεν τὴν ἐξίσωσιν ὄχ-ΞΞ20, ἢ ὁποία 
ἔχει μόνον τὴν λύσιν χεΞεά. 

Τενικῶς : 1ον. ᾿Υπόϑεσις : Ἔστω ἡ.  ἐξίσωσις 

ΑΞΞΒ () 

Ἐὰν πολλαπλασιάσωμεν καὶ τά δύο μέλη της ἐπὶ τὴν ποσότητα Μ, ἡ 

ὁποία περιέχει ἕνα ἢ περισσοτέρους ἀγνώστους λαμβάνομεν τὴν ἐξίσωσιν 
ΑΙ ΜΞΒ.Μ.. ] 

Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι αἱ ἐξισώσεις (1) καὶ (2) δὲν εἶναι γενι- 
κῶς ἰσοδύναμοι. 

᾿Απόδειξις - Ἢ ἐξίσωσις (2) δύναται νὰ γραφῇ 

Α.Μ--Β. Με ἢ ΜΙΑ--Β):ξο, 

Διὰ νὰ εἶναι τὸ γινόμενον τῶν δύο παραγόντων Μ καὶ Α--Β ἴσον μὲ 
μηδὲν πρέπει ὁ ἕνας, τουλάχιστον, ἀπὸ τοὺς παράγοντάς του νὰ εἶναι ἴσος 
μὲ μηδέν, δηλ. πρέπει νὰ εἶναι 

εἴτε Ξξὸ εἴτε Α--ΒΞθο. 

Αἱ λύσεις τῆς ἐξισώσεως Α --Β-εξῸ ἐπαληθεύουν τὴν ἐξίσωσιν (1) ἀλλὰ 
αἱ λύσεις τῆς ἐξισώσεως ΜΞεῦ δύνανται νὰ μὴ ἐπαληθεύουν τὴν ἐξίσωσιν (1) 
καὶ ἑπομένως ἡ ἐξίσωσις (2) περιέχει ξένας ρίζας. 

Αἱ ἐξισώσεις λοιπὸν (1) καὶ (2) δὲν εἶναι γενικῶς ἰσοδύναμοι. 

3ον. 'Υπόϑεσις : Ἔστω ἡ ἐξίσωσις 

ΑΙ ΜΞξΞΒ.Μ 3 

Ἐὰν διαιρέσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως (3) διὰ τοῦ κοινοῦ 

παράγοντος Μ, ὁ ὁποῖος περιέχει ἀγνώστους, λαμβάνομεν τὴν ἐξίσωσιν 
, ΑΞξΒ (4) 

Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι αἱ ἐξισώσεις (3) καὶ (4) δὲν εἶναι, γενι- 
κῶς, ἰσοδύναμοι. 

᾿Απόδειξις : Ἢ ἐξίσωσις (3) γράφεται 

Α-Μ--Β  ΜξΞξὸ " ἢ Μί(Α --Β)ξξο 
καὶ ἑπομένως ἔχει τὰς λύσεις τῶν ἐξισώσεων 
Μεξοὸ καὶ Α--ΒΞὸ 
ἐνῷ ἡ ἐξίσωσις (4) ἔχει μόνον τὰς λύσεις, τὰς ὁποίας ἔχει ἡ ἐξίσωσις 
Α--Βξϑο. 

Παρατηροῦμεν, ὅτι, ἐὰν διαιρέσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως 
69) διὰ Μ, παραλείπομεν τὰς λύσεις τῆς ἐξισώσεως Μεξύ. 

9254 Σπουδαία παρατήρησις. Ὅταν καὶ τὰ δύο μέλη μιᾶς 
ἐξισώσεως ἔχουν ἕνα κοινὸν παράγοντα, ὅ ὁποῖος ἔχει ἀγνώστους, 
δὲν πρέπει ποτὲ νὰ ἁπλοποιοῦμεν τὴν ἐξίσω- 
σιν, διαιροῦντες καὶ τὰ δύο μέλη τῆς διὰ τοῦ 
κοινοῦ παράγοντος, διότι παραλείπομεν λύσεις τῆς δοϑεί" 
σης ἐξισώσεως᾽ ἀλλὰ πρέπει νὰ μεταφέρωμεν ὅλους τοὺς ὅρους τῆς 
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ξξισώσεως εἷς τὸ πρῶτον μέλος καὶ νὰ ϑέτωμεν τὸν κοινὸν αὐτὸν πα-" 
ράγοντα ἐκτὸς παρενϑέσεως. ᾿Εξισώνομεν ἔπειτα κάϑε παράγοντα μὲ 
τὸ μηδὲν καὶ εὑρίσκομεν τὰς λύσεις τῶν ἐξισώσεων, ποὺ ϑὰ προκύ- 
ψουν, αἵ ὁποῖαι εἶναι καὶ λύσεις τῆς δοϑείσης ἐξισώσεως. 

Π.χ. Ἔστω ἡ ἐξίσωσις (χ-Ἐθ)(Σ---4)Ξεϑχίσ --"4). Παρατηροῦμεν, ὅτι 
καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως αὐτῆς ἔχουν τὸν κοινὸν παράγοντα (χ--ὦ)- 

Μεταφέρομεν τὸ 3χίκ--4) εἰς τὸ πρῶτον μέλος καὶ ἔχομεν διαδοχικῶς 
(. -6..--4)---3.χ(α-ἦτεοὸ ἢ (5--4){5-6)---3Ξχ]ξὸ ἢ (χ---4(6---2χ)εξο. 

Διὰ νὰ εἶναι τὸ γινόμενον τῶν παραγόντων (χ--4) καὶ (6---2χ) ἴσον 
μὲ μηδέν, πρέπει νὰ εἶναι εἴτε χΧ---4ΞΞ0, εἴτε 6--2χεξο. 

Αἱ λύσεις τῶν ἐξισώσεων αὐτῶν εἶναι χεΞ4 καὶ χ--3, αἱ ὁποῖαι εἶναι 
καὶ λύσεις τῆς δοθείσης ἐξισώσεως. 

Ἐὰν εἴχομεν διαιρέσει καὶ τὰ δύο μέλη τῆς δοθείσης ἐξισώσεως διὰ 
(-.---4), θὰ ἐξηφανίζαμεν τὴν λύσιν ΧεΞ4. 

᾿Επίσης, ὅταν πολλαπλασιάξζωμεν καὶ τὰ δύο μέλη μιᾶς ἐξισώσεως 
ἐπὶ μίαν παράστασιν, ἣ ὁποία περιέχει ἀγνώστους, πρέπει ὄχι μόνον 
νὰ ἀποκχλείωμεν τὰς ξένας λύσεις, ἀλλὰ καὶ ἐκείνας, αἷ ὅποϊῖαι δίδουν 
ὡς λύσεις τὸ ἄπειρον. 


955. Βαϑμὸς μιᾶς ἐξισώσεως. Διὰ νὰ ὁρίσωμεν τὸν βαϑμὸν 
μιᾶς ἄκεραίας καὶ ρητῆς ἐξισώσεως, μεταφέρομεν ὅλους τοὺς ὅρους 
της εἷς τὸ πρῶτον μέλος, κάμνομεν ἀναγωγὴν τῶν ὁμοίων ὅρων, καὶ 
δίδομεν εἷς τὴν ἐξίσωσιν τὴν μορφὴν ΑΞΞΟ, ὅπου. ἃ εἶναι ἕνα πολυώ: 
νῦμον ἀκέραιον, ὡς πρὸς τοὺς ἀγνώστους τῆς ἐξισώσεως. 

"Ὃ βαϑμὸς τοῦ πολυωνύμου Α εἶναι ἐπίσης καὶ βαϑμὸς τῆς ἔξι 
σώσεως. 

Π.χ. ἡ ἐξίσωσις 5χ--βΞΖ5:Ξ0 εἶναι τοῦ πρώτου βαθμο δ. 

ἡ ἐξίσωσις 2χ"---5χ--10ΞΞ0 εἶναι τοῦ δευτέρου βαθμοῦ. 
ἡ ἐξίσωσις 4χ᾽γ"--3ΞΖχυ-Ἐ͵ἸΞΞῸ εἶναι τοῦ τετ ἀρτου βα- 
θμοῦ ὡς πρὸς τοὺς ἀγνώστους Χ καὶ ν. 


8. Δύσις τῶν ἐξισώσεων τοῦ πρώτου βαϑμοῦ 
μὲ ἕνα ἄγνωστον 


256. Λύσις μιᾶς ἐξισώσεως τοῦ πρώτου βαϑμοῦ. Στηοριζό- 
μενοι εἷς τὰς προηγουμένας ἰδιότητας τῶν ἐξισώσεων, δυνάμεϑα νὰ 
λύσωμεν μίαν ἐξίσωσιν τοῦ πρώτου βαϑμοῦ μὲ ἕνα ἄγνωστον. 

2χ- 5 ΧΙΊ 
3.  9.»ϑὃ 

Ἐξαλείφομεν τοὺς παρονομαστάς" πρὸς τοῦτο πολλαπλασιάζομεν καὶ 
τὰ δύο μέλη τῆς δοθείσης ἐξισώσεως ἐπὶ τὸ ἐκκιπ. 9 τῶν παρονομαστῶν της 
καὶ λαμβάνομεν τὴν ἰσοδύναμον ἐξίσωσιν ᾿4- 9--3(25---5):Ξχ-Ἐ1]. 


Παράδειγμα. Νὰ λυθῇ ἡ ἐξίσωσις 4-{- 
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Ἐκτελοῦμεν πράξεις καὶ ἔχομεν 36 Ἐδχ--15Ξεχ-ἘἸ1. 

Μεταφέρομεν τοὺς γνωστοὺς ὅρους 36 καὶ --15 εἰς τὸ δεύτερον μέλος 
μὲ ἠλλαγμένα τὰ σημεῖα τῶν καὶ τὸν ἄγνωστον ὅρον χ εἷς τὸ πρῶτον μέ- 
λος μὲ ἠλλαγμένον τὸ σημεῖόν του καὶ λαμβάνομεν τὴν ἰσοδύναμον ἐξί- 
σῶσιν 6χ---“χ-----36-15-11. 

Κάμνομεν ἀναγωγὴν τῶν ὁμοίων ὅρων καὶ ἔχομεν 5χ.-:---Ἰ0. 

Διαιροῦμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς τελευταίας ἐξισώσεως διὰ τοῦ συν- 
τελεστοῦ 5 τοῦ ἀγνώστου καὶ λαμβάνομεν τὴν ἰσοδύναμον ἐξίσωσιν 


«10: 
5 
Ἡ τιμὴ χε:---2 εἶναι ρίζα, δηλ. λύσις, τῆς δοθείσης ἐξισώσεως. 
᾿Επαλήϑευοις. ᾿Εξετάζομεν τώρα, ἐὰν ἧ εὑρεϑεῖσα τιμὴ χ-----ὦ 


εἶναι λύσις τῆς δοϑείσης ἐξισώσεως. 

Πρὸς τοῦτο ἀντικαϑιστῶμεν εἷς τὴν δοϑεῖσαν ἐξίσω" 
σιν τὸν ἄγνωστον χ μὲ τὴν εὑρεϑεῖσαν τιμήν του ἂν τὸ ἐξαγόμε" 
γον τῆς ἀντικαταστάσεως αὑτῆς δώσῃ καὶ εἷς τὰ δύο μέλη τῆς δοϑεί- 
σης ἐξισώσεως τὴν αὐτὴν ἀριϑμητικὴν τιμήν, τότε ἣ ἐξεταζομένη αὐτὴ 
τιμὴ τοῦ χ εἶναι ρίζα τῆς δοϑείσης ἐξισώσεως᾽ ἄλλως κάποιο σφάλμα 
ἔγινε κατὰ τὴν πορείαν τῶν πράξεων καὶ εἶναι ἀνάγκη νὰ ἐπαναλά" 
βωμεν μετὰ προσοχῆς καὶ ἐξ ἀρ χῆς τὴν πορείαν τῶν πράξεων. 

Εἰς τὴν προκειμένην περίπτωσιν διὰ χεΞ--2 ἔχομεν : 


1ον μέλοςΞε4-} -: ἘΞ 5 ΒΕ ΕΝ Ξ9 ---4-.-3-ο]. 


3 
-2ὦ}} 9 -.1 
9 τ τ ΞΘ ον 
Παρατηροῦμεν, ὅτι διὰ χεΞ---2 καὶ τὰ δύο μέλη τῆς δοθείσης ἐξισώ- 
σεὼς ἔχουν τὴν αὐτὴν ἀριθμητικὴν τιμὴν 1΄ ἄρα ἡ εὑρεθεῖσα τιμὴ χΞΞ---2 
εἶναι λύσις τῆς δοθείσης ἐξισώσεως. 
Ἐκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν τὸν κάτωθι κανόνα : 


2ον μέλοςΞΞε 


251]. Κανών. Διὰ νὰ λύσωμεν μίαν ἐξίσωσιν τοῦ πρώτον βα- 
ϑμοῦ μὲ ἕνα ἄγνωστον ἀκολουϑοῦμεν τὴν κάτωϑι πορείαν : 

Ιον. ᾿Εξαλείφομεν τοὺς παρανο μαστάς, ἐὰν ὑπάρχουν τοιοῦτοι. 

ον. ᾿Εἰκτελοῦμεν τὰς πράξεις, ἐὰν σημειοῖνται τοιαῦται. 

ὅον. Χωρίζομεν τοὺς γνωστοὺς ὅρους ἀπὸ τοὺς ἀγνώστους ὅρους, 
μεταφέροντες τοὺς ἀγνώστους ὅρους εἷς τὸ πρῶτον μέλος καὶ τοὺς 
γνωστοὺς ὅρους εἷς τὸ δεύτερον μέλος ἢ καὶ τἀνάπαλιν. 

4ον. Κάμνομεν ἀναγωγὴν τῶν ὁμοίων ὅρων. 

ὅον. διαιροῦμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως διὰ τοῦ συντε- 
λεσιοῦ τοῦ ἀγνώστου, (ἐὰν οὗτος εἶναι διάφορος τοῦ μηδενός). 

258. ᾿Εφαρμογὴ τοῦ κανόνος 

Παράδειγμα ἴον. Νὰ λυθῇ ἡ ἐξίσωσις 5(χ--2)---2(3---χ)ΞΞβ3χΧ --4, 
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᾿Ἐκτελοῦμεν πράξεις καὶ ἔχομεν 5χ--10--6-:2χ-Ξ3χ--4. 

Χωρίζομεν τοὺς ἀγνώστους ὅρους ἀπὸ τοὺς γνωστοὺς καὶ ἔχομεν 

5χ--2χ---3χ-Ξ-10-[6--4. 

Κάμνομεν ἀναγωγὴν τῶν ὁμοίων ὅρων καὶ ἔχομεν 4χ--12. 
Διαιροῦμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως αὐτῆς διὰ 4 καὶ ἔχομεν 

ΣΧ-Ξ 4 ΞΞ 3. ᾿ 

“Ὥστε ἡ ρίζα τῆς δοθείσης ἐξισώσεως εἶναι χΞΞ3. 

᾿Επαλήϑευσις. Διὰ χεΞ3 ἔχομεν : 
1ον μέλοςΞΞ53--2.---26--3)Ξ5.1-2 " 0ΞΞ 
2ον μέλοςξεϑ᾽ 3--4ΞΞ9---4Ξ-5. 

Παράδειγμα 2ον. Νὰ λυθῇ ἡ ἐξίσωσις 5 τ -Ξ - 85.) 
ξαλείφομεν παρονομαστάς᾽ πρὸς τοῦτο πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο 
μέλη τῆς ἐξισώσεως ἐπὶ τὸ ἐ.κιπ. 12 τῶν παρονομαστῶν της καὶ λαμβάνο- 
μὲν τὴν ἰσοδύναμον ἐξίσωσιν 

46----2)---3(«---8)Ξεδίχ-14)---2 - 12. 

᾿Ἐκτελοῦμεν πράξεις καὶ ἔχομεν 20χ---8---3χ--24-δχ--84---24. 

Χωρίζομεν τοὺς ἀγνώστους ὅρους ἀπὸ τοὺς γνωστοὺς καὶ ἔχομεν 

20---3χ--6χ-Ξ-8--24-|.-.Κ84--24. 

Κάμνομεν ἀναγωγὴν τῶν ὁμοίων ὅρων καὶ ἔχομεν 11χεΞ44. 

Διαιροῦμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς τελευταίας ἐξισώσεως διὰ 11 καὶ 








44 
ἔχομεν χεΞ τ “- 4. 


“Ὥστε ἡ ρίζα τῆς ἐξισώσεως εἶναι χεΞά. 
᾿Επαλήϑευσις. Διὰ ΧεΞ4 ἔχομεν 


1ον μέλος--- ΠΣ 45. 1 τής ςγ}-τ 
2ον μέλος -Ξ «ἀπ. --2:- ΕΣ --2--:9---2--7. 


᾿Ασκήσεις - 119], 1198, 119ὅ, 1200, 1202, 1208, 1206, 1208, 
1209, 1311, 1218, 1215, 1216. ᾿ 


4. Λύσις καὶ διερεύνησις τῶν ἐξισώσεω 
τοῦ πρώτον βαϑμοῦ 
9289, Γενικὴ μορφὴ τῶν ἐξισώσεων τοῦ πρώτου βαϑμοῦ. 


Μία ἐξίσωσις τοῦ πρώτου βαϑμοῦ μὲ ἕνα ἄγνωστον χ, δύναται νὰ 
ἀναχϑῇ, διὰ μιᾶς σειρᾶς μετασχηματισμῶν, στηριζομένων εἷς τὸν κα" 


νόνα τῆς 8 251, εἷς τὴν γενικὴν μορφὴν | αχΈβεθθ | 
ὅπου α καὶ βὶ δύνανται νὰ εἶναι τυχοῦσαι ποσότητες; ϑετικαὶ ἢ ἄρ- 


γητικαί, ἀριϑμητικαὶ ἢ ἐγγράμματοι, μονώνυμα ἢ πολνυώνυμα, ἀλλὰ 
πάντως ἀνεξάρτητα τοῦ ἀγνώστου Χ. 


«Δύσις καὶ διερεύνησις τῶν ἐξισώσεων οϑῦ 


2600. Διερεύνησις τῆς ἐξισώσεως αχ-ΓβΞεθ. Ὅταν λέγω- 

μεν, ὅτι ϑὰ διερευνήσω μεν τὴν ἐξίσωσιν , 
αχτβεθο ἢ αἀαχει--β () 

σημαίνει, ὅτι ϑὰ ἐξετάσωμεν : 

1ον. Διὰ ποίας ἰδιαιτέρας τιμὰς τῶν γραμμάτων της α καὶ β. ἧ 
ἐξίσωσις ἔχει μίαν μόνον λύσιν. 

ϑ3ον. Διὰ ποίας τιμὰς τῶν γραμμάτων τῆς εἶνα ι ἀδύνα- 
τος ἢ ἀόριστος 

Κατὰ τὴν διερεύνησιν τῆς ἐξισώσεως (1) δύνανται νὰ παρουσια"- 
σϑοῦν αἵ κάτωϑι τρεῖς περιπτώσεις : 

1 Περίπτωσις. αἀφξθ. Ὅταν τὸ α εἶναι διάφορον τοῦ μηδενός, 
δυνάμεϑα νὰ διαιρέσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως (1) διὰ α 


καὶ νὰ λάβωμεν τὴν μοναδικὴν λύσιν χ------ 


α 

11 Περίπτωσις. αΞξεθ. Ὅταν τὸ α εἶναι ἴσον μὲ μηδέν, δὲν δυ- 
νάμεϑα νὰ διαιρέσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως (1) διὰ α. 

᾿Εδῶ δύνανται νὰ παρουσιασϑοῦν δύο περιπτώσεις, διότι, ὅταν 
τὸ α εἶναι ἴσον μὲ μηδέν, τὸ β δύναται νὰ εἶναι διάφορον τοῦ μηδε- 
νὸς ἢ καὶ ἴσον μὲ μηδέν. ι 

1ον. ἀΞξξὸ καὶ βψξθ. Ὅταν τὸ α εἶναι ἴσον μὲ μηδὲν καὶ τὸ β 
διάφορον τοῦ μηδενός, ἣ ἐξίσωσις (1) γράφεται 0 χεΞ--β. 

Διὰ κάϑε τιμὴν τοῦ χ, τὸ γινόμενον Ο᾽ Χ εἶναι πάντοτε ἴσον 
μὲ μηδὲν καὶ ὄχι ἴσον μὲ ---β, τὸ ὁποῖον εἶναι, ἐξ ὑποϑέσεως, διά- 
φορον τοῦ μηδενός. Εἷς τὴν περίπτωσιν αὑτὴν ἡ ἐξίσωσις () δὲν 
ἔχει λύσιν᾽ εἶναι ἀδύνατος. 

3ον. αξξῦ καὶ β-εΞ:ύ, Ὅταν τὸ α καὶ τὸ β εἶναι ἴσα μὲ μηδέν, 
ἢ ἐξίσωσις (1) γράφεται Θ᾿ χεΞξὺ ἢ ΟΞθύ. 

Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν ἡ ἐξίσωσις (1) ἄληϑεύει διὰ κάϑε τι" 
μὴν τοῦ χ καὶ λέγομεν, ὅτι ἡ ἐξίσωσις εἶναι ἀόριστος, ἢ ὅτι 
ὑπάρχει ἀοριστία εἷς τὴν ἐξίσωσιν. 





Πίναξ διερευνήσεως τῆς ἐξισώσεως απ βεξ0 





Ι. Ἐὰν α-:0 ἡ ἐξίσωσις ἔχει τὴν λύσιν πὶ ΞΞ-- ᾿ 


1. ᾿Εὰν α-Ξξθ, βεθ0 ἡ ἐξίσωσις εἶναι ἀδύνατος 
ΠΙ. Ἐὰν α-Ξϑῦ, β-Ξ0 ἡ ἐξίσωσις εἶναι ἀόριστος 
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261. Παράδειγμα ἐξισώσεως ἀδυνάτου. 
Ἔστω ἡ ἐξίσωσις : 3. - Σ..3.- 5 
᾿ἘἘφαρμόζοντες τὸν κανόνα τῆς 8 257 ἔχομεν κατὰ σειρὰν 
χ- 4--0|72κ,. -ὅκ- 170 ἢ γχ--7χ- [ὅκε:-4--τ|0| ἢ 0 χεΞ--ὄ. 
Ἐπειδὴ τὸ γινόμενον κάθε ἀριθμοῦ χ ἐπὶ μηδὲν εἶναι ἴσον μὲ μηδὲν 
καί ὄχι μὲ --6, συνάγομεν, ὅτι ἡ δοθεῖσα ἐξίσωσις ὃ ἑ ν ἔχει λύσιν 
εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν λέγομεν, ὅτι ἡ δοθεῖσα ἐξίσωσις εἶναι ἀδύνατος. 


262. Παράδειγμα ἀορίοτου ἐξισώσεως. 


"Ἔστω ἡ ἐξίσωσις : ἜΞ Ἔ 4- ὙΕΙ͂Σ ας χ. 


᾿Ἐφαρμόζοντες τὸν κανόνα τῆς 8 257 ἔχομεν κατὰ σειρὰν 
8χ-Ε12--5χ- 12-.|3χ “ἢ 8χ--5χ--3χ--12--ἰ2 ἢ Ο'χεθὸ 

Ἐπειδὴ κάθε ἀριθμὸς χ, πολλαπλασιαζόμενος ἐπὶ μηδὲν δίδει γινόμε- 
νον μηδέν, ἕπεται, ὅτι ἡ δοθεῖσα ἐξίσωσις ἔχει ὡς λύσιν ἕνα τυχ ὀντα 
ἀριθμόν' δηλ. ἡ δοθεῖσα ἐξίσωσις εἶναι μία ταυτότης καὶ ἑπομένως 
ἀληθεύει διὰ κάθε τιμὴν τοῦ χ᾽ εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν λέγομεν, ὅτι ἡ 
δοθεῖσα ἐξίσωσις εἶναι ἀόριστος. 

᾿Ασκήσεις - 1228, 1230, 1289, 1288,..1286 1251. 





268. Παραμετρικαὶ ἐξισώσεις. Παραμετρικαὶ ἐξι- 
σώσεις λέγονται αἷ ἐξισώσεις, αἱ ὁποῖαι ἔχουν, ἐκτὸς τῶν ἀγνώστων, 
καὶ γράμματα, τὰ ὁποῖα λέγονται παράμετροι, καὶ τῶν ὁποίων 
γραμμάτων ἧ τιμὴ ϑεωρεῖται γνωστή. 

Αἴ παραμετορικαὶ ἐξισώσεις λύονται ὅπως αἴ ἀριϑμητικαὶ ἐξισώ- 
σεις. Πρέπει ὅμως νὰ διερευνῶμεν τὰς τοιαύτας ἐξισώσεις, δηλ. νὰ 
ἐξετάζωμεν διὰ ποίας τιμὰς τῆς παραμέτρου ἡ ἐξίσωσις ἔχει μίαν λύ. 
σιν ἢ εἶναι ἀδύνατος ἢ εἶναι ἀόριστος. 

"Επίσης πρέπει νὰ ἔχωμεν ὕπ᾽ ὄψει, ὅτι, ἐὰν ἣ παράμετρος ἢ αἱ 
παράμετροι εὑρίσκωνται ὡς παρονομασταί, δὲν πρέπει νὰ δίδωμεν 
εἷς αὐτὰς τιμάς, αἷ ὁποῖαι μηδενίζουν τοὺς παρονομαστάς, διότι, διὰ 
τὰς τιμὰς αὑτὰς τὰ κλάσματα καὶ ἢ ἐξίσωσις δὲν ἔχουν ἔννοιαν (8 1). 

9θ4ά. Παράδειγμα 1ον. Νὰ λυϑῇ καὶ νὰ διερευνηϑῇ ἡ ἐξίσωσις 

ματ-- 5.5 Ξε 4.-: 2. 

Ἐξαλείφομεν παρανομαστὰς κλπ. καὶ ἔχομεν κατὰ σειρὰν 
3μχ-[9χ---μεεῖδχ 6 ἢ ϑ3μχ-9χ--ἸΖχεσμ- 6 ἢ Ο(μ--3,χεξμτ 6 (1). 
Ἢ ἐξίσωσις (1) ἔχει τὴν μορφὴν αχξξβ, ὅπου αΞΞ3μ--3 καὶ βεξμεδ. 

Ἰ. Ἐὰν 3μ--32320, δηλ. ἐὰν 3μη23, ἢ μ1, ἡ ἐξίσωσις ([) ἔχει τὴν 


λύσιν χε φατε. (2) 


Δύσις καὶ διερεύνησις τῶν ἐξισώσεων ΩδΊ. 


1. Ἐὰν 3μ--3-Ξ0, δηλ. ἐὰν μεξὶ, ἡ ἐξίσωσις (1) γίνεται ΟχΞΞ7 καὶ 
εἶναι ἀδύνατος διὰ κάθε τιμὴν τοῦ χ. 

“Ὥστε ἡ ἐξίσωσις (1) ἔχει τὴν λύσιν (2), ἐὰν μ:ξ1 καὶ δὲν ἔχει λύ- 
σιν διὰ μ-ΞΊ. 


206 Παράδειγμα 2ον. Διὰ ποίας τιμὰς τῆς παραμέτρου αν ἥ 
ἐξίσωσις αἾ-Ἐ1]ΞΞα-Ἐα. 
ον. "ἔχει μίαν μόνον λύσιν; 9ον. Εἶναι ἀδύνατος ; 8ον. Εἶναι 
ἀόριστος ; 
ἯἩ δοθεῖσα ἐξίσωσις γράφεται 
αὖχ--χεσα--Ὡ ἢ (α'--)χξξα--1 ἢ (αἘἸχα--Ἴχξξα--Ἰ (᾿) 
1. Ἐὰν (α-{-1)α---1)}230, δηλ. ἐὰν αὐ --Ἰ καὶ ΡῚ, ἡ ἐξίσωσις (1) 
ἔχει τὴν λύσιν χα πατῇ τος ἦι Ω 
Π. Ἔστω τώρα, ὅτι (α-Ἐ1)(α---1)ΞΞ0, δηλ. ὅτι α--ῇ---Ἰ, εἴτε αΞΞΊ. 
᾿Ἐξετάζομεν χωριστὰ κάθε μίαν ἀπὸ τὰς περιπτώσεις ἀξξΞ---Ἰ καὶ αξΞξΊ. 
1ον. Ἐὰν α----Ἰ, ἡ ἐξίσωσις (1) γίνεται Οχε-:--2 καὶ ἑπομένως εἶναι 
ἀδύνατος. ᾿ 
2ον. Ἐὰν αΞεῖ, ἡ ἐξίσωσις (1) γίνεται Ο χΞΞ0 καὶ ἑπομένως εἶναι 
ἀόριστος. 
“Ὥστε : ἐὰν αζΞ--Ἰ καὶ α7ξ1} ἡ ἐξίσωσις (1) ἔχει τὴν λύσιν (2) 
ἐὰν α-----Ἰ ἡ ἐξίσωσις (1) εἶναι ἀδύνατος 
ἐὰν αΞξεῖ ἡ ἐξίσωσις (1) εἶναι ἀόριστος. 





266. Παράδειγμα ϑον. Νὰ λυϑῇ καὶ νὰ διερευνηϑῇ ἡ ἐξίσωσις 
-᾿β'-Ἐδαβεεαϊ-Ἐβα. 
Ἢ δοθεῖσα ἐξίσωσις γράφεται 


ακ᾿ -βα--β»--2αβία' ἢ (α-β)κετία--β)" (.. 
1ον. Ἐὰν α--β220, δηλ. αΞξβ, ἡ ἐξίσωσις (1) ἔχει τὴν λύσιν 
χ-- -ἀΞΡΡ 5. Β 
ΞΞ α-- ΞΞ- ᾿ 


2ον. Ἐὰν α--βεΞξό, δηλ. αΞΞ, ἡ ἐξίσωσις (1) γίνεται. Ο ' χεΞ0 καὶ εἶναι 
ἀόριστος. 

267. Παράδειγμα ον. Νὰ διερευνηϑῇ ἡ ἐξίσωσις 

. α᾽χ-ἀξξα(α-[-2)-β. 

ἯἩ δοθεῖσα ἐξίσωσις γράφεται 
οὐχ- 4ἀτξαχ2α-β ἢ αχ--αχεξ2ζα-β--4 ἢ αἰα--ἢκεκ2α-Εβ--4 (). 

Ι. Ἐὰν α(α--1γ)ξ0, δηλ. ἐὰν αφξο καί αφ1, ἡ ἐξίσωσις (1) ἔχει τὴν 
λύσιν χ -Ξ αἰα-Ξ- ἢ 

1. Ἔστω τώρα, ὅτι α(α---ὮΞΞΟ, δηλ. ὅτι αΞεῦ, εἴτε αΞΞΊ. Ἐξετάζομεν 
χωριστὰ κάθε μίαν ἀπὸ τὰς περιπτώσεις αΞΞὸ καὶ αΞΞΊ. 

1ον. Ἐὰν αΞϑΞὸ ἡ ἐξίσωσις (1) γίνεται 0 - χΞΞβ--4. 

Ἐὰν τώρα εἶναι καὶ β---4ΞΞ0, δηλ. βεΞ4, ἡ ἐξίσωσις (1) γίνεται 0" χεξὸ 
καὶ ἑπομένως εἶναι ἀόριστος. 


338 Ἐξισώσεις βαϑμοῦ ἀνωτέρου τοῦ σερώτον 


Ἐὰν εἶναι β--42320, δηλ β5έ4, ἡ ἐξίσωσις (1) γίνεται 0" χΞΞβ---4 καὶ 
εἶναι ἀδύνατος. 

2ον. Ἐὰν α--Ἰ͵ΞΞ0, δηλ. ἐὰν α-ΞΞΊ, ἡ ἐξίσωσις (1) γίνεται 

0: χξξ. 1β-τ-4 ἢ 0’ χεξρβ--2. 

Ἐὰν τώρα εἶναι καὶ β---2ΞΞ0, δηλ. βεΞ2, ἡ ἐξίσωσις (1) γίνεται 0" χεΞθ καὶ 
εἶναι ἀόριστος. 

Ἐὰν εἶναι β---2γξ0, δηλ. β7Ξ2 ἡ ἐξίσωσις (1) γίνεται 0" χεΞβ--2 καὶ 
εἶναι ἀδύνατος. 

Κατωτέρω συνοψίζομεν τὸ ἐξαγόμενον τῆς διερευνήσεως. 





Ι. Ἐὰν αἰα--1)7ξ0, ἡ ἐξίσωσις ἔχει τὴν λύσιν χ ΞΞ ἐπ ρα ᾿ 
βεξ4 ἡ ἐξίσωσις εἶναι ἀόριστος 
Π- Ἐὰν αΞὸ [ . 
α β734 » 2)» ἀδύνατος. 
β-Ξ2 » » ἀόριστος 
ΠῚ ᾿Ἐὰν αΞΞῖ 
α βγξ2 Σ » ἀδύνατος. 


᾿Ασκήσεις : 1288, 1240, 1243, 1244, 1346, 1248, 1250, 1258, 
12δδ, 13ὅ8, 1259, 1261,1268, 1266, 1269, 1270, 1271, 1372,.1218, 
1274,1278 1279,132581, 1288, 1288, 1987, 1289. 


5. Ἐξισώσεις βαϑμοῦ ἀνωτέρου τοῦ πρώτου, 
ἀναγόμεναι εἰς ἐξισώσεις τοῦ πρώτου βαϑμοῦ 


268. ᾿Εξισώσεις τῆς μορφῆς Α΄ Β’Γ-Ξθ. Γνωρίζομεν, ὅτι 
διὰ νὰ εἶναι ἕνα γινόμενον πολλῶν παραγόντων ἴσον μὲ τὸ μηδέν, 
πρέπει καὶ ἀρκεῖ ὅ ἕνας τουλάχιστον ἔκ τῶν παραγόντων τοῦ νὰ εἶναι 
ἴσος μὲ μηδὲν (8 51). 

Συνεπῶς : αἷ ρίζαι τῆς ἐξισώσεως Α΄ Β΄ ΓΞξ0 εἶναι αἵ ρίζαι 
τῶν ἔξισώσεων : Αξξο, Βξϑύ, Γϑξξο. 

Παράδειγμα 1ον. Νὰ λυθῇ ἡ ἐξίσωσις (2χ---Ἰ)[,Ἀκα -Ἐ4)(χ---8)ΞΞ0, 

Ἡ δοθεῖσα ἐξίσωσις ἀναλύεται εἰς τὰς τρεῖς ἐξισώσεις 

2χ---ἴΞΞ0ο, χιξάτξθ, χ---ὅξξο, 
Αἴ ρίζαι τῶν ἐξισώσεων αὐτῶν εἶναι κατὰ σειρὰν 


Χ τὸ πο’ χξ.--4, χΞϑ. 


Παράδειγμα 2ον. Νὰ λυθῇ ἡ ἐξίσωσις χ᾽" --άχεεο. 
Ἧ δοθεῖσα ἐξίσωσις γράφεται χίχ"--ξὸ ἢ χίχ-2)ι.χ-2)Ξξ0. 
Ἡ ἐξίσωσις (2) ἀναλύεται εἰς τὰς ἐξισώσεις 

χξξῦ, χε, χ---2:ϑο.Ὶ 
Αἴ ρίζαι τῶν ἐξισώσεων αὐτῶν εἶναι κατὰ σειρὰν χεΞῦ, χεΞ----2, χεξΖ': 
Παράδειγμα 3ον. Νὰ λυθῇ ἡ ἐξίσωσις (5.---)"᾽--[,ὁχ- 2)ΞΞ 0 (4) 
Τὸ πρῶτον μέλος τῆς δοθείσης ἐξισώσεως εἶναι τῆς μορφῆς αἵ--β". 

Δυνάμεθα λοιπὸν νὰ τὸ γράψωμεν ὑπὸ τὴν μορφὴν (α-βλα---β). 
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ἙἝπομένως ἡ δοθεῖσα ἐξίσωσις γράφεται 
[6χ--1:(3χ-Ἐ2}} [6χ---1)--ἰ(Κχ- 2 Ξ 0 
ἢ (ὅ“--1-:3χ---2)6χ---1---3χ--2:ΞΞ0ὸ ἢ (δχ--1)2χ---3)5ΞῸ (Ω 
Διὰ νὰ ἀληθεύῃ ἡ (2) πρέπει νὰ εἶναι εἴτε ϑ8χ- 1Ξ-Ξ 0 (3) εἴτε 2χ--3-Ξ0 (4) 


᾿Απὸ τὴν ἐξιίσῶώσιν (3) εὑρίσκομεν χ-----. 


᾿Απὸ τὴν ἐξίσωσιν (4) εὑρίσκομεν χ-- 3. 
Αἱ ρίζαι τῆς ἐξισώσεως (2), ἄρα καὶ τῆς ἰσοδυνάμου (1), εἶναι 
ἤ ὶ 


᾿ 3 
ΧΞ-Ξ--- -π καὶ Χ-Ξ------. 


8 2 
᾿Ασκήσεις : 1290, 1293, 1294, 1297, 1299, 1800. 


269. Λύσις κλασματικῶν ἐξισώσεων. Αἴ κλασματικαὶ ἐξισώ- 
σεις λύονται, ὅπως καὶ αἷ. ἀκέραιαι ἐξισώσεις᾽ δὲν πρέπει ὅμως νὰ 
παραδεχώμεϑα ὧς λύσιν μίαν τιμὴν τοῦ ἀγνώστου χ, ἣ ὁποία ϑὰ 
ἐμηδένιζε ἕνα παρονομαστήν. 

σ- . 3. 3 ΕἾ. τα 
4 χ- 4 ᾿ χ-] 
Τὸ ἐκκιπ. τῶν παρονομαστῶν τῆς δοθείσης ἐξισώσεως εἶναι (χ---4)(Σ---1), 
τὸ ὁποῖον θεωροῦμεν διάφορον τοῦ μηδενός" δηλ. ὑποθέτομεν, ὅτι 
(«--4)χ-- 30, ἢ ὅτι χϑξξάᾳ καὶ χηδ. 
Πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως ἐπὶ (χ---4)(Σ---1) καὶ 
ἔχομεν (2χ---3)(χ---)ΞΞ3(χ--Ἰ (2 χ- ΕἸχχ--- 4. 
᾿Ἐκτελοῦμεν πράξεις καὶ ἔχομεν 
2χ'--3χ--2.χ.}3--3χ 3.2χ-χ- 8χ- 4, 
Χωρίζομεν τοὺς ἀγνώστους ὅρους ἀπὸ τοὺς γνωστοὺς καὶ ἔχομεν 
2χ"---3χ---2χ--3χ-- 2χ"--χ-  ὅχ----3.--3-- 4, 
Κάμνομεν ἀναγωγὴν τῶν ὁμοίων ὅρων καὶ ἔχομεν 
--χϑϑτὄ -1Ὁ ἢ χεξῖο 
Ἥ τιμὴ χΞΞΙ͂Ο εἶναι λύσις τῆς δοθείσης ἐξισώσεως, διότι δὲν μηδενίζει 
κανένα παρονομαστήν της, 

Παράδειγμα 2ον. Νὰ λυθῇ ἡ ίσωσις- ἦν δῖ τ τσ 

Τὸ ἐκκιπ. τῶν παρονομαστῶν εἶναι (χ-2}Σ---2), τὸ ὁποῖον θεωροῦμεν 
διάφορον τοῦ μηδενός" δηλ. ὑποθέτομεν, ὅτι 

(χ-2χ.χ---2.30, ἢ ὅτι χε --2 καὶ χϑξ2. 
Ἐξαλείφομεν παρονομαστὰς κτλ. καὶ ἔχομεν κατὰ σειρὰν 
., 3(χ--2)τόχεϑίχ "2 ἢ 3χ--6--ὄχ:ϑχ ιό ἢ 43χ--ὅχ--3χ--6- 6 
ἢ ππόχεΞ]ϊ2 ἢ ὄχ----12, ἄρα χεΞ---2. 
Ἡ τιμὴ χεΞ--2 εἶναι ἀπαράδεκτος, διότι μηδενίζει δύο παρονομαστάς" ἐπο- 
μένως ἡ δοθεῖσα ἐξίσωσις εἶναι ἀδύνατος. 
ΞΕ 1 3 


Ἢ δοθεῖσα ἐξίσωσις ἔχει ἔννοιαν, ἐὰν οἱ πιαρονο αστοὶ τῶν ὅρων της 
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εἶναι διάφοροι τοῦ μηδενός" δηλ. πρέπει νὰ εἶναι χφέῦ καὶ χ--3:Ξ 0 ἢ χ953. 

᾽Εὰν ὑποθέσωμεν, ὅτι ἡ συνθήκη αὐτὴ πληροῦται, δυνάμεθα νὰ πολλα- 
πλασιάσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς δοθείσης ἐξισώσεως ἐπὶ τὸ ἐκ π' τῶν 
παρονομαστῶν, δηλ. ἐπὶ χίχ---3) καὶ ἔχομεν 

χίχ-[3)--ἰ«--33-3 ἢ χ᾽ 13Χχ--χ 3--3 ἢ κχϑ-3.--χ- 3-- 3-Ξ0 
ἢ χ᾽ ῶχεο ἢ χίχ-[2):ξ0, 

Αἱ ρίζαι τῆς τελευταίας ἐξισώσεως εἶναι χξξῦὸ καὶ χ-- --2. 

Ἢ τιμὴ χεξὺ ἀπεκλείσθη. Μόνον ἡ τιμὴ χε---2 εἶναι ρίζα τῆς δο- 
θείσης ἐξισώσεως. 


᾿Ασκήσεις : 1802, 1804, 1806, 1812, 1814, 1816, 1819, 1828, 
1825, 1884, 1886, 1840, 1842, 1846, 1849, 1850, 1384, 186δδ, 1861. 


6. ΓἌρρητοι ἐξισώσεις 


210 "Αρρητοι ἐξισώσεις. Κάϑε ἐξίσωσις, ἡ ὁποία ἔχει τὸν 
ἄγνωστον ἢ τοὺς ἀγνώστους ὑπὸ ἕνα ἢ περισσότερα ριζικὰ λέγεται ἃ ρ- 
οήῆτος ἐξίσωσις. 

Π.χ. αἱ ἐξισώσεις 1χ- 5 τε ῖχ---1, ἴχ- 2 -Ὁ 1χ-.3 --5 
εἶναι ἄρρητοι ἐξισώσεις. ᾿ 

Διὰ νὰ λύσωμεν μίαν ἄρρητον ἐξίσωσιν προσπαϑοῦμεν νὰ ἔξα- 
λείψωμεν τὰ ριζικά, ὕὑψώνοντες καὶ τὰ δύο μέλη της εἷς τὸ τετράγω- 
νον, ἢ εἷς μίαν δύναμιν, τὴν ὁποίαν δρίζει ὁ δείκτης τοῦ οιζικοῦ. 

Πρέπει ὅμως νὰ ἔχωμεν ὕπ᾽ ὄψει τὸ κάτωϑι ϑεώρημα : 


271. Θεώρημα. ᾿Εὰν ὑψώσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη μιᾶς ἐξισώ- 
σεως εἷς τὸ τετράγωνον, λαμβάνομεν μίαν ἐξίσωσιν,᾿ ἡ ὅποία ἔχει ὅλας 
τὰς ρίζας τῆς δοϑείσης ἐξισώσεως, ἀλλὰ δὲν εἶναι γενικῶς ἰσοδύναμος 
πρὸς τὴν ἀρχικήν. 

᾿Υπόϑεσις : "ἔστω ἡ ἐξίσωσις ΑΞ:ΞΒ (1). ᾽Εὰν ὕὑψώσωμεν καὶ τὰ 
δύο μέλῃ της εἷς τὸ τετράγωνον λαμβάνομεν τὴν ἐξίσωσιν Α'ΞΞΒ" (2). 

Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι ἢ ἐξίσωσις (2) ἔχει τὰς ρίζας τῆς 
ἐξισώσεως (1), ἀλλὰ ἔχει καὶ ξένας ρίζας πρὸς αὐτάς. 

᾿Απόδειξις - Ἢ ἐξίσωσις (2) γράφεται 

Α'--Β'Ξξό ἢ (Α--Β)(4-ἘἘΒ)Ξξο. 
᾿Απὸ τὴν τελευταίαν ἐξίσωσιν συνάγομεν, ὅτι ϑὰ εἶναι 
εἴτε Α--Βεξὺ (8), εἴτε Α.-ἜἜΒΞΞΟ (4). 

᾿Απὸ τὴν (8) λαμβάνομεν ΑΞΞΒ, ἥτοι εὑρίσκομεν τὴν ἀρ- 
χικὴν ἐξίσωσιν (1). 

᾿Απὸ τὴν (4) λαμβάνομεν Α-----Β, ἥτοι εὑρίσκομεν μίαν 
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χῆς ἐξισώσεως. 
Ὥστε αἵ ἐξισώσεις ΑΞΞΒ καὶ ΑἶΞΞΒ' δὲν εἶναι γενικῶς 


ἰσοδύναμοι. 


ν ὅποίας αἷ ρίζαι εἶναι ξέναι πρὸς τὰς ρίζας τῆς ἄρχι" 


212. Άρρητοι ἐξισώσεις μὲ ἕνα ριζικόν. Παράδειγμα 1ον. 
Νὰ λυϑῇ ἡ ἐξίσωσς δ8.- χ᾽ 9Ξ--.-[9. 

«ὐσις : ᾿Απομονώνομεν τὸ ριζικὸν καὶ ἡ δοθεῖσα ἐξίσωσις γράφεται 

7χ5:-:9----2χ- χ 9 ἢ [χ᾽ 9--9--π (ῃ 
“Ὑψοῦμεν εἰς τὸ τετράγωνον καὶ τὰ δύο μέλη της (1) καὶ ἔχομεν 
(7}κ᾽-9)»---ἰ9--«" ἢ χ'-[9--81--Ἰθχ- χ' ἢ χ"19--81-Ε18χ-- χ’ΞΞῸ 
ἢ Ἰ18χ--72ξξθὸ ἢ 18χ-:-72, ἄρα χεϑά. 

Ἢ ρίζα τῆς δοθείσης ἐξισώσεως εἶναι ΧεΞά. 

᾿Επαλήϑευσις : ᾿Εξετάζομεν, ἐὰν ἣ τιμὴ ΧΞΞ4 εἶναι ρίζα τῆς 
δοθείσης ἐξισώσεως. Διὰ χεΞε4 ἔχομεν : ἱ 

1ον μέλοςΞε2 . 4-|- [45:9 --8-. 725 --8-5-:Ξ13, 

2ον μέλοςΞξΞ4-[9-Ξ13. 

Παρατηροῦμεν, ὅτι ἡ τιμὴ χΞΞά4 δίδει τὴν αὐτὴν ἀριθμητικὴν τιμὴν εἰς 
τὰ δύο μέλη τῆς δοθείσης ἐξισώσεως" ἄρα ἡ τιμὴ χεΞ4 εἶναι ρίζα τῆς δο- 
θείσης -“ἐξισώσεως. ᾿ 

Παράδειγμα 3ον. Νὰ λυϑῇ ἡ ἐξίσωσις 2 -- ᾿3.- 4 -εϑ.. 

“Λύσις - ᾿Απομονώνομεν τὸ ριζικὸν καὶ ἔχομεν 

ἀ-τῶχεςγϑχ- 4 () 

Ὑψοῦμεν εἷς τὸ τετράγωνον καὶ τὰ δύο μέλη τῆς (1) καὶ ἔχομεν 

{2 --ὥυ)εε(γθϑχ- 4" ἢ 4--8χ-  ἀκ'-εβχ 4 ἢ ἀκ'--Ἴ1χαθὸ 





ἢ χίάχ--11)ΞΞῸ (2) 
᾿Απὸ τὴν τελευταίαν ἐξίσωσιν προκύπτει, ὅτι εἶναι 
εἴτε χεξῦ, εἴτε 4χ---[1-ΞΞῸ (3) 


᾿Απὸ τὴν (8) εὑρίσκομεν χεΞ Ἰ. 


“Ὥστε αἷ ρίζαι τῆς ἐξισώσεως (2) εἶναι ΧΕΞΟ καὶ Χε-Ξ Ἔ. 
᾿Επαλήϑευσις : ᾿Ἐξετάζομεν τώρα, ἐὰν αἷ τιμαὶ χεΞῦ καὶ 
11 ᾿ Ξ ᾿ ᾿ 

πα σττ εἶναι ρίζαι τῆς δο ϑεί σης ἐξισώσεως. 


Διὰ χεϑῦ ἔχομεν 
1ον μέλοςΞ--9---[4 -εὸ---9.:- 0. 
ον μέλοςξξ “Ο0ΞξΌ. 
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, 


Ἧ τιμὴ χΞΞῸ εἶναι ρίζα τῆς δοϑείσης ἐξισώσεως, διότι δίδει 
τὴν αὐτὴν ἀριϑμητικὴν τιμὴν καὶ εἷς τὰ δύο μέλη της. 


Διὰ χεξ 1 ἔχομεν ᾿ 
" 4 ἂν 
ἐλος---ὦ-- 1[8.11....4.--.2. {3.... 1 8 
1ον μέλοςΞξεΞ 2 γ :  4Ξ-Ξ 2 γ 1 Ρ 3 Σ᾽ 
11 11 
ον μελθρτεϑξι: Ξ π' 


Ἔ ᾿ τος τὸ το 5 
Παραᾳτηροῦμεν, ὅτι ἡ τιμὴ χ ΞΞ Ἕ δὲν δίδει τὴν αὐτὴν ἀριϑμη" 
τικὴν τιμὴν καὶ εἷς τὰ δύο μέλη τῆς δοϑείσης ἐξισώσεως᾽ ἄρα ἣ τιμὴ 
11 ᾿ , “- , , ᾿ , - 
χεες ας δὲν εἶναι οίζα τῆς δοϑείσης ἐξισώσεως᾽ εἶναι οἰζα τῆς ἐξι- 


σώσεως 2-} 78χ-4 --ὔχ. 

Ἢ ἐξίσωσις 2: γ8χ-4 --Ξῷ λέγεται συζϊζυγὴς ἐξίσωσις τῆς 
δοϑείσης 2--- [8κχ-|-4 -ῦχ καὶ προκύπτει ἀπὸ τὴν δοϑεῖσαν ἐξίσωσιν, 
ἂν ἀλλάξωμεν τὸ σημεῖον, τὸ ὁποῖον εὑρίσκεται πρὸ τοῦ οιζικοῦ. 


ς 


11 
Σήμ. Τὸ ὅτι ἡ ρίζα χ-Ξ τὰ" δὲν εἶναι ρίξα τῆς δοϑείσης ἐξισώσεως. 
φαίνεται καὶ ὡς ἑξῆς : . 
“Ἐπειδὴ τὸ δεύτερον μέλος τῆς ἐξισώσεως (1) εἶναι ϑετικόν, πρέπει νὰ 
εἶναι ϑετικὸν καὶ τὸ πρῶτον μέλος της, δηλ. πρέπει νὰ εἶναι ὃ--ὃχ»»Ὁ ἢ χᾷΊ. 


δυτὰ : 11 ιν Χο τν ᾿ ᾿ τος δὰ 
᾿Επειδὴ ἣ τιμὴ χεΞ τς δὲν ἐπαληϑεύει τὴν σχέσιν χΊΊ, ἕπεται, ὅτι ἧι 


11 
τιμὴ χεξ ἵντη δὲν εἶναι ρίζα τῆς δοϑείσης ἐξισώσεως, 


ο 9728 ΓἌρρητοι ἐξισώσεις μὲ σερισσότερα ροιζξικά. Παρά- 
δειγμα. Νὰ λυϑῇ ἡ ἐξίσωσις 
7..-2 2 76--.3-- 49. 
Δύσις : “Ὑψοῦμεν εἷς τὸ τετράγωνον καὶ τὰ δύο μέλη τῆς δοϑεί- 
σης ἐξισώσεως καὶ ἔχομεν 


(γχ- 2 -2 γχ--8)" --. (Υχ- 42}. 
ἢ χΊ 2-47}{χ- 9)(.---8)-} 4(χ--8)-χ- 49 
ἢ κχ͵ 2-[47{χ-Ἐ2)(χ---3}--4χ--- 12 -χ-} 49. 
"Απομονώνομεν τὸ ροιζικὸν καὶ ἔχομεν 


4] (χ-2)(.---3) -ο-χ- 9-- ἀχ [19:0 χ- 45 
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ἢ 4πΈ 5) .--8) -α---ἀκ- δ ἢ 7 {χ- 2)(χ---8) Ξε18--χ (1) 
“Ὑψοῦμεν πάλιν εἷς τὸ τετράγωνον καὶ τὰ δύο μέλη τῆς (1) καὶ ἔχομεν 
(γα Ἐ2). --ϑ)}" τε 18--α)" ἢ (χα 2) --8)55169---ϑόχ-Ἐχ' 

ἢ κχ'ΈἘχ--ϑ8χ---6.---169-9θχ---χἶΞὸ ἢ δδὅχ--Ἰ7ὅΞξ 0 
ἢ ῦχεξι 1 ἢ πεῖ. 

᾿Επαλήϑευσις : ᾿Εξετάζομεν τώρα, ἐὰν ἣ τιμὴ χεεῖ εἶναι οίζα 
τῆς δοϑείσης ἐξισώσεως. 

Διὰ χεξῖ ἔχομεν 

ον μέλος---Ἶ7-- -[-9 }7---8---γ0 -[9 γ4 -Ξ3. 9. 9-ἴ 

ῷον μέλος--- 7.452 ---} 49 ---Ί. 
Παρατηροῦμεν, ὅτι ἧ τιμὴ ΧΕΞΊ δίδει τὴν αὑτὴν ἀριϑμητικὴν τιμὴν 
καὶ εἷς τὰ δύο μέλη τῆς δοϑείσης ἐξισώσεως. "Αρα. ἡ τιμὴ χεΞῖ εἶναι 
οίζα τῆς δοϑείσης ἐξισώσεως. 

᾿Ασκήσεις : 1862, 1368, 186δ, 186τ, 1868. 


᾿Ασκήσεις 


"Ακέραιαι ἐξισώσεις : 
Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωθϑι ἐξισώσεις : (448). 
1491. 8χ-91-ῦδχ--60--45- 10χ---1 
1192... 1γ--9--ϑν-Ἐ10--ϑγ-- 9-- ἦν 
4198. 1θω--4ὠ---Θ0Ξ-Ξ4ω-Ἐ 19ω--80. 
Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (449). 
1194. δ(χ--8).-10(2---ὅχ)-Ε10χ-:----(16- Ε10χ) 
4195. 9(8--- οὐ --10(9---οἡ---ἀ(ω---1)ΞΞ1--ϑω. 


Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (411). 
96. “-- [5α--ἰ-δα 1. Ἐ 80. 86. ).-60}} Ξοιδί ἢ 


11.97..0. 8 [5ισῶχ--4)--10}-- 86] - ἀρ-χ 


1198. δ [ββμα Ε1}..13}..5ἢ -Ἰρθ-εθοχ 180 


4199. - [ ΕΣ [τ- (Ξ 16) -ὸ} 5} -.94--.. 


Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (4δη). 
χ 4  ἄὄχ-ὖ 

4200. ““ῃ"ὮΠ --ΖΞΞ -ὸ- 
ὥχ---ῦ - ὄχ--8 


1201. τ : 


8 
Ἔπ 
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ὅγ-ϑ ὃν , 
1202, ᾿ ὦ - Ξ 5 ; 
1205. ὑχ-΄ 2.Ὲ7 κι κα 
Ρ] 8 
χ-ΙἊ χ--4 ὃχ--1 
1204. -- τ τ π Ξε3- ἜΞ 
Χ--Ι 28. χ 5 4π πχ 
1205. τ Ἔ Ξετ- ΞΞῚ Ἶ 
1 2 1 Χ 


1207. ὃχ-. Σ ((9--ϑχ)-- Ὁ 6κ---1. 


Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (461). 



































ἡϑδὰ, Ἴρεεῦ Εἰ ΕΙΣ ᾿ ἀξιῶ - 
1209. ἼΣΞΩ - ἘΣ ΕΝ " Ἔξ ϑις Ἵ5 1 
τ, 5 8θ- ΠΕ ΞΟ: τ σις 

Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (468). 
126. ὃχ- (-π' 0). 5 ᾿ς" 
ΤΣ ἐξιεῖ Ν (- ΞΞ ) -ϑὸ 
4215. 12. (ΞΕ -ξ8 ) ω.10-- (Ξ-: τ ΞῸ) ) 
ἡμς ἄγε. (τ. 6.5). 9 τ 
1.5. -τ [5.-6-- (Ξ -δ) Ἐἰϑρι--6.. -Σ τὸ 
1216. ΕΞ [5-- τ -3 ( Ξ. 85} ΞΞ [«- Ἔ ἐ8α--]} Ῥῦτερ, 


1217. (469), Διὰ ποίαν τιμὴν τοῦ μ ἡ ἐξίσωσις μχ᾽ -ῶμχ--ὔεθο - 
ἀληϑεύει: 


1ον. Διὰ χε:ϑ, 2ον. Διὰ χ----1. ϑον. Διὰ χεΞ- τ. 


Νὰ προσδιορισϑῇ ἡἣ τιμὴ τοῦ μ εἰς τρόπον, ὦστε τὸ πολυώνυμον : (470). 
1218. χΧΡ-Ἐμχ᾽-μχ--1 γὰ εἶναι διαιρετὸν διὰ χ-Ρ] 
1219. χἜμχ"ΕΞμχ--Ἰ γὰ εἶναι διαιρετὸν διὰ χ--Ἰ 
1220. αχ᾽ Ἔμχ--ϑαμ Ἱνὰ εἶναι διαιρετὸν διὰ χ--α 
1221. μχ- μχ-ῦ γὰ εἶναι διαιρετὸν διὰ χ-Ἱ 
1222. μχ᾽ --(μ--Πχ--μ. ᾿γὰ εἶναι διαιρετὸν διὰ χ- 2, 
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Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (4178). 























1 
Σ-- τσ Ν 
Χ Ρ] 1 2 χλ. 
"5, τ - 0" --τ(ς --τ)Ξὸ 
ῶχ- 8 ΄ . δ(χ-.8) 
1224 ᾽. ππΦ ὃ ὃ χ 
“ 8 5» ά 8 
᾿ς 9(χ--θ)  δχ--α 
8 χιὃ δ 
1225. ξ ἐ-Ξ --α- τον Ἶ 
δ Χ Χ 
χσπτ ἱἵἱππ  χρι ὄκχᾳβ 
12. -π--  -ππ Ἐπ πε τς 
8ΧχΧ--ῦ - 8.. ὕ(χ---3) 
Ὶ ς 4()χ--ὮὉ 8 18 
122. -πῷ----π Ἐπ νι Ἔπζ' 
Ἐξισώσεις ἀδύνατοι καὶ ἀόριστοι : 
Νὰ λυϑοῦν αἵ κάτωϑι ἐξισώσεις : (88). 
1218. ΣΧ 0 ({ τ) 1229. ᾿ΘΈΒΣ) γ. οὐχ 
Ἶ τά ᾷ 
ὅχι9 ἀχ- 8 χοῦ 
ΠΗ 
ΧΙ ΧχΧ ὃὅχ 
1251. ἜἜ πο ῦξτε τ 
χ--Ἰ ὅχ- ἢ χ 8 
“2. πο ππῳ ΤΙ 
δ. [16π|χ 9|χ- 9) 
1255. “Ὁ δ 
4.8. ὃχ 0-.- ΣΤ ὅχ 
ΡῚ ῷ 
1135. ἜΣ --δρν-- ἘΞ οχ 





1236. ΞΕ. ἘΞ ῈΡη Ψ ἐστ -πὸ Ξεῦχ 6 





ΧΕ ῶχ-ι 8Χ:1 91χ- 19 
1257. ππτπππτττυ ΄΄ ὅ0 ᾿ 
Παραμετρικαὶ ἐξισώσεις : 
Νὰ λυϑοῦν καὶ νὰ διερευνηϑοῦν αἱ ἐξισώσεις : (468). 
4238. αχιΤαῖΞ χ 1239. 4α᾽χ--1--χ- 9 
1242.Ὁ. ϑαχ  1-- Ἔχ 1241. μχ-Έβχ-ςθ(μ--ἢχ- 10 
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1242. (μ--)χ-Ἐμ-εῖ 1245. (χ--)-έρμχ--ὄμεεῦ 
1224. μ'χ--9)--ϑμ--χ  ! 1245. (μ’--ἀ)κ--μ’--9μ, 
Νὰ λυϑοῦν καὶ νὰ αὐ ον αἷ κάτωϑι ἐξισώσεις : (464). 
2 
1246. τ-- - πχτυ 
4247. χμ. ΜΕ . ϑϑμχΈ(μ--8 0 
8 μ ὃμ 
ὃ σ΄, χίμτ 8) 
248: τυ τ σ᾿ 
1142. “Ἐ- τ χιμ 
μ ἂμ 3 
Νὰ λυϑοῦν καὶ νὰ διερευνηϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (460), 
1250. αχ-Καξεβχ-Ήβ 1251. αχ βῆξξα"--βχ 
1252. - τῷ χ 1258. αχ- ϑα"--βχα-9β' 
1254. (αἘβ)χ- (α--β)χ--ϑ 1255. αχξβ-- ΦΞ ΕΞ -ἰῷ 
1256. (α-Εχ)(! -- βχ)ξξαί1- β) "θ᾽ -Ἐβχ᾽ 
1257. (χ--αἸῶχ--β)"--(χ--β)ῶχ--αρ-ξὸ 
1258. μ᾽(μ -- σ)- μῆνξεν᾽ (ν--- χ)-Ἐμν", 
Νὰ λυϑοῦν καὶ νὰ διερευνηθοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (466). 
Χ Χ ' Χ Χ 
4259. τ, Ἔ - ΞΞΙΤ 1260. ς΄ ἜΒ Ξξ2 
Σ΄ π᾿ αχττβ βχα 
1261. ἘΞ β Ξξα--β 1262. δ: ἃ ἜΙ 
3 
1165, (απ χ)β  χ)εταίβ- 1).} τ Ἐπ’ 
Στδν ἀξ ονξ, “Ὁ τὴς αν εβ τοὺς. 
1264. Ν β ΞΕῚ 1265. τ Ἔ Βα β 
--1 1 
1286. “Ξ.. ὅχ-ὶ 6. 
Πα 8 
1267. ὥχ- Κα .ς χαβ ἘΞ ϑαχ-Ἐία--β)᾽ 
β α αβ 
1268. ἌλΧ ΕῚ 8 ὃχ -Ἐ 
μ μ 
96... βία--Σ) 2Χχ ᾿ 
1269. (αἜχ)α ΒῸΣ αἘβ Ἕ τ Ξ 


Διὰ ποίας τιμὰς τοῦ α αἷ κάτωϑι ἐξισώσεις εἶναι ἀδύνατοι; (61). 


αχ--Ἰ ΧΡ Χ-α ϑ χτ δοχ 
1270. ΕῚ Ἔππ Ξε 1271. πὸ  Ξ -- γ τῷ 
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1272. (168). Διὰ ποίας τιμὰς τῶν α καὶ β ἡ ἐξίσωσις 
αχ--β 

8 
ἴτυν. “Ἔχει μίαν λύσιν ; 3ον. Εἶναι ἀδύνατος ; ϑ8ον. Εἶνχι ἀόριστος : 


Χ 
Ἔ δ Ξεϑχ--α 


Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (417). 
4273. (χ- 1)"--α(6---2α---χ)Ξξείχ --ϑ)" -τὃ 
1274. [(α'---β᾽ χ---11"-{2αβχ -- 1)» -Ξ.(α᾽-Ἐβ"χ-Ἐ1]" 
1258. (χ--α)"χ-3β--α) --ἰχ -Ἐβ)ΝΣ--3α--β)-Ξ0 
1276. [(μ’-τὴχ -- "πε (μ᾽ -Ἐ Πχ-Ἐ 11" --ἰῶμχ-- 1)" 
1277. α(χ--β)(α---γ) -- βία --αὐΐχ -- γγξξία---β)ία --αγίχ--β) 
1278. (α--χ)]--β)-Ξ(α--- χ)(! --α) ἘΓ1-ἘΧ)(β---αῦ). 

Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (418). 

α--β β᾽ 

αβ πα τ 

1280. (α-Ἐχ)α--β) Ψ (Ἐκ ΕΘ - (χ--ο)α᾽ --θαβ- β᾽ 


Χ 





αἘβ α--β᾽ 
χ- αἱ χ--β'--γ᾽ ΕΣ 
1281. τ ρ- αΞ τὴ  υξαξβιβιαξτη σ᾿ 
(α β)α-Ε})-- (αἘ θ᾿ Ἔχ ΕἸ ἐρνς 
4282. π- τ το πο - Ξξία-β)" --(α-Ἐβ)ΈἘ1. 


Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (419). 
188. (2χ--α--β)(κ--ο).--ἰχ---β)}Ξξ3(β---α)χ---α-Ἐ(χ-- β}} 


4184. -ἀΞ ὦ" Ἤ5- οἰς ΞΡ ΞΡ, :Ξ -ὉΞώ"- ὦ οἰ -θησ -θο 
χ . οεὄχκἐθ 
1285. αἰα-ἢ α-8) ἜΣ α(α-ἢ ᾿Να (α"-᾿)α-- 3) Ἢ 


Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (480). 


Χ Χ Χ 
1286. -πξβαπξῃ ὁ πβ-αίβπῃ Τ᾿ ππαγξθ 
βγχ αΥχ αβχ ες 
1287. πξραξῳῃ ὁ τξωβξη ἡ {γΞα)Ξβ) 


αὖχ β᾽χ ΥἷἿὟΧ ἐξ 
1268. “ἀΞρβίαξῃ ὁ τβΞγίβεο) ἡ πξω Ξβὶ 
4λ89.. β᾽γχ-α' ᾿ γδραῖχ--β᾽ α᾽β᾽Χ--) Ξ-0. 


ἘμαΞβμα-ΞΥ Ὑ ταιβ ΞὙΜβ-Ξα) Τ᾿ αβίγ--οὐΐγ--β) 
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ἈΝ 


᾿Εξισώσεις βαϑμοῦ ἀνωτέρου, ἀναγόμεναι εἰς ἐξισώσεις τοῦ πρώτου 
βαϑμοῦ : 


Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (463), 


1290. χίχ- 1)8χ-9)(α--δ)-ΞῸ 1291. (8χ-.1)"--[(9χ--15.-0 
1292. (χ--3β)"--ἰχ- (96) 1293. κ'- -9χ--Ὁ 
1294. χ. 4δχ:--0 1295. (α Ἔχ) χ’--4βη)-Ξ0. 


Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (479). 
1296. (χ- 1)ηχ-- 8). }{χ- 1γχ- δ)--θ(χ-- 9)«--8) 
1297. (χ-Ἐ)χ---3)-εία --δ)(ς ---4)-8χ---Ἰ 
1298. (χ-6)»--([8χ-[6)--(4χ- 1γχ-Ἐ 1) 
1299. (2χ-[δ)»-- (χ- ΕἸ). -8)τε(α-- 8)»-(0χ--1)|χ-Ἐ2) 


4300, (- Φ) (Ὲ -}) -(χ- 5)|..-.8)-- τ 
1501. Ἰχλμδτ(δχ. 9)8χ.-Ε1}- (ἐχ- Ι)|2χ-[11}. 


Κλασματικαὶ ἐξισώσεις : 


Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωθϑι ἐξισώσεις ; (468). 
δ(χ-- δὅ{(.- 8) 








1392. ἐπτς Ἐν. -ὃ 
105. τοῖς - ἀτῖτς " ΕΙ 

ϑξι- τνν χοξιο εὐ πε ἜΝ 
105. οὖς. δε τ ὁ 
16. ἴδ τὸ - Ξ 

1307. -Ἔξε. τεῦξε πξξα- Ξ Ἕ 

μον «προ τὸ ἀκ 


3 80 8 δ 
 π-- τὰν τ ἡ 
ῶχ-- 18 3(χ- 8) 1, Ιθχ- 18 
| ἡ ὅχ-ὸ ἐπ χτ - ἘΠῚ 8χ-ϑὲ- 
Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (409), 
4512.  ΧῊΙ Σ--8 χ-- 


χ- ἢ χ-  .οὔἀκαν δ χ--ἢ 
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π τς τ Ἐς -Ἔπ, 

1514. : Ἔ τὶ τ τϑ Ἐπξ; 

τ. ἀπ Ἐξ -ἂς - πὶ 

πο ἀφ -ὰξπ τε 
Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (60). 

τ, τὴν Ἐπ τ τονε, 

1518. ΤῊΣ " φρξσετα - ἘΞ 

1519. -ἶς -" δ δ - ΕΣ Ξ τ 

120. Ἐπ τὸς Ἐττερσ τὸ 

1521. ὅν τ τ ἜΤΗ " ἜΤΕΙ τ 

4322. δὃ:᾽ιχσ ὕτχ “1... . 4τ-ἢ 

τῷῶχ ττῦχ ἡΖ τὸς μ4κ" 

Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑθϑι ἐξισώσεις : (461). 

1525. ΞΕΙ -- ΦΈΡΕ 

1524. τἰξ Ἑ “- αβ᾽ “ἘΡ 

1325. εἶτ -- τοῦς Εν 

1526. τῖς τῖρ - ΞΘ 

1527. πίω ε" τς ε ττῖς τι 

156. προ ἐπ Ο Ια ΠΣ “ΎῈ 

πῶ. ἘΠ ὉΠ ερατβ τὸ 

ἜΝ σε 

8. τη ἐκρ ἀὸ»  ΟΡ' 
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Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (415). 
1 2 ϊ 

















3552; Χ-- χ--ἢ ε χ--ϑ Ξ9 

1535. ττι Ἐπγ ες τ -ἶἰς -ὸ 

1554. ΠΣ Ἔ τἶν - ταξῷ ᾿ 
ὍΝ .-- 

ἰἀξὲ ΞΞ ἀττει Ἴ Ἐθθὶ οὐ διΈθξ δε 5 


Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (416). 














1557. πἰτ δ᾿ τς τ Ξε ἐπ ὩΣ ππξῶ 

152. -- Ὁ πῆν' ες - ἦν 

1529. τς τῆσξῃ ΞΞ τῶι εν Ξ ἢ 

1340. ὙΣ Ξῷ ἘΞ ΣΕ Ν πο τς 

1:4. --- ΡΞ. Ἐ ἄτῃ Ξ- ΝΝ 

1842. πξήσξη Ἔ ἀξθσξε μὴ πξπιεΞῷ ᾿ ἽΞΙΞΣ 
1543 ἘΣ ἘΞ Ὁ ΣΞῈ - 


Νὰ “λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (474) 




















1544. ----ὦ. Ξεὶ 
Χ ϑξτώε. Ξ  --- 
ἘΞ ΧΙΡῚ 
χ---ῦ 
ΙΊχ 1-͵ὰ 
ἢ 1-- χ ΙΣ.. 8 
τ ν -οὐσδα -- 
ἘΞΟΞ. ὦ 
1ττχ 
ὃχ- ὃ ὄχ--8 
2χ 4 δ ὥχ-4 
δός. ἘΡΈτΙ τ Ξε “τ ὶ 


ϑ9 4 
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χ χοῖ 
- ΧΗ 1 
1347. τε το --- 
ΧῈῚ ΡῚ 
ΤῈ τ 
-1 - -. 
. 1ῈΧΐΧ 1Ὲχ 1--χ ,δι 
1848. πτττ ἐ-ΞΞ .-- τ - 
Ὲχ 1-χ 1-Ὲχ 
᾿ ὃχ ὃΧ 
τχ 1- χ 8 Χ (σῦν τς Φ)59 
9. (τς -τοο)ίς τῷ -ὴς- τ -. 
ῶχ--- τ ---- - 
χα ὃ 
Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (481). 
αχ --Ἰ βὀ᾽. ἈΟα(χΡ!]) 
1550. τὶ τ χΡ- 
α ΕΝ αἘἜβ 
155.-: ἀχΞι ἔρχεαι - (αξβκχεὶ 
. 1 1 1 " 
1552. αὐξω-βὴ ((Σ Ὁ -Ξ} Ἠωερχὴ (2 Ὁ -5 }Ὲ 
ἢ η {..-.. 1γ}-Ὸ 
Ἔ"Ἔχηπαὴ (τ Ἐ-:}Ξὸ 
] 1 1 1 
1555. πρζωρτβν Τ ΣΈβροΣ ΄ μρπίαβμ Τ ῳρπία-β} 
χα... Χια-᾿ χ'͵ χ--β- ὶ 
1554. χ--α--ὶ χ--α--  κχ--β--Ἰ χ--β-- 
1 " 1 ὃ 
1:85. -π-- -τ - τς Ἐπτρπτ 
415. δἰαηβ. τῦβ «τ β 
χτα χ’τα | χ᾽ ---αἴ 


Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : (482). 


-.- 8 -- 8 
1357. χί Στ θὰ Ῥα( ὥς “) Ξ-χῦ---αϑ 























χα χα 

5. τ ἐν ταρα Ὁ τὰ 

1589. τς ἘῸῚΞ - ὉῈΣ Ἕ ΠΕΣ 

4360 ΘΜ Γοἢ ᾿ ἀο ἘΡὴ ἘΞΞΡΕΤΘ -9 

4361. (χ-Ἐα)-Ἐβ) Ε (-αὐια--β). ἰ(ἰχ γί τ δ), (π- ίχ-ὃ) 








(κ --αὐια--β)  (ΧΈαχ-Ἐβ)  (χ--γ,α--ῦ)ῦ  (χ- γί χ- δ) 
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“Αρρητοι ἐξισώσεις : 


Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις : 


1562. 13-- γ᾽ χριεῖχ. -8 --ὐχ 1363. χ- 1--ΥὙχι Ρ 
1386. Υχ' χ 4 -εχ- 9 365. κ-- Υὔχορι --ι 


1366. ὥχ-Ἐ γίδχ--4ηχ--ἢ -- 
1567. ΥΣῚΙ - Υχιὶ -- Υ̓ 
13ὁὁβ.Ό. Υχ9 ςΥγχ-8 --ογχ. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Β΄ 


ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ΠΡΩΤΟΥ ΒΑΘΜΟΥ 


ὋὉρισμοὶ καὶ ἰδιότητες 


214. 'Ορισμοί. Εἷς τὴν 8 101 εἴδομεν, ὅτι μία ἄνισότης 
εἶναι τὸ σύνολον δύο παραστάσεων, αἷ ὅποῖαι χωρίζονται μὲ τὰ ση-" 
μεῖα Ὁ ἢ «. Αἱ ἀνισότητες διακρίνονται : 

1ον. Εἷς ἀριϑμητικὰς ἀνισότητας. 

ϑ3ον. Εϊΐς ἐγγραμμάτους ἀνισότητας. 

Π.χ. Ἡ ἀνισότης 13--18)» --9 εἶναι μια ἀριθμητικὴ ἀνισότης. 

Ἢ ἀνισότης 4α᾽-5;:»15α--ῬΓΞ εἶναι μία ἐγγράμματος » 

Αἱ ἐγγράμματοι ἀνισότητες δύνανται νὰ εἶναι μόνιμοι ἄνι" 
σότητες (ταυτότητες ἄνισοτήτων), δηλ. νὰ ἀληϑεύουν διὰ κάϑε 
τιμὴν τῶν γραμμάτων, ποὺ περιέχουν, ἢ νὰ εἶναι δεσμευμέναι 
ἀνισότητες (ἀνισοεξισώσεις), δηλ. νὰ ἀληϑεύουν δι᾽ ὡρισμένας 
τιμὰς τῶν γραμμάτων, ποὺ περιέχουν. Εἷς τὴν περίπτωσιν αὑτὴν τὰ 
γράμματα τῶν ἀνισοτήτων αὑτῶν λέγονται ἄγνωστοι αὐτῶν. 

Π.χ. Ἡ ἀνισότης (3α--4)"-5}»1 εἶναι μόνιμος. 

Ἡ ἀνισότης 5χ--4:»6 εἶναι δεσμευμένη. 

Κατωτέρω τὰς δεσμευμένας ἄνισότητας ϑὰ ὀνομάζωμεν ἁπλῶς 
ἀνισότῃητας. 

Δύσιν μιᾶς ἀνισότητος μὲ ἕνα ἄγνωστον, ὀνομάξο» 
μὲν κάϑε τιμὴν τοῦ ἀγνώστου αὐτοῦ, ποὺ καϑιστᾷ τὴν δοϑεῖσαν ἄνι" 
σότητα μίαν ἀριϑμητικὴν ἀνισότητα. 

Αἰ τιμαί, αἷ ὁποῖαι ἐπαληϑεύουν μίαν ἀνισότητα λέγονται καὶ ὃ ἰ- 
ξαι τῆς ἀνισότητος αὐτῆς. 

Αἱ ἀνισότητες δύνανται, ὅπως αἷ ἐξισώσεις, νὰ εἶναι ἄἀκέραιαι 
ἢ κλασματικαί, ρηταὶ ἢ ἄρρητσι, μὲ ἕνα ἢ πε- 
οισσοτέρους ἄγνώστοῦυ ς- 

᾿ἸΙσοδύναμοι ἀνισότητες. Δύο ἀνισότητες, αἱ ὅποῖαι ἔχουν τοὺς 
αὐτοὺς ἀγνώστους, λέγονται ἰσοδύναμοι, ὅταν ἔχουν 
τὰς αὐτὰς λύσεις. 


254 ὴ"διότητες τῶν ἀνισοτήτων 


215 ᾿Ιδιότητες τῶν ἀνισοτήτων. Αἱ ἰδιότητες τῶν ἀριϑμητι- 
κῶν ἀνισοτήτων, τὰς ὁποίας ἐγνωρίσαμεν εἷς τὰς 8 108--- 113 ἰσχύουν 
καὶ διατὰὶ δεσμευμένας ἀνισότητας καὶ ἀποδεικνύον- 
ται, ὅπως αἱ ἰδιότητες τῶν ἐξισώσεων (8 941---26ὅ8). Διὰ τὰς ἄνι- 
σότητας, αἱ ἰδιότητες αὐταὶ ἐκφράζονται ὡς ἑξῆς : 

διότης 1. ᾿Εὰν προσϑέσωμεν ἢ ἀφαιρέσωμεν τὴν αὐτὴν 
σιοσότητα καὶ εἷς τὰ δύο μέλη μιᾶς ἀνισότητος λαμβάνομεν μίαν 
ἰσοδύναμον ἀνισότητα. 

Πορίσματα 172ον. ᾿Εὰν καὶ εἰς τὰ δύο μέλη μιᾶς ἀνισότη- 
τος ὑπάρχουν δύο ὅροι ἴσοι, δυνάμεϑα νὰ τοὺς παραλείψῳμεν. 

3ον. Εἰς μίαν ἀνισότητα δυνάμεϑα νὰ μεταφέρωμεν ἕνα 
ὅρον τῆς ἀπὸ τὸ ἕνα μέλος εἰς τὸ ἄλλο, ἀρκεῖ νὰ ἀλλάξωμεν τὸ 
σημεῖον του. 

ϑον. Εἰς μίαν ἀνισότητα δυνάμεϑα νὰ μεταφέρωμεν ὅλους 
τοὺς ὅρους τοῦ ἑνὸς μέλους τῆς εἷς τὸ ἄλλο. 

ΠΟχ. ἡ ἀνισότης ΑΣ5Β εἶναι ἰσοδύναμος μὲ τὴν Α--Β)». 

᾿Ιδιότης 1. ᾿Εὰν πολλασλασιάσωμεν (ἢ διαιρέσωμεν) καὶ 
τὰ δύο μέλη μιᾶς ἀνισότητος ἐπὶ τὸν αὐτὸν ϑετικὸν ἀριϑμόν, 
λαμβάνομεν μίαν ἰσοδύναμον ὁμοιόστροφον ἀνισότητα. 

᾿Εὰν πολλαπλασιάσωμεν ἣ διαιρέσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη 
μιᾶς ἀνισότητος ἐπὶ τὸν αὐτὸν ἀρνητικὸν ἀριϑμόν, λαμβάνο- 
μεν μίαν ἰσοδύναμον, ἀλλὰ ἑτερόστροφον ἀνισότητα. 

Πορίσματα. 1ον. ᾿Εὰν ἀλλάξωμεν τὰ σημεῖα ὅλων τῶν 
ὅρων μιᾶς ἀνισότητος λαμβάνομεν μίαν ἑτερόστροφον ἀνισότητα, 

3ον. Δυνάμεϑα νὰ ἐξαλείψωμεν τοὺς παρονομαστὰς μιᾶς 
ἀνισότητος, ἐὰν γνωρίξωμεν τὸ σημεῖον τοῦ κοινοῦ παρονομα- 
στοῦ τῶν ὅρων της. 


210. Παρατήρησις. Δὲν πρέπει νὰ παλλαπλασιάζωμεν ἢ νὰ 
διαιροῦμεν καὶ τὰ δύο μέλη μιᾶς ἀνισότητος ἐπὶ μίαν ἐγγράμματον 
παράστασιν, ἐκτὸς ἐὰν γνωρίζωμεν τὸ σημεῖον της. 

Π.χ. ᾿Απὸ τὴν ἀνισότητα (μ᾽- )(6χ---4)» 0. λαμβάνομεν τὴν ἀνισό- 
τητα ὅχ--4)50, διότι δυνάμεθα νὰ διαιρέσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς διὰ τοῦ 
θετικοῦ ἀριθμοῦ μ"-ἘἸ. 

᾿Αλλὰ ἀπὸ τὴν ἀνισότητα (μ’-- 1)(ὅχ --- 4) »Ὸ δὲν δυνάμεϑα νὰ 
λάβωμεν τὴν. ἀνισότητα ὅχ---4)»Ό0,. διότι τὸ μ'--1 δὲν εἶναι πάντοτε 
ϑετικόν. Διὰ μΞεῦ, τὸ μ'--1 εἶναι ἀρνητικὸν καὶ ἑπομένως ἀπὸ τὴν 
ἀνισότητα (μ'---Ἰ)(ὅχ---4))»Ὸ λαμβάνομεν τὴν ἀνισότητα ὅχ---ἀ «0. 
"Επίσης δὲν πρέπει νὰ ὑψώνωμεν εἷς τὸ τετράγωνον καὶ τὰ δύο μέλη 


᾿Ανισότητες τοῦ πρώτον βαϑμοῦ μὲ ἕνα ἄγνωστον δῦ 


μιᾶς ἀνισότητος ἢ νὰ ἐξάγωμεν τὴν τετραγωνικὴν ρίζαν των. Θὰ 
ἴδωμεν ἀργότερον, ποίας προῦὐποϑέσεις πρέπει νὰ ἔχωμεν ὕπ᾽ ὄψει, διὰ 
γὰ χρησιμοποιήσωμεν τὰς δύο ἀνωτέρω πράξεις. 


2. ᾿Ανισότητες τοῦ πρώτου βαϑμοῦ μὲ ἕνα ἄγνωστον 


977. Λύσις ἀκεραίων ἀνισοτήτων. Ἢ λύσις τῶν ἀνισοτήτων 
γίνεται ὅπως καὶ ἣ λύσις τῶν ἐξισώσεων (8 2617). Πρέπει ὅμως νὰ 
προσέχωμεν, ὅταν ἀλλάσσωμεν τὰ σημεῖα καὶ τῶν δύο μελῶν τῆς ἄνι- 
σότητος, νὰ ἀλλάσσωμεν καὶ τὴν στροφὴν αὑτῆς. 

Παράδειγμα ἴον. Νὰ λυθῇ ἡ ἀνισότης 3(5--2).-2(3---α);»7.--3. 

Αὖὐσις : Ἐκτελοῦμεν πράξεις καὶ ἔχομεν 3χ--6-[[6--2χ»» 7χ--3. 

Χωρίζομεν τοὺς γνωστοὺς ὅρους ἀπὸ τοὺς ἀγνώστους καὶ ἔχομεν 

3χ---2χ--7χ»-[6--ὀ--.3. ἢ --ὄχ»--3 ὶ (4) 
᾿Αλλάσσομεν τὰ σημεῖα καὶ τῶν δύο μελῶν τῆς ἀνισότητος (1), δηλ» 
πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐπὶ τὴν ἀρνητικὴν μονάδα καὶ ἡ 


ἀνισότης ἀλλάσσει στροφὴν καὶ ἔχομεν ὄχ 3, ἄρα »Σ- 


“Ὥστε ὅλοι οἱ ἀριθμοὶ οἱ μικρότεροι τοῦ ΕΠ δηλ. οἱ περιεχόμενοι με- 


2 
ταξὺ τοῦ --ο καὶ τοῦ Σ. ἐπαληθεύουν τὴν δοθεῖσαν ἀνισότητα. 
τοῦ ὦ τὰ ὦ ρρῖςς Ἔ εν ννιν πτῷ 


Παράδειγμα 2ον. Νὰ λυθῇ ἡ. ἀνισότης ἘΞ" -Ξ:Ξ »η-- ἘΣ . 





Δύσις : Ἐξαλείφομεν τοὺς παρονομαστάς. Πρὸς τοῦτο πολλαπλασιάζο- 
μεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐπὶ τὸ ἐκιπ. 7'5: 4 τῶν παρονομαστῶν τῆς καὶ 


ἔχομεν 20(α--1)-[28{23---α} 7.5. 4: 7-35(4-|χ) 
ῇ 20χ--20-.-644--28κ. 980---140---35χ 

ἢ 20χ.---28χ.-:.35χ» 20--644-[980--140 

ῇ 27» 216Ἠ ἄρα κχ» 8. 


“Ὅλοι οἱ ἀριθμοὶ οἱ μεγαλύτεροι τοῦ 8, δηλ. οἱ περιεχόμενοι μεταξὺ 

τοῦ 8 καὶ τοῦ - οὐ ἐπαληθεύουν τὴν δοθεῖσαν ἀνισότητα. 
τοῦ τὸν ρὸν ς 8... νὖν τῶ 

978. Διάστημα. Τὸ σύνολον τῶν ἀριϑμῶν, οἵ ὁποῖοι περιέχονται 
μεταξὺ δύο δοϑέντων ἀριϑμῶν α καὶ β, (α«β) λέγεται διάστημα 
καὶ παρίσταται συμβολωιῶς μὲ (α, β). 

᾿Επίσης τὸ σύνολον τῶν τιμῶν τοῦ ὦ, αἷ ὁποῖαι πληροῦν τὴν δι- 
πλῆν ἀνισότηια αζυςβ λέγεται διάστημα τῶν τιμῶν 
τοῦ τ ἀπὸ α ἔως β. 

Οἱ ἀριϑμοὶ α καὶ βὶ λέγονται ἄκρα τοῦ ὃ ιαστήματος. 


956 ᾿Ανισότητες τοῦ πρώτου βαϑμοῦ μὲ ἕνα ἄγνωστον 


Ὅταν εἷς τὰς τιμὰς ἑνὸς διαστήματος πεοιλαμβάνωνται καὶ τὰ 
ἄκρα αὐτοῦ, τὸ διάστημα λέγεται κλειστό ν᾿ ἐν ἐναντίᾳ περι- 
πτώσει λέγεται ἄνοικτόν. 

Οὕτω τὸ διάστημα αζχς(βὶ λέγεται κλειστὸν διάστημα 


τὸ » αζχάβ » ἀνοικτὸν » 
τὸ » ας χαβ » κλειστὸν πρὸς τ᾽ ἀριστερὰ 
τὸ » αζχεβ » κλειστὸν πρὸς τὰ δεξιά, 


Λέγομεν, ὅτι ἕνας ἀριϑμὸς μ εἶναι ἐκτὸς τοῦ διαστήματος (α, β), 
ἐὰν δὲν περιέχεται μεταξὺ τῶν α καὶ β, δηλ. ἐὰν εἶναι μικρότερος τοῦ 
α ἢ μεγαλύτερος τοῦ β, μάζα, εἴτε μ᾽»β. 

--ο Ὁ Ὁ «ἀν φψ.βι... το 

᾿Ασκήσεις : 1869, 1870, 1871, 1872, 1878. 


219. Λύσις καὶ διερεύνησις τῆς ἀνισότητος αχ-ΓΒβ». Μία 
ἀκεραία ἀνισότης τοῦ πρώτου βαϑμοῦ μὲ ἕνα ἄγνωστον χ δύναται 
πάντοτε νὰ ἄναχϑῇ εἷς τὴν γενικὴν μορφὴν 

᾿ αχοκβ»Ὸ 
εἷς τὴν ὁποίαν οἵ α καὶ β εἶναι ποσότητες ἀριϑμητικαὶ ἢ ἐγγράμματοι, 
ϑετικαὶ ἢ ἀρνητικαί, μονώνυμα ἢ πολυώνυμα, ἀνεξάρτητα πάντως τοῦ Χ. 

Ὃ συντελεστὴς α τοῦ ἀγνώστου Χ πρέπει νὰ εἶναι πάν" 
τοτε διάφορος τοῦ μηδενός, διότι ἄλλως ἣ ἀνισότης 
ϑὰ ἐλάμβανε τὴν μορφὴν β)»Ο καὶ δὲν ϑὰ ἦτο πλέον μία δεσμευμένη 
ἀνισότης, ἀλλὰ μία ἀριϑμητικὴ ἀνισότης. 

ὋὉ β δύναται νὰ εἶναι τυχὼν ἀριϑμὸς ϑετικός, ἀρνητικὸς ἢ μηδέν. 

"Ἑἕστω τώρα, ὅτι ϑέλομεν νὰ λύσωμεν τὴν ἀνισότητα 


αΧΈἘβ»ο () 
Μεταφέρομεν τὸ βὶ εἷς τὸ δεύτερον μέλος καὶ λαμβάνομεν τὴν 
ἰσοδύναμον ἀνισότητα αΧ»--β () 


Διαχρίνομεν δύο περιπτώσεις : 
Ιον. α)ὸὺ. Ἑἷς τὴν περίπτωσιν αὑτὴν δυνάμεϑα νὰ διαιρέσωμεν 
καὶ τὰ δύο μέλη τῆς (9) διὰ τοῦ ϑετικοῦ ἀριϑμοῦ α καὶ λαμβάνομεν 


τὴν λύσιν χ»-- ὃ. 


ϑον. αςφ0. Εἷς τὴν περίπτωσιν αὐτήν, ἂν διαιρέσωμεν καὶ τὰ 
δύο μέλη τῆς (9) διὰ τοῦ ἀρνητικοῦ ἀριϑμοῦ α, ἧ ἀνισότης ἀλλάσσει 


στροφὴν καὶ λαμβάνομεν τὴν λύσιν κ«---. 


Παρατήρησις. ᾿Ανωτέρω εἴπομεν, ὅτι ὁ α πρέπει νὰ εἶναι διά- 
φορος τοῦ μηδενός. ᾿Εὰν ὑποϑέσωμεν, ὅτι αΞϑῦ, ἦ ἀνισότης 


"Ανισότητες τοῦ πρώτου βαϑμοῦ μὲ ἕνα ἄγνωστον 9071 


αΧ-Ἐβ»Ὸ γίνεται Οἁχβ.»Ὸ (4) 
"Ἐὰν β)»Ο, ἢ ἀνισότης (1) ἐπαληϑεύεται πάντοτε. 
᾿Εὰν β(«0, ἡἣ ἀνισότης (1) εἶναι ἀ δύνατος. ; 
᾿Εὰν βεξύ, ἦ ἀνισότης λαμβάνει τὴν μορφὴν 0χ- Ὁ »ΌΟ, ἣ ὁποία 
εἶναι ἀκόμη ἀδύνατος, ἐπειδὴ τὸ πρῶτον μέλος της εἶναι πάντοτε 
μηδέν. 


280. ᾿Εφαρμογαί. Παράδειγμα 1ον. Νὰ λυϑῇ καὶ νὰ διερευ- 


γνηϑῇ ἡ ἀνισότης εὐ μίχ:--τ- 2) »α--8. 
“Δύσις - Ἐκτελοῦμεν πράξεις κλπ. καὶ ἔχομεν διαδοχικῶς 
μχττῶμ»χ--3 ἢ ιχ--χ»2μ-3 ἢ (μ--Ἰ)χ» 2μ--3 () 
Ι, Ἐὰν μ--Ἱ»ῦώ, δηλ. ἐὰν μὴ 1, διαιροῦμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς (1) 


ἘΞ. 

ΞΈΓΗ͂ΝΙ 
Π. Ἐὰν μ--Ἰς(0, δηλ. ἐὰν μζ(, ἰδ ρον καὶ τὰ δύο μέλη 
ΞΞ3:ς 
μαι" 


διὰ τοῦ θετικοῦ ἀριθμοῦ μ--1 καὶ ἔχομεν ΧΡ 





τῆς (1) διὰ τοῦ ἀρνητικοῦ ἀριθμοῦ μ--ἶἸ καὶ λαμβάνομεν χίέ -“-.-- ΞιΞ 
ΠῚ. Ἐὰν μ--ῖΞξξῦ, δηλ μεξῖ, ἡ (1) γίνεται 
ΟΧ»2:1--35. ἢ Ο0’Χὺ --Ἂ3ἃ 
ἡ τελευταία δὲ ἀνισότης ἀληθεύει διὰ κάθε τιμὴν τοῦ κχ. 


Παράδειγμα 2ον. Νὰ λυθῇ καὶ νὰ παρὰ ἡ ἀνισότης 
μχ--2 Ξε τς ΕῚ 
Αὐοις: Ἐξαλείφομεν παρονομαστὰς κλπ. καὶ ἔχομεν διαδοχικῶς 


4(μχ--2),.3(8μ-αὶζὸμ ἢ μχ--8:-9μ--ΞχΣ ζόμ 
ἢ ἄμχ--3χ ζ-[[8--ομόμ ἢ (4μ--3)χ {8--3μ () 








Ι. Ἐὰν 4μ--3»0, δηλ. ἐὰν μ᾽ 3. διαιροῦμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς 
1:3 8- 





(1) διὰ τοῦ θετικοῦ ἀριθμοῦ 4μ---3 καὶ λαμβάνομεν Χ «1 


Π. Ἐὰν 4μ--3 (0, δηλ. ἐὰν μ4 3, διαιροῦμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς 





(Ὁ) διὰ τοῦ ἀρνητικοῦ ἀριθμοῦ 4μ--3 καὶ λαμβάνομεν χν ἘΞ Σ 
ΠΠ. Ἐὰν 4μ---3Ξ3:ξ0, δηλ. ἐὰν με 3. ἡ ἀνισότης (1) γίνεται 
3 23 
ο'χ (8--3᾿ -τ ἢ 0 Χ( τ 


καὶ ἀληθεύει διὰ κάθε τιμὴν τοῦ χ. 
᾿Ασκήσεις : 1875, 1577, 1379, 1881, 1885. 
"Δλγεβρα--Π' Γ. Τόγκα Τόμος Α ᾿ 9 
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8. ᾿Ανισότητες τῶν ὁποίων ἡ λύσις ἀνάγεται 
εἰς τὴν λύσιν ἀνισοτήτων τοῦ πρώτου βαϑμοῦ 
μὲ ἕνα ἄγνωστον 


281. ᾿Ανισότητες τῆς μορφῆς Α. ΒΓ». Ἢ λύσις ἄνισο- 
τήτων μὲ ἕνα ἄγνωστον, βαϑμοῦ ἀνωτέρου τοῦ πρώτου καὶ τῆς μορ- 
φῆς Α.Β΄Γ»ῬΟ, ὅπον Α, Β, Γ᾽ εἶναι διώνυμα τῆς μορφῆς αΧ-Έβ, 
ἀνάγεται εἷς τὴν λύσιν πολλῶν ἀνισοτήτων τοῦ πρώτου βαϑμοῦ. 
Εἶναι ἀνάγκη ὅμως, νὰ γνωρίζωμεν τὸ σημεῖον τοῦ γινομένου Α΄ Β΄.1΄. 


982, Σημεῖον ἑνὸς γινομένου πρωτοβαϑμίων παραγόντων. 
Διὰ νὰ εὕρωμεν τὸ σημεῖον τοῦ γινομένου Α' ΒΓ, ὅπου ΑΒΓ 
εἶναι πρωτοβάϑμιοι παράγοντες τῆς μορφῆς αχ-Ἐβ ἐργαζόμεϑα, ὅπως 
εἷς τὰ κάτωϑι παραδείγματα : 

Παράδειγμα 1ον. Νὰ εὑρεθῇ τὸ σημεῖον τοῦ γινομένου 

Γ-ξ(υ-[2).---δγ(κ---ὃ). 
Εὐρίσκομεν τὰς ρίζας τῶν διωνύμων παραγόντων χ- 2, χ--ά, χ--8. 
Πρὸς τοῦτο ἐξισοῦμεν μὲ τὸ μηδὲν κάθε παράγοντα, δηλ. θέτομεν 
χΉ2ΞεΌ, χ---άσξῦ, χ--ϑὅξξο 

καὶ εὑρίσκομεν τὰς ρίζας χε---2, χεξά, χε. 
Αἴ τιμαὶ αὐταὶ τοῦ χ λέγονται χαρακτηριστικαὶ τιμαὶ τοῦχ. 

Τάσσομεν τὰς ρίζας αὐτὰς κατὰ τάξιν μεγέθους οὕτως, ὥστε νὰ βαί- 
γοῦν αὐξανόμεναι, --2, 4, 8. 

Αἱ χαρακτηριστικαὶ αὐταὶ τιμαὶ τοῦ χ χωρίζουν τὸ διάστημα. 
(-,ὐ, ΟἹ εἰς μικρότερα διαστήματα, ὅπως φαίνεται κατωτέρω 


-οὖοὦἵἱ.... 2... 4... 8... τὸ. 


Ὑποθέτομεν τώρα, ὅτι ὁ ἄγνωστος χ λαμβάνει τιμὰς ἀπὸ τὸ --ο 
ἕως τὸ Το. 

Ὅταν ὁ χ λάβῃ τιμὰς μικροτέρας τοῦ ---2, οἱ παράγοντες Χ-[2, 
χ-τ-4, χ---ὃ εἶναι ἀρνητικοὶ καὶ ἑπομένως τὸ γινόμενόν τῶν 

Γ-ξίσ-2)--δ[(χ.--- -8) 
θὰ εἶναι ἀρνητικόν, ὡς γινόμενον τριῶν ἀρνητικῶν παραγόντων. 

Ὅταν ὁ χ λάβῃ τιμὰς περιεχομένας μεταξὺ ---2 καὶ 4, δηλ. μεγαλυ-" 
τέρας τοῦ ---2Ζ, ἀλλὰ μικροτέρας τοῦ 4, ὁ παράγων χ- 2 εἶναι θετικὸς καὶ 
οἷ δύο ἄλλοι παράγοντες χ--4 καὶ χ--8 εἶναι ἀρνητικοί. Τὸ γινόμενόν τῶν 
ὅμως Γ θὰ εἶναι θετικόν, διότι τὸ πλῆθος τῶν ἀρνητικῶν παραγόντων 
εἶναι ἄρτιον. 

Ὅταν ὁ .χ λάβῃ τιμὰς περιεχομένας μεταξὺ 8 καὶ -ο, δηλ. ὅταν 
δέχ: ὦ καὶ οἱ τρεῖς παράγοντες χ- 2, χ--4, χ-- 8 εἶναι θετικοὶ καὶ 
ἑπομένως καὶ τὸ γινόμενόν των εἶναι θετικόν. ᾿ 

Ὃ κάτωθι πίναξ μᾶς δεικνύει τὸ οημεῖον τοῦ γινομένου Α 

ΓΞξίυ-Ἐ2κιυ--4)ισ--- 8). 


"Ανισότητες μὲ ἕνα ἄγνωστον ες Ὡδ9 





χ ποτὸν νος πᾶν νοὸς 4,.... 8..... ἼὝἭΩω 
Σημεῖον τοῦ Γ. - - -- ΜΗ 








“Ὥστε τὸ σημεῖον τοῦ γινομένου ΓΞεί(χ--2)(χ ---ἀγχ---8) εἶναι θετικὸν 
διὰ τιμὰς τοῦ Χ κειμένας εἰς τὰ διαστήματα (--2, 4 καὶ (8, -Γο) καὶ ἀρνη- 
τικὸν διὰ τιμὰς τοῦ χ κειμένας εἰς τὰ διαστήματα (--οὐ, ---2) καὶ (4, 8. 

Παράδειγμα 2ον. Νὰ εὑρεθῇ τὸ σημεῖον τοῦ γινομένου 

Γ-ξ(κ"--5)2χ- 3,6 .---- 4. κ- 9). ᾿ 

Εὑρίσκομεν τὰς ρίζας τῶν διωνύμων παραγόντων 

χ--5, 2Χ-3, 5χ--4, χ- ϑ. 
Πρὸς τοῦτο θέτομεν 
χ--σεξῦ, 2χΧ-3--ὸ, ὅχ--ἄτξοΉ, χ- θεὸ 
καὶ εὑρίσκομεν ἀντιστοίχως 


3 4 
χεῦ, χ--- "»" ΧΞΞ πε’ χΞΞ--9. 
Τάσσομεν τὰς ρίζας αὐτὰς κατὰ τάξιν μεγέθους οὕτως, ὥστε νὰ βαί- 
νοῦν αὐξανόμεναι καὶ ἔχομεν --θ9,-- 3. ΕΝ 5. 


᾿Αλλάσσομεν τὴν τάξιν τῶν παραγόντων τοῦ γινομένου Γ οὕτως, ὥστε 
αἱ ρίζαι τῶν νὰ βαίνουν αὐξανόμεναι καὶ ἔχομεν τὸ ἰσοδύναμον γινόμενον 
Γ-ξ(χ-ἰ9γχ- 3γχ|5χ--4)(σ--- 5). 
Αἱ ρίζαι τῶν παραγόντων χωρίζουν τὸ διάστημα (--οὐ, -Ἐο9) εἰς μι- 
κρότερα διαστήματα, ὅπως φαίνεται κατωτέρω 


3 4 
--Οο ἐνεν πϑιν νιν το τϑδο. τ. 0τἘῚ ᾿ τὉῸ 5 ἐν νιν τος 

Δίδομεν τώρα εἰς τὸ χ τιμὰς ἀπὸ τὸ ---ο ἕως τὸ -Πο, 

“Ὅταν ὁ χ λαμβάνῃ τιμὰς μικροτέρας τοῦ ---9, δηλ. ὅταν --οὦ «χ {--9, 
οἱ παράγοντες χ- 9, 2χ3, 5χ--4, χ---5 τοῦ γινομένου εἶναι ἀρνητικοὶ 
καὶ ἐπειδὴ εἶναι τέσσαρες, δηλ. τὸ πλῆθος τῶν εἶναι ἄρτιον, τὸ γινόμενόν 
τῶν Γεξίχ-9γῶ2χ-3)γ,(6χ--- 4)χ---5) εἶναι θετικόν. 


Ὅταν ὁ Χ λαμβάνῃ τιμὰς περιεχομένας μεταξὺ τοῦ --Θ9 καὶ -- Ξ. 


δηλ. ὅταν εἶναι --ϑ(χ «--3, μόνον ὁ πρῶτος παράγων χ-9 εἶναι 


θετικός, δηλ. ἀλλάσσει σημεῖον, καὶ ἑπομένως τὸ γινόμενον Γ εἶναϊ 
ἀρνητικόν. 


Ὅταν ὁ χ λαμβάνῃ τιμὰς περιεχομένας μεταξὺ τοῦ -- Ξ καὶ Φ. 


δηλ. ὅταν εἶναι -- Ζ «χς ΒΝ ἀλλάσσει σημεῖον καὶ ὁ δεύτερος παρά- 


γῶν καὶ ἑπομένως τὸ γινόμενον Γ εἶναι θετικόν, καὶ οὕτω καθεξῆς. Δηλ. κάθε 
φοράν, ποὺ ὁ χ διέρχεται ἀπὸ μίαν ρίζαν, τὸ γινόμενον ἀλλάσσει σημεῖον. 
Ὃ κάτωθι πίναξ μᾶς δεικνύει τὸ σημεῖον τοῦ γινομένου 
Γξξίχ- ἰ9γ2χ- 3γ6χ---)(χ---5). 


260 ᾿Ανισότητες μὲ ἕνα ἄγνωστον 








Χ πῶ... -τϑ. τ σξος ξιυν 5υνννμο 
Σημεῖον τοῦ Γ. Ἔ - Ἔ - Ἔ 
“Ὥστε τὸ γινόμενον Γ εἶναι θετικόν, ὅταν ὁ χ λαμβάνῃ τιμὰς κειμέ- 
νας εἰς τὰ διαστήματα (---οὐ, --Ξθ), (- 9. Ὁ καὶ (5, -[οΟ) καὶ ἀρνη- 


τικόν, ὅταν ὁ χ λαμβάνῃ τιμὰς κειμένας εἰς τὰ διαστήματα 
(-9.-τ-5) ἃ (5.5): 

,. 9388. Σπουδαία παρατήρησις. ᾿Απὸ τὰ δύο ἀνωτέρω παρα- 
δείγματα συνάγομεν, ὅτι δὲν εἶναι ἀνάγκη νὰ προσδιορίζωμεν τὸ ση- 
μεῖον τοῦ γινομένου Γ᾽ δι᾽ ὅλας τὰς τιμὰς τοῦ χ ἀπὸ τὸ ---οὐ ἕως 
τοῦ, Διότι, ὅταν προσδιορισϑῇ τὸ σημεῖον τοῦ Γ εἷς ἕνα διάστημα 
τιμῶν τοῦ χ, τὸ σημεῖον τοῦ Γ᾽ ἀλλάσσει εἷς τὸ ἑπόμενον διάστημα, 
διότι ἀλλάσσει τὸ σημεῖον ἑνὸς παράγοντος καὶ οὕτω καϑεξῆς. Εἶδι- 
κῴώτερον τὸ σημεῖον τοῦ Γ εἶναι πάντοτε ϑετικόν, διὰ τι- 
μὰς τοῦ Χ περιεχομένας εἷς τὸ τελευταῖον διάστημα, διότι, εἷς τὴν πε- 
ρίπτωσιν αὑτήν, ὅλοι οἱ παράγοντες τοῦ Γ᾽ εἶναι ϑετικοί. Διὰ τοῦτο 
ϑέτομεν εἷς τὸ τελευταῖον διάστημα πάντοτε τὸ σημεῖον -{- καὶ ἔπειτα 
ἐναλλὰξ τὸ σημεῖον ---, -Ἐ,.... εἷς τὰ πρὸς τὰ ἀριστερὰ διαστήματα. 


284. ᾿Εφαρμογὴ εἰς τὴν λύσιν ἀνισοτήτων τῆς μορφῆς 
ΑἸ Β᾿Γ»ο. 
Παράδειγμα ἴον. Νὰ λυθῇ ἡ ἀνισότης (2κ--3),3χ--4φ)(5χ-2)»0 (4) 
“Δύσις : Εὑρίσκομεν κατὰ τὰ γνωστὰ τὸ σημεῖον τοῦ γινομένου 
Γ-εζῶ.---3)9χ---δί5κ- 2). 
Ὃ κάτωθι πίναξ δεικνύει τὸ σημεῖον τοῦ Γ δι᾽ ὅλας τὰς τιμὰς τοῦ κα 
ἀπὸ --ο ἕως το. 


: δεεῖνς να τμκ υνοῦο 


Σημεῖον τοῦ Γ. τυ ἰπς πε -- Ἔ 





Διὰ νὰ ἀληθεύῃ ἡ ἀνισότης (1) πρέπει τὸ πρῶτον μέλος της νὰ εἶναι 
θετικόν. “Ὅπως φαίνεται ἀπὸ τὸν ἀνωτέρω πίνακα ἡ ἀνισότης (1) ἀληθεύει 
διὰ τιμὰς τοῦ χΧ κειμένας εἰς τὰ πὸ 


(- :Ξ. οὐ τὶ 12: ἜΩ) 
δηλ. διὰ -- -Ἐ- {χς --- κκκαὶ διὰ ε {χ ζ ο. 


Παράδειγμα 2ον. Νὰ λυθῇ ἡ ἀνισότης 
(«--5)ι8χ-1).--5χ- 4) χ- 6)» 0 () 
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«Δύσις - Διὰ νὰ εἶναι θετικοὶ ὅλοι οἱ συντελεσταὶ τοῦ χα ἀλλάσσομεν τὸ 
σημεῖον τοῦ τρίτου παράγοντος, ὁπότε θὰ ἀλλάξῃ στροφὴν καὶ ἡ ἀνισότης. 
Θὰ εἶναι λοιπὸν (----5)5 - 1)](δσ---ι(χ- 6) «0 () 

Εὑρίσκομεν κατὰ τὰ γνωστὰ τὸ σημεῖον τοῦ γινομένου 

ΓΞξξίσ---5),ϑ9χ- 1)γ.5.----δγιχ- 6). 

Ὃ κάιλποθι πίναξ δεικνύει τὸ σημεῖον τοῦ Γ᾽ δι᾽ ὅλας τὰς τιμὰς τοῦ χ 

ἀπὸ --ο ἕως ὦ. 





Ε Χ ; πῶ οὐτδινον τ σξοννον τξονννν τ 
Σημεῖον τοῦ Γ. Ἔ -- Ἕ -- 








Διὰ νὰ ἀληθεύῃ ἡ ἀνισότης (2) καὶ συνεπῶς καὶ ἡ ἰσοδύναμός της (1) 
πρέπει τὸ πρῶτον μέλος της νὰ εἶναι ἀρνητικόν. Ὅπως φαίνεται ἀπὸ τὸν 
ἀνωτέρω πίνακα, ἡ ἀνισότης (2) ἀληθεύει διὰ τιμὰς τοῦ χ περιεχομένας εἰς 


᾿ 1 4 
τὰ διαστήματα (-5, - -) (--. 5), 
δηλ. διὰ -ρςχς-- φ- καὶ διὰ - (χα (5. 


᾿Ασκήσεις : 1886, 1388,..1889, 1890. 


2858. ᾿Ανισότητες τῆς μορφῆς ἃ. »0. Ἔστω ἣ ἀνισότης 


Α 
Ἔ 29. (1) ὅπου Α καὶ Β εἶναι διώνυμα τῆς μορφῆς αχ-  β. ᾿Επειδὴ 


δὲν γνωρίζομεν τὸ σημεῖον τοῦ παρονομαστοῦ, ἐφ᾽ ὅσον περιέχει τὸν 
ἄγνωστον χ, δὲν δυνάμεϑα νὰ πολλαπλασιάσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη της 
ἐπὶ Β διὰ νὰ ἐξαλειφϑῇ ὃ παρονομαστής. Δυνάμεϑα ὅμως νὰ πολλα- 
πλασιάσωμεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς (1) ἐπὶ τὸ τετράγωνον τοῦ παρο- 
νομαστοῦ, δηλ. ἐπὶ Β᾽, τὸ ὁποῖον εἶναι πάντοτε ϑετικόν, ὁπότε ϑὰ 


Α ΚΑῚ 
ἢ 








ἔχωμεν Ἔ Β᾽»0 Α4.-Β»Ο. 
“Ἂε ΤΣ Ἀ - . Γ ὰ 9 , Ν 
Η λύσις λοιπὸν τῆς ἀνισότητος ' Ἔ »)»Ὸ || ἀνάγεται εἷς τὴν 
λύσιν τῆς ἰσοδυνάμου ἀνισότητος | Α.Β»0 
Παράδειγμα 1ον. Νὰ λυθῇ ἡ ἀνισότης αΞξῆξες 50 


Δύσις : Ἡ δοθεῖσα ἀνισότης εἶναι ἰσοδύναμος μὲ τὴν 
χίχ-5χχ---χσ- 2» Ὁ ἢ (χ- δι χ- 2χα-- 1} 0 { 


262 "Ανισότητες μὲ ἕνα ἄγνωστον 


Αἴ ρίζαι τῶν παραγόντων τοῦ πρώτου μέλους τῆς (Π) εἶναι 
᾿ --5, -Ὦ, 0, 1. 
Ὃ κάτωθι πίναξ μᾶς δεικνύει τὸ σημεῖον τοῦ γινομένου 


ΓΞ-ξί τ 5,χ-ὥγχίς--Ἴ). 


Χ : “τ. ..Ὁπῖὴϑῦννος πδινος νον Ἅνννν τ 
Σημεῖον τοῦ Γ. ἝἜἝ - Ἔ -- ΒΗ | 
νρβρ..“ρῆΦ“Φπ᾿͵᾿᾿᾿᾿ῸῤῸῤ᾿ᾷῸ’.-.---- 
Ἡ ἀνισότης (1) καὶ ἑπομένως καὶ ἡ δοθεῖσα ἀληθεύει διὰ 
--ο ἐχ {--5, διὰ --2Ζξχ«Ο ῳ καὶ διὰ 1 {«χς-[ο. 


Παράδειγμα 2ον. Νὰ λυθῇ ἡ ἀνισότης τῖτ Σ» πῖς . 
Αὐσις : Ἡ δοθεῖσα ἀνισότης γράφεται 
ΕΝ 3 2(χ---4)---3.(53χ- ἢ 
τ στ} ἢ -σεεαξῷῇ 20 
--ἰἶπα- 7χ- 11 

ἣ δσεηαξῳ 0 ἢ πχρχξῇ “Ὁ (; 

Ἢ ἀνισότης (1) εἶναι ἰσοδύναμος μὲ τὴν 

(7ΊχΧ- 11)9.- 1). .--4) «0 (2) 


Αἱ ρίζαι τῶν παραγόντων. τοῦ πρώτου μέλους τῆς (2) εἶναι 
ὃ ΠῚἃΤ 4 
7᾽ 3" 
Ὃ κάτωθι πίναξ μᾶς δεικνύει τὸ σημεῖον τοῦ γινομένου 
Γξεί7ζχ- 11)|ὃχ- 1γκ--- 4). 


-.--.Ὁ.ὉΨὉ... τ΄ τ τ᾽. .- ΄----οςο--Οοος--»-θῸῤῬ.-------ρ---ς-ς. 


| . 11 1 


τον ννν πο σαι τ τ πτρ'...4 τι. Ἔὼ 
Σημεῖον τοῦ Γ. 





᾿ 
| -- 
- πε - τ 








Διὰ νὰ ἀληθεύῃ ἡ ἀνισότης (2) πρέπει τὸ πρῶτον μέχος τῆς νὰ εἶναι 
ἀρνητικόν. “Ὅπως φαίνεται ἀπὸ τὸν ἀνωτέρω πίνακα, ἡ ἀνισότης αὐτή, ἕπο- 
μένως καὶ ἡ ἰσοδύναμος δοθεῖσα, ἀληϑεύουν διὰ 


--ο ««-- τ καὶ διὰ “-- τ «χ 4. 
᾿μσκήσεις : 1391], 1892, 1891, 1896. 


286 Συναληϑεύουσαι ἀνισότητες. Λέγομεν. ὅτι δύο ἢ περισ- 
σότεραι ἀνισότητες τοῦ πρώτου βαϑμοῦ μὲ ἕνα ἄγνωστον, συν αλη" 
ϑεύουν ἢ ἀποτελοῦν ἕνα σύστημα ἀνισοτήτων τοῦ 
πρώτου βαϑμοῦ μὲ ἕνα ἄγνωστον. ὅταν ἀληϑεύουν 
μὲ τὰς αὐτὰς τιμὰς τῶν ἀγνώστων 

Ἢ εὕρεσις ὅλων τῶν κοινῶν λύσεων τῶν διαφόρων ἀνισοτήτων 
λέγεται λύσις τοῦ συστήματος τῶν ἀνισοτήτων. 

Τὰ χκάτωϑι παραδείγματα ϑὰ μᾶς δείξουν τὸν τρόπον τῆς εὗρέ- 
σεως τῶν κοινῶν λύσεων “ἑνὸς συστήματος ἄνισοτήτων. 


᾿Ανισότητες μὲ ἕνα ἄγνωστον 268 


Παοάδειγμα ἴον. Διὰ ποίας τιμὰς τοῦ κ συναληθεύουν αἱ ἀνισότητες 
δχ--8» 4χ-20 (Ἱ) ΞΞῈ5 «χ, 10 Ω 


Λύομεν χωριστὰ τὰς ἀνισότητας (() - (2) καὶ εὑρίσκομεν, ὅτι ἡ ῳ 
ἀληθεύει διὰ χ --ὅ καὶ ἡ (2) ἀληθεύει διὰ 'χ (15. 

Διὰ νὰ εὅρωμεν τὰς κοινὰς λύσεις τῶν ἀνισοτήτων (1) καὶ (2) δχη εαίξος 
μεν τὸν κάτωθι πίνακα, ὁ ὁποῖος περιέχει τὰς χαρακτηριστικὰς τιμὰς τοῦ κ 


-τῷ,...-ὸᾶ.... 15... 


-ςἌςΤς Ὁ ςς ῦ.ῦ 
ΑΓ Β 





Ἔπειτα ἐργαζόμεθα ὡς ἑξῆς : 

Ἢ ἀνισότης (1) ἀληθεύει διὰ χΡ --α' ἄρα ὁ χ δὲν δύναται νὰ λαμ- 
βάνῃ τιμὰς περιεχομένας εἰς τὸ διάστημα Α. 

Ἢ ἀνισότης (2) ἀληθεύει διὰ χ {15 ἄρα ὁχ δὲν δύναται νὰ λαμβάνῃ 
τιμὰς περιεχομένας εἰς τὸ διάστημα Β. 

᾿Απὸ τὰ ἀνωτέρω συνάγομεν, ὅτι διὰ νὰ συναληθεύουν αἱ δοθεῖσαι 
ἀνισότητες πρέπει ὁ χ νὰ λαμβάνῃ τιμὰς περιεχομένας μόνον εἰς τὸ διά- 
στημα (--6, 15). Ὥστε αἱ δοθεῖσαι ἀνισότητες συναληθεύουν διὰ ---ὅ {χ (15, 

Παράδειγμα 2ον. Νὰ λυθῇ τὸ σύστημα τῶν ἀνισοτήτων 


32ΖΧῚ5)»0ὺ (ἢ, χ-όζὺὼ (2), (χ-2χ--4κχ--8.»0 3 
Ἢ ἀνισότης (1) ἀληθεύει διὰ χρ -- Ξ- 


Ἧ ἀνισότης (2) ἀληθεύει διὰ χ {6. 

Ἡ ἀνισότης ξ(3), ὅπως εὑρήκαμεν εἰς τὸ 1ον παράδειγμα τῆς 8 282. 
ἀληθεύει διὰ --Ζςχ (4 καὶ διὰ ϑζχ {(Ἐο. 

Διὰ νὰ εὕρωμεν τὰς κοινὰς λύσεις τῶν ἀνισοτήτων (1), (2) καὶ (3), 
σχηματίζομεν τὸν κάτωθι πίνακα, ὁ ὁποῖος περιέχει τὰς χαρακτηριστικὰς 
τιμὰς τοῦ χ κατὰ τάξιν μεγέθους ΐ 

πῶνννντεζοννν τε τξξννν 4 ννον δ ἐννν 8δ.ιν Ἐῶ 


Α Β Γ Δ Ε 
Ἔπειτα ἐργαζόμεθα ὡς ἑξῆς : 


Ἧ ἀνισότης (1) ἀληθεύει διὰ χ»-- ἄρα ὁ χ δὲν δύναται νὰ 


λαμβάνῃ τιμὰς περιεχομένας εἰς τὰ διαστήματα Α καὶ Β. 
Ἡ ἀνισότης (2) ἀληθεύει διὰ χ {δ᾽ ἄρα ὁ χ δὲν δύναται νὰ λαμβάνῃ 
τιμὰς περιεχομένας εἰς τὰ διαστήματα Δ καὶ Ε. 

- Ἢ ἀνισότης (3) ἀληθεύει διὰ --2 {(χ {4 καὶ διὰ ὃ (χ {- ο᾽ ἄρα 
ὁ χ δὲν δύναται νὰ λαμβάνῃ τιμὰς περιεχομένας εἰς τὰ διαστήματα 
Α, Γ καὶ Δ. 

Παρατηροῦμεν, ὅτι διὰ νὰ συναληθεύουν καὶ αἱ τρεῖς ἀνισότητες 

4), (2), (Ἕ) πρέπει ὁ χ νὰ λαμβάνῃ τιμὰς περιεχομένας μόνον εἰς τὸ διά- 


364 -Ασκήσεις 


στημα ( ---Ξ, 4): “Ὥστε αἱ δοθεῖσαι ἀνισότητες συναληθεύουν διὰ 


-- «χ (4. 
Παράδειγμα 3ον. Διὰ ποίας τιμὰς τοῦ χ συναληθεύουν αἱ ἀνισότητες 
2χ» κα (ἡ), ἊΣ “Ὁ ὦ, ΧΕ 5 6. Ὁ 


Ἢ ἀνισότης (1) ἀληθεύει διὰ ΧΡ --2. 
Ἢ ἀνισότης (2) ἀληθεύει διὰ ΣΧ (6. 
Ἢ ἀνισότης (3) ἀληθεύει διὰ ΧΡ 10. 
Εὐρίσκομεν τὰς κοινὰς λύσεις τῶν ἀνισοτήτων (1), (2), (3). 
Πρὸς τοῦτο σχηματίζομεν τὸν κάτωθι πίνακα τῶν χαρακτηριστικῶν. 
τιμῶν τοῦ χ. 
ἘΞ . ἜΩ 


Ἔπειτα ἡ τάξει. ὡς τὸ : 

Ἢ ἀνισότης (1) ἀληθεύει διὰ χ»»"--2᾽ ἄρα ὁ χ δὲν δύναται νὰ λαμβάνη 
τιμὰς περιεχομένας εἰς τὸ διάστημα Α. 

Ἢ ἀνισότης (2) ἀληθεύει διὰ χ {6 ἄρα 5 χα δὲν δύναται νὰ λαμβάνῃ 
τιμὰς περιεχομένας εἰς τὰ διαστήματα Γ καὶ Δ. 

Ἢ ἀνισότης (3) ἀληθεύει διὰ ΧΡ 10᾽ ἄρα ὁ κ δὲν δύναται νὰ λαμβάνῃ 
τιμὰς περιεχομένας εἰς τὰ διαστήματα Α, Β, Γ. 

Παρατηροῦμεν, ὅτι αἱ δοθεῖσαι ἀνισότητες δὲν συναληθεύουν μὲ καμ- 
μίαν τιμὴν τοῦ χ. Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν λέγομεν, ὅτι τὸ σύστημα τῶν 
ἀνισοτήτων (1), (2), (3), εἶναι ἀδύνατον ἢ ὅτι αἱ ἀνισότητες αὐταὶ 
εἶναι ἀσυμβίβαστοι. 


᾿Ασκήσεις : 1898, 1899, 1400, 1101, 1402 


᾿Δσκήσεις 
"Ακέραιαι ἀνισότητες : Ξ- 


Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἀνισότητες : (6329). 














155. ΞΕ- “τ Ὁ 1570. ϑόχτ9. 8. 1)0»10 
1571. ταῖς Ξ-:- ξεν, 

1572. 9. ἸΘῈΣ) τ ᾿Ξ 8 

175. -τ( Στ᾿ 1.3: -- 585 «ο 

τ. ΞΞ. 5Ξ- ὁ τοὺ 


᾿Ασκήσεις 260 


Διερεύνησις ἀνισοτήτων : 


Νὰ λυϑοῦν καὶ νὰ διερευνηϑοῦν αἱ κάτωϑι ἀνισότητες : (680). 





1325. μ(ι.--1}»κ--ἢ 4876. ϑμίχ--Ἰ}5 μίχ [3) 
1377. Ἰπ-- ἜΣ ϑμς »Ὶ 1878. μίχἘ5)}»κχ--4 


1579. μα υπλρμ αὐεα 
μχ χμ 2μ--χ 
8 τ, 8 











1580. 


Νὰ λυϑοῦν καὶ νὰ διερευνηϑοῦν αἵ κάτωθϑι ἀνισότητες : (0691). 














1581. ΤΙΝ τὸς ᾿Ξ. ».Ξ 
1582. ἜΒΕ ΤῸ 
Χ-- ῶχ- 8 --4 
τοῦ, ΤΙ Ὁ Ὁ» ΏΤΗ, 
. 1584. -Ξ - κι «ΞΞ} 
1385. πὸ τ ὅπ Ἐπ 0 


"Ανισότητες τῆς μορφῆς Α.ΒΓΡΟ: 
Νὰ λυϑοῦν αἱ κάτωϑι ἀνισότητες : (652). 
1386.1. (χ-[-8)χ---2)}»0 ῶ, χίχ-δ)χ--- ΡΟ 
1387. (δχ-Ἐ 1) ..--- 4)χ-9)(45Σ---8) Ὁ 
1388. (--)χ-ΕΙγσ- 4) ι8χ --ῦ)}»0 
1589. (-τ -ο)---“-- --α--9),--8χ--1)}}5»0 
1390. χί(ῦχ-|π--ὅ)γιχ-8).--8ὃχ- 4}}»0Ὸ. 


᾿ ΠΑ 
Ανισότητες τῆς μορφῆς Ἢ .»Ὁ: 


Νὰ λυϑοῦν αἷ κάτωϑι ἀνισότητες : (658). 





χ- -Ἅ4 --ὐχ-θ 
41391.1. ἘΠῚ «Ὁ 2, τσχεηις -ἄ" «Ὁ 

χίχ -ἰ8) χίχ -- )(χ- 3) ᾿ 
1592.1. -Ἐπ 50 5. -ἘἜΞ' Λ΄ 59 

--ϑχ- [Ὁ (---ἢ)ι -Ἐθ) 
1395.1͵ | τσ Πα -Ξ8) «Ὁ 2, τς η΄ 50. 
Νὰ λυϑοῦν αἷ κάτωϑι ἀνισότητες : (684). 
στ, --ῦχ- 


4394.1. ὅσαι ὡ ὡ, τῦχτι 


ῷ66 "Ασκήσεις 
8 4 . χῆ ῦχη! 
1395.1. “ -π» δχ-ἢ 3, ν-- »"ιῖι 
1 ῶ 8 
θο ἌΠ ΤΥ ὙΠ Το 
1 ΟῚ 8 
7. ὙἘΓΉ τ ἀρ “Ὁ 


Συναληϑεύουσαι ἀνισότητες : 


Διὰ ποίας τιμὰς τοῦ Χχ συναληϑεύουν αἱ χάτωθϑι ἀνισότητες : (680), 





1598, ὃχ- τ «8..- Ὁ) καὶ χα- -ὃ (κ 8)» 
1399. ΕΘ ΕΥΝΤῚ καὶ 91- ἐχ»βχ 
1400. 8χ--Τ» ὅπ 9 καὶ ἀχ--δ;»»ὔχ-- ᾿- 
1401. 4χ-ῦ» καὶ --ὔχ 8ιχ--3}» Ξ-- ἜἜΕΤΝ 
4402. (ῶχ ᾿γ8χ- «Ὁ καὶ χίϑχ [1](8--χ) (- -) » 
ὥχ- 8 ς χίχ---δ᾽8χ-}.2) 
1408. δχ--ἃ »0 καὶ τσ - θα «0 
Θεωρητικαὶ ἀσκήσεις ἐπὶ τῶν ἀνισοτήτων : 
4404. (686). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶνοι πάντοτε οα"-Γβ᾽} 2αβ. 
4405. (081). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ΡΈβὸς (Ε}. 
2 ῷ 
4406. (088). ᾿Εὰν εἶναι αβ;»ῦ, νὰ δειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι τ Ἔ ΕΣ ». 


1407. (639). 
εἶναι 


4408. (640), 
εἶναι 


1409. (631). 


4410. (642). 
ἡ ἀνισότης 

1411. (648). 
ἢ ἀνισότης 

412. (644). 


1415. (646). 
οἷανδήποτε τιμὴν 


͵ 


"Ἐὰν α, β,ιγ εἶναι ϑειικοὶ ἀριϑμοί, νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ 
(α-β)(β- ΕΥ(γ-α)»δαβγ. 
᾿Ἐὰν α,β, γ᾽ εἶναι ϑετικοὶ ἀριϑμοί, νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ 
αβγ»(α-Ἐβ--γἰα-Ἐγ--βιβ-Έγ--α). 
"Ἐὰν ἀΞΞβζξγ, νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι 
α"-Ἐβ"Ἔγ) αβ-Έ βγτγα. 
Ἐὰν αὐ βνΥ ἢ βργδα ἢ γ) αδ β, 
α᾿βΈβΎ γα) αὙἘβ᾽α ἘΥ β. 
Ἐὰν αζβζγ ἢ βῴγζα ἢ γῴαςβ, νὰ ἐπαληθευϑῇ 
αἾΒΈβΎἜγ᾽α ζω ὙἘ β᾽α ἜΥβ. 
Νὰ ἀκοδειχϑῇ, ὅνι 
(α" Ἐβ"Ἐγλμ᾽ Ἐν" ῈἘλ᾽} (αμ-Ἐβν-Ἐγλ)". 
Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι εἶναι 8(1-:-α -ἘΠῚ} (1[-[α-[αἢ 
τοῦ α, ϑετικὴν ἢ ἀρνητικὴν διάφορον τοῦ -Γ1. 


νὰ ἐπαληϑευϑῇ 


δι΄ 


"Ασκήσεις ᾿ 2361 


Ἐὰν α, β, Υ εἶναι ϑετικοὶ ἀριϑμοὶ καὶ διάφοροι μεταξύ τῶν, νὰ ἀποδειχϑῇ ἣ 

ἀνισότης : (646). 

4414. αἰ-Ἐβ'-Ἐγϑαβγ 

1415. (ατ β΄. γ)"}» δία -Ἐβ)β- ΕΥϊγ Τα). 
᾿Ἐὰν α}»Ὑ 1, νὰ ἐπαληϑευϑοῦν αἵ κάτωϑι ἀνισότητες : (6 7). 

1416. αἰ α -- ἀπ Ὶ 

4447. 23α.-Ε1)»2α"-Ἐαῦ. 

4418. (648). ᾿Εὰν α)»0 καὶ μ ἀκέραιος καὶ ϑετικὸς ἀριθμός, νὰ ἀποδει-. 
χϑῇ, ὅτι (1-σ)μ ) 1-Ἔμα, 

1419. (649). ᾿Βὰν χ᾿ ΤΥ ωἶἑ ΞΙ καὶ α Ἐβ᾽ ἘΥΞΞῚ νὰ ἀποδειχϑῇ, 
ὅτι ϑὰ εἶναι καὶ αχ- βγ-Ἐγως, ἐκτὸς τῆς περιπτώσεως 

α--χεςβ--ν -γ--ωξθῦ, 

4420. (660). ᾿Βὰν εἶναι χ-ἘΥ πὶ καὶ α᾽-Ἐβ᾽ΞΞΊ νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι 
ϑὰ εἶναι καὶ αχ΄-Ἐβγ«. 

1421. (651). ᾿Εὰν α, β, Ὑ εἶναι οἱοιδήποτε ἀριϑμοί, νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι 

β᾽γ" γ᾽." ἘαΥβὴ» αβγία β΄ Ἐν). 

4422. (662). ᾿Εὰν α, β, Υ παριστάνουν τὰ μήκη τῶν πλευρῶν ἑνὸς τριγώ- 
νου, νὰ ἀποδειχϑῇ. ὅτι α'-Ἐβ᾽ --ὐ“δαβ- 2βγ-2γα. (Σχολὴ Εὐελπίδων) 

423. (60 ἢ. ᾽Εὰν α, β,ι Ὑ εἶναι ϑετικοὶ ἀριϑμοὶ καὶ τοιοῦτοι, ὥστε 
ἀ΄-β-ΈΈγεξι, νὰ ἀποδειχϑῇ. ὅτι ϑὰ εἶναι: 

({--οἰ!-- βλ(1---Υὖὐ » δαβγ. 

4424. (664). ᾿Εὰν α;»β, ϑὰ εἶναι καὶ αἾ»αβ, ἂν α»ῦ καὶ α᾽«(αβ, 
ἐὰν α«0 

4425. (666). ᾿Εὸν αν ', ϑὰ εἶναι καὶ αμ 1, ἐὰν μὴ» 0: ἂν δὲ εἶναι α(1 
ϑὰ εἶναι καὶ αμ «. 

4426. ιθῦ6). ᾿Εὰν αὐ β, ΥὙ) ὃ καὶ αδ) 0, ἔνϑα α καὶ ὃ ϑετικά, νὰ ἀποδει- 
χϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι καὶ αγν βδ. Ἂν δὲ αδ» 0 καὶ α καὶ ὃ εἶναι καὶ τὰ δύο ἀρ- 
γητικά͵ νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι αγ «βδ. Περαιτέρω δείξατε διὰ καταλλήλων 
ἀριϑμητικῶν παραδειγμάτων, ὅτι, ἐὰν αὃ «0, τότε δύνανται νὰ συμβοῦν αἱ 
τρεῖς περιπτώσεις : αΥ βδ, αγΞξξβδ, αγάβδ. 

Πυῖον κανόνα λογισμοῦ μὲ ἀνισότητας συνάγετε ἐκ τῶν ἀνωτέρω ; 

(Πολυτεχνεῖον 1991) 

1427.. (661). ᾿Εὰν α καὶ β εἶναι ὁμόσημοι ἀριϑμοί, νὰ ἀποδειχϑῇ ἣ ἀνι- 
σότης ({α)(1-ἘΒ)} 1-α Ἔβ. 

4428. (068). ὰν α, β,..-.» λ εἶναι θετικοὶ ἀριϑμοί, νὰ ἀποδειχϑῇ ἢ 
ἀνισότης (1-αλ(1-ἘΒ)...-«(1-λ}} 1.-ἘἜ β- γ-Ἐ .... τΕλ. 

1419. (ὁ69). ᾿Βὰν α, β, Ὑ εἶναι ϑετικοὶ ἀριϑμοί, νὰ ἀποδειχθῇ ἡ ἀνισότης 

(α-β)αβ- (α-ὐγαγ  (β Υ βγ θαβγ. 
"Ἐὰν α, β,Υ εἶναι ϑετικοὶ καὶ διάφοροι μεταξύ τῶν, νὰ ἀποδειχϑοῦν αἱ χά- 

τωϑι ἀνισότητες : (660). 

1439ῶ.2ι αβίαβ.βγ(β-ΕΥΣ ἘγαίγΈω (2(α᾽ Ἐβ5.ἘγΥ) 

4421. (αἘβ--η" (α--βῈ 0)" }{-- α ἜβἘΥ)" αβ Έβγτγα 


268 ᾿Ασπκήσεις 


1452. 8(α-Ἐβ)β- ἘὙΝγ-Ἐα) «βία  β᾽-Ἐγ5 

1485. (α“Ἔ β΄ ἘΥ2)) α᾽β᾽ Ἐβ᾽γ᾽ Ἔ γα} αβγία-Ἐβ-Ἐ γ). 

1434. (061). Νὰ ἀπυδειχϑῇ, δι΄ ἀναλύσεως εἷς γινόμενον παραγόντων, ἧ 
ἀνισότης (Α᾿᾽ ἘΒ"ἘΓ-Ἐ.,.)(α"-Ἐβ᾽-Ἐγ»-Ἐ....}»(Δα-ἘΒβΈΓΥ....) 

1455. (662). ᾿Εὰν αν β) 0 καὶ ν ἀκέραιος καὶ ϑετικὸς ἀριϑμός, νὰ ἀποδει- 
χϑῇ ἡ ἀνισότης (αϑν- 3... βδν- Ἐ5)ν Ὁ» (αϑν -- βλν)νΈ:, 

486. (665). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι κιϑε κλάσμα π᾿ μικρότερον (ἢ μεγα- 
λύτερον) τῆς μονάδος αὐξάνει (ἢ ἐλαττοῦται), ὅταν προσϑέσωμεν καὶ εἰς τοὺς 
δύο ὅρους του τὸν αὐτὸν ἀριϑμὸν μ. 

1457. (664). Νὰ ἀποδειχϑῇ ἡ ἀνισότης 

Ρ] 
Πα ας, αν ἜΡΒΚΊ (α,α:- αι 4- . .. τ αιαν -ξαρα,-[... -Έαν--ιαν ). 


1488. (666). Νὰ ἀποδειχϑῇ ἡ ἀνισότης ᾿ 
α" Ἐβ5-Ἐγ’- δ απ βγη γ᾽ 
π 5 τ. 





4459. (666), Ἐὰν αΣ»β, νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἢ παράστασις δ. 
περιλαμβάνεται μεταξὺ νβν--1 καὶ ναν-, 
4440. (6617). Νὰ ἐπ λθῦν, ὅτι, ἐὰν εἶναι Ἔ τς ἘΡΝ Ἔ- ,) ϑὰ εἶναι 


καὶ “Π «τ «Ὁ ' ἐὰν οἵ β, β΄, β΄΄, ν, ν΄, ν΄ εἶναι ϑετικοὶ 
ἀριϑμοί. 
1441. Ἐὰν αν β, νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι ΞΡ. «---.- ἈΠ ΞΡ 
: ἢ ᾽ Ἔτη: α΄ Ἔβ᾽᾽ 
1442. ᾽Εὰν ν εἶναι ἕνας ἀκέραιος ἀριϑμός, νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ. εἶναι 


1 1 " 1 
ΠΤ τα τ 
445. "Ἐὰν ν ἀκέραιος μεγαλύτερος τοῦ 1, νὰ ἀποδειχθῇ, ὅτι 
5.4..6.8.10..«ὐ ν (νἘΠ᾽Ὸ 
1444. Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ἣ ἀνισότης 36"-[- ΠΣ) »ϑα»-ἘαΡ ἀληϑεύει διὰ χάϑε 
πραγματικὴν τιμὴν τοῦ α. . 
4445. "Ἐὰν α καὶ β εἶναι δύο ϑετικοὶ ἀριϑμοί, νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι 
α 3 
«β « (3:8) 
Ἢ ἰσότης ὑφίσταται, ἐὰν α-Ξβ. 
Γενικῶς : "Ἔστωσαν μ᾽ ϑετικοὶ ἀριϑμοὶ α, β, γ,..., λ. Νὰ ἀποδειχϑῇ, 
ὅτι ϑὰ εἶναι 


αβγ...λ « (ΞΕ ΞΕ Ε-:.-Ἐλνν 


Ἢ ἰσότης ὑφίσταται, ἐὰν ἀΞεβεξγεξ.... Ξϑλ. 
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1446. Ἐὰν χ, εἶναι ἕνας ϑετικὸς ἀριϑμός, νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι θὰ εἶναι 
Ι--ΕχιροΥκς,. 


Γενικῶς : "Εὰὼν Χ,, Χ,, Χε,....,), Χν εἶναι ϑετικοὶ ἀριϑμοί, νὰ ἀποδει- 
χϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι 


(Εχ)-Ἐχρ) απο)... (τ χν Ο Υχίποσι.. αν. 
Εἰς ποίαν περίπτωσιν ὑφίσταται ἣ ἰσότης ; 


1447. ᾽Εὰν α, β, γ εἶναι τρεῖς ϑετικοὶ καὶ ἄνισοι ἀριϑμοί, νὰ ἀποδειχϑῇ, 


ὅτι ϑὰ εἶναι 5-Ἐβ γα δία βΤΕγ:. 
Τί ϑὰ συμβῇ, ἐὰν ἀΞξΞβεεγ; 


1448. ᾽Εὰν α-- ΕΞ νὰ ἀποδειχϑῇ. ὅτι 


" 1 
“τ γτ Τὰ Κα 
ἜΣ αὐτοῦ νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι, ἐὰν οἱ ἀριϑμοὶ α, β,ι γ εἶναι μεγαλύτεροι 


“Ν Ἥ 1 ΩΝ 
ἢ ἴσοι μὲ -- -τν, ϑὰ εἶναι 


ὙλαΙ -Υ̓βΕΙ -Υ̓ΥΕΙ «8: 9(.-Ἐ β-Ἐγ). 


Ἑὶς ποίαν περίπτωσιν ὑφίσταται ἡ ἰσότης ; 
Νὰ ἐξετασθῇεὴϊ ἰδιαιτέρα περίπτωσις αἀ-β-Ἐγ-Ξ1. 


1449, "Εστωσαν α καὶ βὶ δύο ἀριϑμοὶ ϑετικοὶ ἀκέραιοι, ἢ κλασματικοὶ 
καὶ τοιοῦτοι, ὦστε ας β. Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι δυνάμεθα νὰ εὕρωμεν ἕνα ἄπειρον 
πλῆϑος συστημάτων ἀκεραίων καὶ ϑετικῶν ἀριϑμῶν λ καὶ μ καὶ τοιούτων, 


κι ς 8.1 , 2ΧἘῈ1 
ὥστε νὰ εἶναι ας με, « ταμ «β. 
᾿Εφαρμογή: αἀΞεῖ0, βεΞῚ]. 


α ΙΑ , Ἃς " Μ α ,Α δτρ 
1450. Οἱ ᾿ καὶ "Γ εἶναι δύο λόγοι τοιοῦτοι, ὥστε Π « Ἐ- Νὰ 
ταχϑοῦν κατὰ τάξιν μεγέϑους οἷ λόγοι 
α΄ Α ναϑὰ αἜνὰ 
- β᾽ Β’ νβήβ᾽ βγνΒ 
ὅπου ὁ ν εἶναι τυχὼν φυσικὸς ἀριϑμός. 
4451. ᾽Εὰν χ,, Χο, Χε, Χε εἶναι τέσσαρες ἀριϑμοὶ" οἰοιδήποτε, νὰ ἀπο- 
δειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι . 
χι᾿ ἜΧ,᾽ ἐσ," Ἔχε» ίσ, Ἐχείχ χω. 


Εἰς ποίαν περίπτωσιν ὑφίσταται ἡ ἰσότης ; Νὰ γενικευϑῇ ἡ πρότασις εἰς 
τὴν περίπτωσιν ὃν ἀριϑμῶν χ,, Χ:,.... Σεν. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Γ΄ 


ΠΡΟΒΛΉΜΑΤΑ ΤΟΥ ΠΡΩΤΟΥ ΒΑΘΜΟΥ 


1. Προβλήματα τοῦ πρώτου βαϑμοῦ 
μὲ ἕνα ἄγνωστον 


287. Στοιχεῖα ἑνὸς προβλήματος. Εἷς προηγούμενον κεφά- 
λαιον ἐμάϑομεν νὰ λύωμεν ἐξισώσεις τοῦ πρώτον βαϑμοῦ μὲ ἕνα 
ἄγνωστον. Εἷς τὴν πρᾶξιν ὅμως δὲν ϑὰ συναντήσωμεν ποτὲ ἐξισώ- 
σεις, ἀλλὰ προβλήματα, τῶν ὁποίων ἣ λύσις ἀνάγεται εἷς τὴν λύσιν 
τῶν ἐξισώσεων᾽ διότι κάϑε πρόβλημα δύναται νὰ ἔἐκφρασϑῇ μὲ μίαν 
ἢ περισσοτέρας ἐξισώσεις, αἱ ὁποῖαι ἐκφράζουν τὴν σχέσιν ἢ τὰς σχέ- 
σεις, αἵ ὅποῖαι ὑπάρχουν μεταξὺ τῶν δεδομένων τοῦ προβλήματος 
καὶ τῶν ἀγνώστων του. 

Τὰ δεδομένα ἕνὸς προβλήματος εἶναι ἀριϑμοὶ ἢ ποσότη- 
τες γνωσταί, καὶ οἱ ἄγνωστοι τοῦ προβλήματος ἢ τὰ ἵ ἡ- 
τούμενα αὐτοῦ, εἶναι ἀριϑμοὶ ἢ ποσότητες, αἷ ὁποῖαι πρέπει νὰ 
ὑπολογισϑοῦν συναρτήσει τῶν δεδομένων τοῦ προβλήματος : 

Π.χ. εἰς τὸ πρόβλημα : 

Νὰ εὑρεθῇ ἕνας ἀριθμὸς τοῦ ὁποίου τὸ διπλάσιον αὐξηθὲν κατὰ 15 
εἶναι ἴσον μὲ τὸ τριπλάσιον αὐτοῦ ἐλαττωθὲν κατὰ 9, ὁ ἄγνωστος 
τοῦ προβλήματος εἶναι ὁ ζητούμενος ἀριθμός. Τὰ δεδομένα τοῦ προ- 
βλήματος εἶναι : τὸ διπλάσιον τοῦ ἀριθμοῦ, ὁ ἀριθμὸς 15, τὸ τριπλάσιον 
τοῦ ἀριθμοῦ καὶ ὁ ἀριθμὸς 9. 

Ἢ εὕρεσις τῆς τιμῆς τοῦ ἀγνώστου ἢ τῶν ἀγνώστων ἑνὸς προ- 
βλήματος λέγεται λύσις τοῦ προβλήματος. 

"Ἐπειδὴ κάϑε πρόβλημα δύναται νὰ ἐκφρασϑῇ μὲ μίαν ἢ περισ- 
σοτέρας ἐξισώσεις, ἀναλόγως τῶν ἀγνώστων, ποὺ περιέχει, ἥ λύσις 
τοῦ προβλήματος ἀνάγεται εἷς τὴν λύσιν τῆς ἐξισώσεως ἢ τῶν ἐξισώ- 
σεῶων τοῦ προβλήματος. 

Τὰ κατωτέρω παραδείγματα ϑὰ μᾶς δείξουν, πῶς εὑρίσκομεν τὴν 
ἐξίσωσιν τοῦ προβλήματος καὶ τὴν λύσιν αὐτοῦ. 


288. Πρόβλημα [. Νὰ εὑρεϑῇ ἕνας ἀριϑμός, τοῦ ὁποίου τὸ δι- 


Προβλήματα τοῦ σιρώτου βαϑμοῦ μὲ ἕνα ἄγνωστον 211 


πλάσιον αὐξηϑὲν κατὰ 15, εἶναι ἴσον μὲ τὸ τριπλάσιον αὐτοῦ ἐλαττω- 
ϑὲν κατὰ 9. οὶ 

“Δύσις: Ἐὰν ταραστήσωμεν μὲ χ τὸν ζητούμενον ἀριθμόν, τὸ διπλά- 
σιόν του θὰ παρασταθῇ μὲ 2χ καὶ τὸ τριπλάσιόν του θὰ παρασταθῇ μὲ 3χ. 

Κατὰ τὸ πρόβλημα πρέπει νὰ εἶναι 

διπλάσιον ἀριθμοῦ -[15ΞΞ- τριπλάσιον ἀριθμοῦ --9, 
ἢ 2κ-15:-- 3χ--9. 
Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτὴν καὶ ἔχομεν κατὰ σειρὰν 
2χ--3χ-:---15-.Θ ἢ --αε----24,. ἢ χεξῶ4, 
“Ὥστε ὁ ζητούμενος ἀριθμὸς εἶναι ὁ 24. 


289. Πρόβλημα 11. Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἡλικιῶν τριῶν προσώπων 
εἶναι 86 ἔτη. Νὰ εὑρεθῇ ἡ ἡλικία ἑκάστου, ἐὰν γνωρίξωμεν, ὅτι ὅ δεύ 
τερὸος ἔχει διπλασίαν ἡλικίαν τοῦ πρώτου καὶ ὅτι ὅ τρίτος εἶναι 14 ἔτη, 
μικρότερος τοῦ δευτέρου. 

“Δύσις: Ἐὰν παραστήσωμεν μὲ χ τὴν ἡλικίαν τοῦ πρώτου, ἡ ἡλικία: 
τοῦ δευτέρου θά παρασταθῇ μὲ 2χ καὶ τοῦ τρίτου μὲ 2-»---Ἰ4. 

Ἐπειδὴ τὸ ἄθροισμα τῶν τριῶν ἡλικιῶν εἶναι 86 ἔτη, ἔχομεν τὴν ἐξί 
σωσιν χ- 2χ- (2.---Ἰ4)::86. 

Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτὴν καὶ ἔχομεν κατὰ σερὰν 

χ- 2χ- 2χεξ86-::1460 ἢ ὄχι ἄρα χε ἘῸ Ξξ 20. 

“Ὥστε ἡ ἡλικία τοῦ πρώτου εἶναι 20 ἔτη, τοῦ δευτέρου 40 ἔτη καὶ τοῦ 
τρίτου 40--άτε26 ἔτη. Πράγματι τὸ ἄθροισμα ᾿τῶν ἡλικιῶν τῶν τριῶν’ 
αὐτῶν προσώπων εἶναι 20: .40-[26-Ξ86 ἔτη. 


290. Λύσις ἑνὸς προβλήματος. ᾿Απὸ τὰ δύο ἀνωτέρω παρα- 
δείγματα συνάγομεν, ὅτι ἧ λύσις ἑνὸς προβλήματος περιλαμβάνει 
γενικῶς : 

Ἰον. Τὴν ἐκλογὴν τοῦ ἀγνώοτον ἢ τῶν ἀγνώστων. 

2ον. Τὴν εὕρεσιν τῆς ἐξισώσεως (ἢ τῶν ἐξισώσεων) τοῦ προ- 
βλήματος. 

8ον. Τὴν λύσιν τῆς ἐξισώσεως (ἢ τῶν ἐξισώσεων). 

4ον.. Τὴν ἐπαλήϑευσιν τοῦ προβλήματος καὶ τὴν διερεύνησιν αὐτοῦ. 

1ον. ᾿Εκλογὴ τοῦ ἀγνώστου. Γενικῶς ἡ ἐκφώνησις τοῦ προ- 
βλήματος καϑορίζει ποῖοι εἶναι οἵ ἄγνωστοι τοῦ προβλήματος. 

Π.χ. Εἰς τὸ πρόβλημα Ι (8. 288) ἡ ἐκφώνησις τοῦ προβλήματος λέγει: 
«Νὰ εὑρεθῇ ἀριθμός, τοῦ ὁποίου... ». Εἶναι φανερόν, ὅτι ὁ ἄγνωστος εἶναι 
ὁ ἀριθμὸς αὐτός. 

Ἐνίοτε ἡ ἐκλογὴ τοῦ ἀγνώστου γίνεται διαφόρως. 


Π.χ. Εἰς τὸ πρόβλημα : «Νὰ εὑρεθῇ διψήφιος ἀριθμός, ἂν γνωρίζωμεν 
ὅτι τὸ ψηφίον τῶν δεκάδων εἶναι τριπλάσιον τοῦ ψηφίου τῶν μονάδων καὶ 


ὅτι... » δὲν λαμβάνομεν ὡς ἄγνωστον τὸν ζητούμενον διψήφιον ἀριθμόν, 


21 ᾿Προβλήματα τοῦ πρώτου βαϑμοῦ μὲ ἕνα ἄγνωστον ᾽ 








ἀλλὰ τὸ ψηφίον τῶν μονάδων, διότι εἰς τὴν πραγματικότητα 
ἄγνωστοι : τὸ ψηφίον τῶν μονάδων καὶ τὸ ψηφίον τῶν δεκάδων τοῦ ζητου- 
μένου ἀριθμοῦ. 

Πράγματι, ἂν παραστήσωμεν μὲ τὸ κ τὸ ψηφίον τῶν μονάδων, τότε 
τὸ ψηφίον τῶν δεκάδων θὰ παρασταθῇ μὲ 3χ καὶ ὁ ζητθύμενος Θριθμθθοο δι 
παρασταθῇ μὲ 3Χ᾽ 10 ἢ μὲ 31χ. 

3ον. Εὕρεσις τῆς ἐξισώσεως ἑνὸς προβλήματος. ᾿Επειδὴ ἢ 
ποικιλία τῶν προβλημάτων εἶναι μεγάλη, δὲν ὑπάρχει γενικὸς χανών, 
ὁ ὁποῖος νὰ μᾶς ἐπιτρέπῃ νὰ εὑρίσκωμεν ἀμέσως τὴν ἐξίσωσιν ἢ τὰς 
ἐξισώσεις ἑνὸς προβλήματος. 

᾽ν τούτοις δυνάμεϑα νὰ ἀκολουϑοῦμεν γενικῶς τὴν κάτωϑι πο- 
οείαν πρὸς εὕρεσιν τῆς ἐξισώσεως τοῦ προβλήματος. 

᾿Εξετάζομεν μετὰ προσοχῆς τὴν ἐκφώνησιν τοῦ προβλήματος. 
Ὑποϑέτομεν, ὅτι τὸ πρόβλημα ἐλύϑη, δηλ. ὅτι εὑρήκαμεν τὸν ἄγνω" 
στον τοῦ προβλήματος. Σημειώνομεν ἔπειτα τὴν σειρὰν τῶν πράξεων, 
ποὺ συνδέουν τὰ δεδομένα τοῦ προβλήματος μὲ τὸν ἄγνωστον κατὰ 
τοιοῦτον τρόπον, ὧς νὰ ἠϑέλαμεν νὰ ἐπαληϑεύσωμεν, ὅτι ὁ ἐκλεγεὶς 
ἄγνωστος ἱκανοποιεῖ τοὺς ὅρους τῆς ἐκφωνήσεως τοῦ προβλήματος. 
Ἧ ἰσότης, τὴν ὁποίαν ϑὰ εὕρωμεν κατ᾽ αὐτὸν τὸν τρόπον, εἶναι ἦ 
ἐξίσωσις τοῦ προβλήματος. 

“Ὅταν σχηματίσωμεν τὴν ἐξίσωσιν τοῦ προβλήματος, τότε ἢ λύ- 
σις του ἀνάγεται εἷς τὴν λύσιν τῆς ἐξισώσεώς του. 

ϑον. Δύσις τῆς ἐξισώσεως τοῦ προβλήματος. Ἢ λύσις τῆς 
ἐξισώσεως τοῦ προβλήματος γίνεται, ὅπως καὶ ἦ λύσις τῶν ἐξισώσεων. 

άον. ᾿Επαλήϑευσις καὶ διερεύνησις τοῦ σπροβλήματος. "Ἐὰν 
τὰ δεδομένα τοῦ προβλήματος εἶναι ἀριϑμοί, δυνάμεϑα εὐκόλως νὰ 
ἐπαληϑεύσωμεν, ὅτι ἧ εὑρεϑεῖσα λύσις τῆς ἐξισώσεως ἱκανοποιεῖ τοὺς 
ὅρους τοῦ προβλήματος. Εἶναι φανερόν, ὅτι, ἐὰν ἣ ἐξίσωσις τοῦ προ- 
βλήματος εἶναι ἀδύνατος ἢ ἄόριστος καὶ τὸ πρόβλημα εἶναι ἀδύνα- 
τον ἢ ἀόριστον. 

᾿Εὰν τὰ δεδομένα ἑνὸς προβλήματος παρίστανται μὲ γράμματα ἢ 
ἐξαροτῶνται ἀπὸ μίαν παράμετρον, πρέπει νὰ κάμωμεν τὴν διερεύνησιν 
τοῦ προβλήματος, ὅπως ϑὰ δείξωμεν κατωτέρω. 

Τὰ κάτωϑι παραδείγματα ϑὰ μᾶς δείξουν τὴν πορείαν, τὴν 
ὁποίαν πρέπει νὰ ἀκολουϑοῦμεν διὰ τὴν λύσιν τῶν προβλημάτων. 


291. Πρόβλημα 1Π1|. Τρία πρόσωπα Α. Β, Γ' διενεμήϑησαν ἕνα 


1 ᾿ 
χρηματικὸν ποσόν. Ο Α ἔλαβε τὸ Σ᾿ αὐτοῦ καὶ 100 ὄραχ. ἀκόμη. 


ἊΝ Προβλήματα τοῦ πρώτου βαϑμοῦ μὲ ἕνα ἄγνωστον 218 
ς ᾿ 


᾿ Ἁ 1 “- : - ᾿ 3 , ν ε ᾿ 1 
Β ἔλαβε ιὸ τοῦ ποσοῦ καὶ 90 ὄραχ. ἀκόμη καὶ ὁ [1᾿ ἔλαβε τὸ » 
τοῦ ποσοῦ καὶ Ὧ0 ὅραχ. ἀκόμη. Νὰ εὑρεϑῇ πόσον ἦτο τὸ διανεμηϑὲν 
ποσὸν καὶ πόσα ἔλαβε κάϑε πρόσωπον. 


Δύσις : Ἔστων ὅτι τὸ χρηματικὸν ποσὸν ἦτο χ δραχμαί. Ὁ Α ἔλαβε 


τὸ --- τοῦ ποσοῦ νὰ 100 δραχ. ἀκόμη, δηλ. ἔλαβε -Ἐ΄ ΤΙΟΟ δραχ. Ὁ 
ὶ 
ὶ .- 
Β ἔλαβε -Ξ- 90 δρὰχ. καὶ ὁ Γ᾽ ἔλαβε --- -ἘΤῸ δραχ. 
Ἐπειδὴ τὰ τρία μερίδια ἔχουν ἄθροισμα ἴσον μὲ τὸ διανεμηθὲν πο- 
σὸν χ, θὰ ἔχωμεν τὴν ἐξίσωσιν 


Χ Χ Χ 
(ξ τ) ἐξ  ρ) 0  μὸ)ν 
Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτήν. 
Ἐξαλείφομεν. τὰς παρενθέσεις καὶ τοὺς παρονομαστὰς καὶ ἔχομεν 
κατὰ σειρὰν 12χ-6000-20χ- 5400-Ε15χ- 420θΞεοῦχ 
12χ-{20χ-15χ-- -6ῦχ-:--6000---5400---4200 


ἢ --13χε:---σῦ0Ὸ ἢ 13χεϑῖσϑθοῦ: ἄρα χΞξ 15600 


3 Ξ-- 1200. 





“Ὥστε τὸ διανεμηθὲν ποσὸν ἦτο 1200 δραχ. 
Ὁ Α ἔλαβε 1200. -- -ΕἸ00-Ξ340 δραχ. 


Ὁ Β ἔλαβε 1200. τ -Ἐ 90--490 δραχ. 
Ὁ Γ ἔλαβε 1200. -Ἴ- - 70-:370 δραχ. - 


992, Πρόβλημα ΙΨ. Ὕνας ἐχώρισεν ἕνα κεφάλαιον 48000 
ὁραχ. εἷς δύο μέρη καὶ ἐτόκισε τὸ πρῶτον μέρος πρὸς 6|ε καὶ τὸ δεύ- 
τερον πρὸς 45. ἔλαβε δὲ καὶ ἀπὸ τὰ δύο κεφάλαια τόσον ἔτήσιον τό- 
κον, ὅσον ϑὰ ἐλάμβανε, ἐὰν ἐτόκιξε ὁλόκληρον τὸ κεφάλαιόν του πρὸς 
δ.δ5|.. Νὰ εὑρεϑοῦν τὰ δύο μέρη τοῦ κεφαλαίου. 

Αὐσις: Ἔστω, ὅτι τὸ ἕνα μέρος τοῦ κεφαλαίου εἶναι Χ δραχμαί" τότε 
τὸ ἄλλο μέρος θὰ εἶναι 48000---χ δραχ. 

Αἴ χ δραχμαὶ τοκιζόμεναι πρὸς 656 φέρουν, εἰς 1 ἔτος, τόκον 


Χ 6.1 ς " ΠΣ ς 
τ ΡΧλ. ἢ ἼρΟ᾿ 


Αἱ 48000--κ δραχ. τοκιζόμεναι πρὸς 45. φέρουν, εἰς 1 ἔτος, τόκον 


(48000---χ). 4.1 
πὸ δραχ. 
Αἱ 48000 δραχ. τοκιζόμεναι πρός 5,55[ς φέρουν, εἰς 1 ἔτος, τόκον 
48000 . 5,5 .1 


τοῦ δραχ. 
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᾿Ἐπειδή, κατὰ τὸ πρόβλημα, οἱ τόκοι τῶν δύο μερῶν ἔχι 

ἴσον μὲ τὸν τόκον ἐξ ἀοῥο δι κεφαλαίου, ἔχομεν τὴν ἐξίσι 
εάν ἀν. (48000--Χ Ὁ ὀ 4Ἅ48000. 5,5 

τ 1] 100 ᾿ 

Λύομεν τὴν ἜΣ αὐτὴν καὶ ἔχομεν κατὰ σειρὰν 


“Ὥστε τὸ ἕνα δε τὰ: ἦτο 36000 ὄρχ. καὶ τὸ ἄλλο, 
τ 48000---36000ΞΞΊ 2000 ὄρχ. 


298. Πρόβλημα Ψ. Ἕνα κρᾶμα ἀργύρου καὶ χαλκοῦ ξζυγίζει 
εἷς τὸν ἀέρα 1160 γραμμάρια' ὅταν τὸ κρᾶμα αὐτὸ βυϑισϑῇ εἷς τὸ 
ὕδωρ, ζυγίζει μόνον 1040 γραμ. Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ βάρος τοῦ ἀργύρου 
καὶ τὸ βάρος τοῦ χαλκοῦ, ποὺ περιέχονται εἷς τὸ κρᾶμα, ἐὰν γνωρίζω- 
μεν, ὅτι τὸ εἰδικὸν βάρος τοῦ ἀργύρου εἶναι 10,47 καὶ τοῦ χαλκοῦ 8,85. 
; “Δύσις : Γνωρίζομεν, ὅτι κάθε σῶμα, τὸ ὁποῖον βυθίζεται εἰς τὸ ὅδωρ 
χάνει ἀπὸ τὸ βάρος του ἕνα μέρος ἴσον μὲ τὸ βάρος τοῦ ἐκτοπιζομένου 
ὕδατος (Αρχὴ τοῦ ᾿Αρχιμήδους). 

Τὸ βάρος τοῦ ἐκτοπιζομένου ὕδατος εἶναι 1160 γρ.---Ἰ040 γὙρ.ΞΞ120 γρμ. 

Ἑπομένως ὁ ὄγκος τοῦ κράματος εἶναι 120 κυβικὰ ἑκα- 
τοστόμετρα. 

"Ἔστω χ γραμ. τὸ βάρος, τοῦ ἀργύρου᾽ τότε τὸ βάρος τοῦ χαλκοῦ θὰ 
εἶναι 1160---π  γραμ. 


Ὃ ὄγκος τοῦ ἀργύρου εἶναι ἴσος μὲ τίδις. βάρος - ἘΞ; Ἐπὶ δηλ. μὲ το τ Ὁ 
ὄγκος τοῦ χαλκοῦ εἶναι ἴσος μὲ ΞΡ". Ἐπειδὴ τὸ ἄθροισμα τῶν ὄγ- 


κῶν τῶν δύο αὐτῶν μετάλλων εἶναι ἴσον μὲ 120 κ. ἐκ., θὰ ἔχωμεν τὴν ἐξί- 
1160--κ 
10,47 Ὑ 8853 τ ἴω 
Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτήν. 
᾿Ἐξαλείφομεν παρονομαστὰς καὶ ἔχομεν κατὰ σειρὰν 
8,85.-Ἐ(1160---Χ)10,47ΞΞ120.. 10,47. 8,85 
ἢ 8,85χ-12145,20---10,47Χχ-Ξ11119,1|4ἀ ἢ 8,85χ--Ἰ0,47κ-:----12145,2-[[|:6}0»871719,14 
ἢ τιΊιδῶκες--ἸΟ2606 ἢ 162; --Ἰ02606, ἄρα «-- ΠΕΡ --638.370 γραμ. 
“Ὥστε τὸ βάρος τοῦ ἀργύρου ἦτο 633,370 γραμ. καὶ τοῦ χαλκοῦ 
1160---633,370ΞΞ 526,63 γραμ. 


σῶσιν 


494. Πρόβλημα ΝΊ. Δύο ποδηλάται Α καὶ Β ἀναχωροῦν συγ- 
χροόνως ἐκ δύο πόλεων Καὶ καὶ Λ, αἷ ὅποῖαι ἀπέχουν 195 χιλιόμετρα, 
καὶ διευϑύνονται πρὸς συνάντησίν των. Η ταχύτης τοῦ Β εἶναι κατὰ ὃ 
χιλιόμετρα μικροτέρα τῶν [.. τῆς ταχύτητος τοῦ Α. Οἱ ποδηλάται συ- 
γηντήϑησαν μετὰ 6 ὥρας ἀπὸ τῆς ἀναχωρήσεώς των. Νὰ ὑπολογισϑοῦν 


ὲ Προοβλήματα τοῦ πρώτου βαϑμοῦ μὲ ἕνα ἄγνωστον τὸ 
αἴ ταχύτητες τῶν ποδηλατῶν, ἐὰν γνωρίζωμεν, ὅτι ὁ Βὶ ἐστάϑμευσε 
καϑ'᾿ ὁδὸν ἐπὶ μίαν ὥραν. 

“ὐσις : ἪΝ χ ἡ ᾿ ΠΧ ῪΣ τοῦ ΑΑ (εἰς χιλιόμετρα---ὥρολν. Τότε ἡ τα- 


χύτης τοῦ Β θὰ 3. -3 χιλιόμετρα. Κ Σ Λ 
ὍὉὋ Α, ἀφοῦ Ἂ 1 ὥραν διανύῃ Χ χι- θὰ ζῶν 
λιόμετρα, εἰς 6 ὥρας θὰ διανύσῃ κ΄6 ἢ ὄχ - 9χ --.3 


χιλιόμετρα. Ὃ ποδηλάτης Β ἐστάδμευσεν 10 
ἐπὶ μίαν ὥραν καὶ ἑπομένως ἐκινήθη ἐπὶ 1 ὥραν ὀλιγώτερον, δηλ. ἐκινήθη 


ἐπὶ 5 ὥρας ἀφοῦ εἰς 1 ὥραν διανύῃ 5. -- 3 χιλμ., εἰς 5 ὥρας θὰ διανύσῃ 


9Χ 
(Ξ- -3)5 χιλμ. 
Ὅταν οἱ δύο ποδηλάται συνηντήθησαν εἰς τὸ σημεῖον Σ, εἶχον δια- 


νύσει ὅλην τὴν ἀπόστασιν τῶν 195 χιλμ., ποὺ ἐχώριζε τὰς δύο πόλεις Καὶ καὶ 
Λ καὶ ἑπομένως θὰ ἔχωμεν τὴν ἐξίσωσιν 


δχ- (Ξ -3) 55:195. 


Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτήν. 
᾿Ἐκτελοῦμεν πράξεις κλπ. καὶ ἔχομεν διαδοχικῶς 
ΓΝ ΦΣ. ..15--.95 ἢ δοχἘ45χ- 150-950 
ἢ δύχ-45χ--150- 1900 ἢ ἸΟ05χεξ2ῖ00 
᾿ ἄρα .- 9 ΞΞ20 χιλιόμετρα. 
“Ὥστε ἡ ταχύτης τοῦ Α ἦτο 20 χιλιόμετρα τὴν ὥραν καὶ τοῦ Β ἦτο 


ἘΝῚ 


.20---3ΞΞ15 χιλιόμετρα τὴν ὥραν. 


295, Πρόβλημα ΜΊΙ. (Γεω μετρίας). Δίδεται ἕνα ἰσοσκελὲς τρί- 
γωνον ΑΒΓ, τοῦ ὁποίου αἷ πλευραὶ εἶναι ΒΙΞΞεα, ΑΒΞΞΑΓΞΞβ. Νὰ 
εὑρεϑῇ ἐπὶ τῆς πλευρᾶς του 48 ἕνα σημεῖον 4 τοιοῦτον, ὥστε, ἐὰν ἀχϑῇ 
ἡ παράλληλος ΔΕ πρὸς τὴν βάσιν ΒΙ, νὰ ὄφίζῃ ἕνα τραπέζιον 4ΔΒΓΕ, 
τοῦ ὁποίου ἡ περίμετρος νὰ εἶναι τριπλασία τῆς περιμέτρου τοῦ τριγώ. 
γου 44Ε. 

Δύσις : Τὸ ζητούμενον σημεῖον Δ θὰ δρισθῇ, ἐὰν γνωρίζωμεν τὴν ἀπό- 
στασίν του ΑΔ ἀπὸ τῆς κορυφῆς Α. 

Ἔστω λοιπόν, ὅτι ΑΔε-εχ 

Κατὰ τὸ πρόβλημα θὰ ἔχωμεν 

περίμετρος τραπεζ. ΔΒΓΕΞΞΞ περίμ. τριγ. ΑΔΕ 
ἢ ΔΒΈΒΓ-ΕΓΕ-ΕΔεΕΞΒΙΑΔ- ΔΕΞ ΕΑ) (4) 

Ὑπολογίζομεν τὰς πλευρὰς τοῦ τραπεζίου καὶ τοῦ τριγώνου συναρτή- 
σει τῶν α, β καὶ Σ, 

Ἐδῶ εἶναι ΔΒ:ΙΞΕΓΞ-Ξβ--χ, ΒΓξξαρ, Αδξξαξεχ. 
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Ὑπολογίζομεν τὴν πλευρὰν ΔΕ. ᾿Απὸ τὰ ὅμοια τρίγωνα 
ΔΕ ΑΔ ΔΕ κχ 


ἔχομεν ΒΓ ΑΕ Π ΞΞΞῸΞ Ἔ ἢ ΔΕ-Ξ 
᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τ ἰσότητα “(1) τὰ 
Α ΔΒ, ΒΓ, --..«μὲ τὰ ἴσα τῶν Καὶ ἔχομεν 
ακ ακ 
ἘΞ ΕΠ ΞΕ κι (τ Ὁ τ) 
χ Λύόομεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτήν, 
Ἐκτελοῦμεν πράξεις κλπ. καὶ ἔχομεν κατὰ 
σειρὰν 
Δ Ε βιχξαιβοχ “ἢ τοῦς 555 μι 
ἢ β᾽--βχ- αβ Ἐβ' --βχ- αχεςϑβχα  3αχ- 3βχ ἢ 
πβχ--βχ ακχ--3βχ--3αχ--3βχ-:-- β’--αβ--β: 
ἢ --ὃβχ---2αχ--:---2β"--αβ 
ἢ δβχ-Ἐ2ακ-ςβ(β- ἡ 
Β 5 ΓΗ 2κ(4β- α)--βίοβ. αὐ. 


Ἐπειδὴ τὸ 4β-Ἐα εἶναι διάφορον τοῦ μηδενός, ἔχομεν χ-εΞ ὙΉΣΣΕΝ 
᾿Ασκήσεις : 1463, 1484, 1485, 1467, 1460. 


. 9290. Προβλήματα ἀδύνατα, προβλήματα ἀόριστα. Τὰ προ- 
ἡγούμενα προβλήματα εἶχον ἐκλεγῇ κατὰ τοιοῦτον τρόπον, ὥστε νὰ 
ἔχουν μίαν λύσιν καὶ μίαν μόνον. : 

Τὰ κατωτέρω παραδείγματα ϑὰ μᾶς δείξουν, πῶς ἕνα πρόβλημα 
τοῦ πρώτου βαϑμοῦ δύναται νὰ εἶναι ἃ δύνατον, δηλ. νὰ μὴ ἔχῃ 
χαμμίαν λύσιν, ἢ νὰ εἶναι ἀόριστον, δηλ. νὰ ἔχῃ ἀπείρους 
λύσεις (58 290, 4ον). 


297. Πρόβλημα 1. Νὰ εὑρεϑῇ ἕνας ἀριϑμός, ἐὰν γνωρίξωμεν,͵ 
ὅτι τὸ ἥμισύ τον καὶ τὸ τρίτον του εἶναι ἴσον μὲ τὸ πενταπλάσιον τοῦ 
ἕκτου. τοῦ ἀριϑμοῦ καὶ μὲ 12 ἀκόμη. 

Δύσις: "Ἔστω χ ὁ ζητοῦμενος ἀριθμός. 

Κατὰ τὸ πρόβλημα ἔχομεν τὴν ἐξίσωσιν 


Χ Χ 5Χ 
τ Ὁ () 
Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτὴν καὶ ἔχομεν κατὰ σειρὰν 
ϑ3χ- 2χτεσχ- 72 ἢ 3χ- 2χ-- 5χ--72 ἢ οκχ-Ξ-72. 


Παρατηροῦμεν, ὅτι ἡ ἐξίσωσις (1) εἶναι ἀδύνατος᾽ ἄρα καὶ τὸ 
πρόβλημα εἶναι ἃ δύνατον. 


298. Πρόβλημα 11. Δώδεκα ἄνδρες καὶ γυναῖκες ἐξώδευσαν ἐν 
ὅλῳ εἰς μίαν ἐκδρομὴν 870 ὄρχ. Νὰ εὑρεϑῇ πόσοι ἦσαν οἱ ἄνδρες καὶ 


Προβλήματα τοῦ πρώτου βαϑμοῦ μὲ ἕνα ἄγνωστον ΧΕ 


πόσαι αἷ γυναῖκες, ἂν γνωρίζωμεν, ὅτι ἕκαστος τῶν ἀνδρῶν ἐξώδευσε 
10 ὄρχ. καὶ ἑκάστη τῶν γυναικῶν δ0 ὄρχ. 
“Δύσις : "ἔστω, ὅτι οἱ ἄνδρες ἦσαν χ᾽ τότε αἱ γυναῖκες θὰ ἦσαν 12---τ. 
Ἐπειδὴ ἕκαστος τῶν ἀνδρῶν ἐξώδευσε 70 ὄρχ., οἱ Χ ἄνδρες ἐξώδευσαν 
70. κ ἢ 70χ ὄρχ. 
Ἐπειδὴ ἑκάστη τῶν γυναικῶν ἐξώδευσε 50 ὄρχ., αἱ 12--τ. γυναῖκες 
ἐξώδευσαν 50(12---χ) δρχ. 
Ἐπειδὴ τὰ ἔξοδα τῶν ἀνδρῶν καὶ τῶν γυναικῶν ἣσαν 870 ὄρχ., ἔχομεν 
τὴν ἐξίσωσιν ΤΟχ-ἜἘ 50(12---χ)ΞΞ870. 
Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτὴν καὶ ἔχομεν κατὰ σειρὰν 
70χ-Ἐ600--σοχεξ8ῖζο ἢ τύχ--ϑῦχ:-:ϑΦ.-ς- 600-870 
ἢ " 270 Ξ 
ἢ 2Ζ20χεσ270ὺ ἄρα χ-- ----- 5ὃ ΞΞῚ3 -- 
Ἢ εὗρεϑεῖσα τιμὴ τοῦ χ εἶναι ἀπαράδεκτος, διότι, κατὰ τὴν 
φύσιν τοῦ προβλήματος, ἧ τιμὴ τοῦ χ ἔπρεπε νὰ εἶναι ἀκεραία. 
Τὸ δοϑὲν λοιπὸν πρόβλημα εἶναι ἀδύνατο ν. 


299. Πρόβλημα Π1. Νὰ ὑπολογισϑῇ ἣ βάσις καὶ τὸ ὕψος ἑνὸς 
ὀρϑογωνίου. ἂν γνωρίξζωμεν, ὅτι τὸ ἄϑροισμά των εἶναι 80 μέτρα καὶ 
ὅτι, ἐὰν αὐξήσωμεν κατὰ ὅ μέτρα τὴν βάσιν του καὶ κατὰ 4 μέτρα τὸ 
ὕψος του τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ὀρϑογωνίου αὐξάνει κατὰ 100 τετρ. μέτρα. 

Δύσις: Ἔστω, ὅτι ἡ βάσις τοῦ ὀρθογωνίου εἶναι ΣΧ μέτρα᾽ τότε τὸ 
ὕψος του θὰ εἶναι 30---χ μέτρα καὶ τὸ ἐμβαδόν του θὰ εἶναι χί(30---χ) τετρ. 
μέτρα. ᾿ 

Ἐὰν ἡ βάσις του γίνῃ χ- 5 μέτρα καὶ τὸ ὕψος του (30---χ)-Ε4 ἢ 34--τᾷ'᾽ 
μέτρα, τὸ ἐμβαδόν του θὰ εἶναι (χ-Ἐ5)(34---χ) τετρ. μέτρα. 

Ἐπειδὴ τὸ δεύτερον ἐμβαδὸν εἶναι κατὰ 100 τετρ. μέτρα μεγαλύτερον 
τοῦ πρώτου, ἔχομεν τὴν ἐξίσωσιν 

(χ-5)134--- χγ)εε  χί30-- χ)-Ε10Ο. 

Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτὴν καὶ ἔχομεν κατὰ σειρὰν 

34χ- 170---χῦ--οχβξεβοχ- χ-Ἐ]Ὸ ἢ 34χ- χ᾽ --5χ-- -30χ- χ᾽ξΞ--- 170-100 
ἢ -ττχὸτὄῦῖ ἢ χΞεῦο. 

Εὐρήκαμεν, ὅτι ἡ βάσις του εἶναι 70 μέτρα᾽ ἀλλὰ τοῦτο εἶναι ἀπαρά- 
δεκτον, διότι κατὰ τὸ πρόβλημα ἡ βάσις καὶ τὸ ὕψος ἔπρεπε νὰ ἔχουν 
ἄθροισμα 30 μέτρα, δηλ. ἔπρεπε ἡ τιμὴ τοῦ χ, δηλ. ἡ βάσις, νὰ ἦτο μικρο- 
τέρα τῶν 30 μέτρων. Τὸ πρόβλημα εἶναι λοιπὸν ἀδύνατον. 

᾿Ἐὰν ὑπελογίζαμεν τὸ ὕψος, θὰ εὑρίσκομεν, ὅτι τοῦτο εἶναι ἴσον μὲ 
30--72ὸΞ --40 μέτρα καὶ ἡ ἀρνητικὴ αὐτὴ λύσις. θὰ ἐδείκνυε ἀκόμη, 
ὅτι τὸ πρόβλημα εἶναι ἀδύνατον. " 


8900. Πρόβλημα ΙΨ΄. Εἰς τὰ ἑνὸς ἀριϑμοῦ προσϑέτομεν τὸν 


᾿ΝΝ 


͵ 
ἀριϑμὸν 2. ᾿Απὸ τὸ ἐξαγόμενον αὐτὸ ἀφαιροῦμεν τὸ 5 τοῦ ἀριϑμοῦ 
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1 3 , 
ηὐξημένον κατὰ 6 καὶ εὑρίσκομεν τὸ Φ τοῦ ἀριϑμοῦ ἠλατιτωμέν ου 


κατὰ ὃ. Νὰ εὑρεϑῇ ὅ ἀριϑμός, ἐὰν γνωρίζωμεν, ὅτι εἶναρ ἕνα πολλαπλά- 
σιον τοῦ 9 καὶ περιέχεται μεταξὺ τοῦ δ0 καὶ 80. 
«“ύσις : "Ἔστω χ ὁ ζητούμενος ἀριθμός. 
Κατὰ τὸ πρόβλημα θὰ ἔχωμεν τὴν ἐξίσωσιν 
5χ . 1 Ὶ 
ξ 2)--Σ ατὸ-- α.-.5 ῳ 


Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτήν. 
᾿Ἐκτελοῦμεν πράξεις κλπ. καὶ ἔχομεν κατὰ σειρὰν 


ΖΞ. Ἔ2-- Ὁ -5-.-5 1 ἢ 5κΈ12. 3χ. 18ετῦχ. 6 
ἢ 5χ--3χ--δχ--- -12-[18--Ὁ ἢ Οχεξ (ἀοριστί α). 

Ἢ ἐξίσωσις Οχεεῦ ἀληθεύει διὰ κάθε τιμὴν τοῦ χ. 

Δὲν συμβαίνει ὅμως τὸ αὐτὸ καὶ διὰ τὸ πρόβλημα, διότι ὁ ζητούμενος 
ἀριθμὸς πρέπει νὰ εἶναι πολλαπλάσιον τοῦ 9 καὶ να περιέχεται μεταξὺ τοῦ 
50 καὶ 80. “Ὥστε τὸ πρόβλημα ἔχει μόνον τὰς λύσεις 

Χεαθά, χττθ3, χ-:ῦῶ. 


801. Παρατήρησις. ᾿Απὸ τὰ ἀνωτέρω παραδείγματα παρατη- 
οοῦμεν, ὅτι ἕνα πρόβλημα δύναται νὰ εἶναι δύνατο ν, ὄχι μόνον, 
ὅταν ἡ ἐξίσωσις τοῦ προβλήματος εἶναι ἀδύνατος, ἀλλὰ καὶ ὅταν ἡ 
εὑρεϑεῖσα τιμὴ τοῦ ἀγνώστου τῆς ἐξισώσεως τοῦ προβλήματος, δὲν 
ἐκπληροῖ ὡρισμένους ὅρους, οἵ ὁποῖοι πηγάζουν ἀπὸ αὑτὴν τὴν φύσιν 
τοῦ προβλήματος᾽ π.χ. νὰ εἶναι ἣ τιμὴ τοῦ ἀγνώστου ἀκεθαία, ϑε᾿ 
τική, ἢ νὰ περιέχεται μεταξὺ ὡρισμένων ὁρίων κλπ. 


802. ᾿Εξήγησις τῶν ἀρνητικῶν λύσεων. Ὅταν λύσωμεν τὴν 
ἐξίσωσιν ἑνὸς προβλήματος καὶ εὕρωμεν μίαν ἀρνητικὴν λύσιν, συνά: 
γομεν, ὅτι τὸ πρόβλημα εἶναι ἀδύνατον, Πολλάκις ὅμως δυνάμεϑα νὰ 
ϑεωρήσωμεν, ὡς λύσιν τοῦ προβλήματος, τὴν ἀρνητικὴν αὐτὴν λύσιν, 
ἂν τροποποιήσωμεν τὴν ἐκφῴώνησιν τοῦ προβλήματος. 


803, Πρόβλημα [. Πατήρ τις εἶναι δ6 ἐτῶν καὶ ὅ υἷός του 80 
ἐτῶν. Μετὰ πόσα ἔτη ἢ ἡλικία τοῦ πατρὸς ϑὰ εἶναι διπλασία τῆς ἦλι- 
κίας τοῦ υἱοῦ; 

Αὖσις : "Ἔστω, ὅτι θὰ συμβῇ αὐτὸ μετὰ χ ἔτη. Μετὰ χ ἔτη ὁ πατὴρ 
θὰ εἶναι 56:Ἐπ ἐτῶν καὶ ὁ υἱός του 30-Ἐχ. 

Κατὰ τὸ πρόβλημα θὰ ἔχωμεν τὴν ἐξίσωσιν (56- χ)ξ:2ί(30-χ) ω 

Λύομεν αὐτὴν καὶ εὑρίσκομεν χ----4, 

Ἡ ἀρνητικὴ λύσις χ-- --4 δεικνύει, ὅτι τὸ πρόβλημα, ὅπως ἐδόθη, εἶναι 
᾿ ἀδύνατον, δηλ. ἡ ἡλικία τοῦ πατρὸς δὲν θὰ εἶναι ποτέ, εἰς τὸ μέλ. 
λον, διπλασία τῆς ἡλικίας τοῦ υἱοῦ. 
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Ἂν ὅμως παραδεχϑῶμεν νὰ παριστάνωμεν μὲ ϑετικὸν ἀριϑμὰν 
τὸν μέλλοντα χρόνον καὶ μὲ ἀρνητικὸν τὸν παρελϑόντα χρόνον, ἣ ἐξί- 
σώσις (1) δύναται νὰ δώσῃ λύσιν εἷς τὸ πρόβλημα, ἀρκεῖ νὰ τροπο- 
ποιήσωμεν τὴν ἐκφώνησιν τοῦ προβλήματος ὡς ἕξῆς : 

Πατήρ τις εἶναι δθ ἐτῶν καὶ ὃ υἷός του 80. Πότε ἡ ἡλικία τοῦ 
πατρὸς ϑὰ εἶναι ἢ ἦτο διπλασία τῆς ἡλικίας τοῦ υἱοῦ; 

᾿Επειδὴ τὸ πρόβλημα αὐτὸ ἔχει τὴν λύσιν χεΞ---4, συνάγομεν, 
ὅτι ἢ ἡλικία τοῦ πατρὸς ἦτο διπλασία τῆς ἡλικίας τοῦ υἱοῦ πρὸ 4 
ἐτῶν. Πράγματι᾽ πρὸ 4 ἐτῶν ὃ πατήρ τον ἦτο 52 ἐτῶν καὶ ὃ υἱός του 
26 ἐτῶν. 


904. Παρατήρησις. “Ὅταν ὃ ἄγνωστος ἑνὸς προβλήματος εἶναι 
ἕνα μέγεϑος, τὸ ὁποῖον δύναται νὰ μετρηϑῇ κατὰ δύο ἄντιϑέτους φο- 
ράς, εἶναι ἀνάγκη νὰ ἐκλέγωμεν τὴν ϑετικὴν φορὰν τοῦ ἀγνώστου 
μεγέϑους. 

Καιόπιν αὑτοῦ κάϑε λύσις ἀρνητικὴ δεικνύει, ὅτι τὸ ἄγνωστον 
μέγεϑος πρέπει νὰ ληφϑῇ κατ᾽ ἀντίϑετον φορὰν ἐκείνης, τὴν ὁποίαν 
ὑπεϑέσαμεν κατὰ τὴν κατάστρωσιν τοῦ προβλήματος. 


906. Πρόβλημα 11. ἽΞνας ἔμπορος, ὅ ὅποῖος ἔχει εἷς τὸ ταμεῖον 
του 165000 ὄρχ.ν κάμνει δύο ἐμπορικὰς πράξεις. Κατὰ τὴν πρώτην πρᾶ- 
ξιν εἰσπράττει τὸ τριπλάσιον τῶν ὅσων μένουν εἷς τὸ ταμεῖον του μετὰ 
τὴν δευτέραν πρᾶξιν. Κατὰ τὴν δευτέραν πρᾶξιν ἐπλήρωσεν 92000 ὄρχ. 
Νὰ εὑρεϑῇ τί ποσὸν εἰσέπραξεν ἢ ἐπλήρωσε τελικῶς ; 

Αὐσις ᾿ Ἔστω χ τὸ ποσόν, ποὺ εἰσέπραξε ἢ ἐπλήρωσε᾽ ὁ ΣΧ θὰ παρι- 
στάνῃ εἴσπραξιν, ἐὰν εἶναι θετικὸς καὶ πληρωμήν, ἐὰν εἶναι ἀρνητικός. Εἰς 
τὸ τέλος τῆς δευτέρας πράξεως τὸ ταμεῖον θὰ ἔχῃ 15000Ἐχ. 

Κατὰ τὴν πρώτην πρᾶξιν εἰσέπραξε 3(15000- χ)ὺ καὶ ἑπομένως τὸ τα- 
μεῖον θὰ ἔχῃ 15000- 3(15000-χ) δρχ. “Ὅταν πληρώσῃ 22000 ὄρχ, θὰ μεί- 
νοῦν εἰς τὸ ταμεῖον 15000.-[3(15000-Χ)---22000 δρχ. 

᾿Ἐπειδὴ τὸ ποσὸν αὐτὸ παριστάνει τὰ χρήματα, ποὺ ἔμειναν εἰς τὸ 
ταμεῖον μετὰ τὴν δευτέραν πρᾶξιν, δηλ. παριστάνει τὸ ποσὸν Ἰ5ΟΟΟΈ ΣΧ, 
ἔχομεν τὴν ἐξίσωσιν 

15000-3(15000- χ)---22000ΞΞ15000--π. 
Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτὴν καί ἔχομεν κατὰ σειρὰν 
15000-:-45000-[:23.---22000-:ΞΊ5000-Ἐπ 
ἢ 3χ--χ----Ἴ5000 --45000 --22000-15000 
ἢ 2χε:--2300) ἄρα χε:---11500. 
“Ὥστε τελικῶς ὁ ἔμπορος ἐπλήρωσεν 11500 δρχ. 
᾿Ασκήσεις : 1461, 1168, 1466, 1469, 1472, 147δ, 1480, 1487, 
2490, 1492, 1δ00, 1δ08, 1δ05. 1δ09, 1513, 1517, 1821. 
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806. Διερεύνησις γενικῶν προβλημάτων. Ὅταν τὰ δεδομένα 
ἑνὸς προβλήματος εἶναι ἐγγράμματα, δηλ. ὅταν τὸ πρόβλημα εἶναι 
γενικόν, εἶναι ἀνάγκη νὰ διερευνῶμεν τὸ πρόβλημα αὖτό. 
Δηλ. πρέπει νὰ ζητοῦμεν τὰς διαφόρους λύσεις, τὰς ὅποίας δύναται 
νὰ ἔχῃ τὸ πρόβλημα, ἂν κάμωμεν ὅλας τὰς δυνατὰς ὑποϑέσεις ἐπὶ τῶν 
δεδομένων τοῦ προβλήματος καὶ νὰ δρίζωμεν τὴν σημασίαν, τὴν 
ὁποίαν ϑὰ ἔχουν τὰ ἐξαγόμενα αὑτὰ διὰ τὸ πρόβλημα, 

807. Πρόβλημα 1ον. Πατήρ τις εἶναι α ἐτῶν καὶ ὃ υἷός τον β 
ἐτῶν. Πότε ἡ ἡλικία τοῦ πατρὸς ϑὰ εἶναι τριπλασία τῆς ἡλικίας τοῦ υἱοῦ. 

Δύσις - "Ἔστω, ὅτι θὰ συμβῇ αὐτὸ μετὰ χ ἔτη. '“Μετὰ χ ἔτη ὁ πατὴρ θὰ 
εἶναι α- ΕΣ ἐτῶν καὶ ὁ υἱός τοῦ βΉΈχ. Ἐπειδὴ μετὰ χ ἔτη ὁ πατὴρ θὰ ἔχῃ 
τριπλασίαν ἡλικίαν τοῦ υἱοῦ, θὰ ἔχωμεν τὴν ἐξίσωσιν 

α- Έσχξελ(β-  χ). 
Λύομεν αὐτὴν καὶ ἔχομεν κατὰ σειρὰν 
αἀἜσχεξββ-.3χ ἢ χ--3χ----α- 3β 
ἢ τῶχειται3β ἢ 2κεα-3β ἄρα ν-- 5:35 ( 

Διερεύνησις : 1. ᾿ὰν α--3β)»0, δηλ. ἐὰν α"»3β, ἡ τιμὴ τοῦ χ εἶναι 
θετικὴ καὶ τὸ ζητούμενον θὰ συμβῇ εἰς τὸ μέλλον. 

1. Ἐὰν α--3β«Ό, δηλ. ἐὰν α«(3β, ἡ τιμὴ τοῦ χ εἶναι ἀρνητικὴ καὶ 
τὸ ζητούμενον ἔγινε εἰς τὸ παρελθόν. 

11 ᾿Ἐὰν α--3βεΞο, δηλ, ἐὰν αΞΞ3β, ἡ τιμὴ τοῦ χ εἶναι μηδὲν καὶ ἐπο- 
μένως ἡ σημερινὴ ἡλικία τοῦ πατρὸς εἶναι τριπλασία τῆς ἡλικίας τοῦ υἱοῦ. 


808. Πρόβλημα 3ον. Πόσας ὀκάδας ἐλαίου τῶν μ' δραχμῶν κατ᾽ 
ὀκᾶν πρέπει νὰ ἀναμείξωμεν μὲ ἔλαιον τῶν 8 δραχμῶν κατ᾽ ὀκᾶν, διὰ 
νὰ σχηματίσωμεν μεῖγμα 80 δκάδων ἐλαίου, τὸ ὅποῖον νὰ πωλῆται 
πρὸς μ--αὶ δραχμὰς τὴν ὁκᾶν; Νὰ γίνῃ διερεύνησις ὡς πρὸς τὰς τιμὰς 
τοῦ μ. 

Ἔστω, ὅτι πρέπει νὰ ἀναμείξωμεν χ ὀκάδας ἀπὸ τὸ ἔλαιον τῶν μ 
δραχμῶν τότε ἀπὸ τὸ ἔλαιον τῶν 8 δραχμῶν κατ᾽ ὀκᾶν θὰ ἀναμείξωμεν 
80--- ὀκάδας. Ἢ ἀξία τῶν χ ὀκάδων εἶναι μΧ δραχμάς" ἡ ἀξία τῶν 80--κ 
ὀκάδων εἶναι 8(80---χ) δραχμὰς καὶ ἡ ἀξία τοῦ μείγματος εἶναι 80(μ---6) 
δραχμάς. Πρέπει λοιπὸν νὰ εἶναι μχ-Ἐϑ8ίδ0---χγεξδ0(μ---6). 

Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτήν. ᾿Ἐκτελοῦμεν πράξεις κλπ. καὶ ἔχομεν 
κατὰ σειρὰν [ 

μΧἘ640---8χ-ςϑομ---480 ἢ μχ--ὅχ-:----640-80μ---480 


ἢ (μ--ϑ)χεξϑομ---Ἴ120 (1) 
δΔιερεύνησις : ]. Ἐὰν μ--8» 0, δηλ. ἐὰν ΒΡ 8, ἡ ἐξίσωσις (1) ἔχει τὴν λύσιν 
ΞΩ͂Ψ 8ύ0μ---1120 


μ--8 
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Διὰ νὰ εἶναί ὅμως παραδεκτὴ ἣ τιμὴ αὐτὴ τοῦ χ πρέπει νὰ εἶναι θετικὴ 
καὶ μικροτέρα τοῦ 80. Δηλ. πρέπει νὰ εἶναι 


ο« - Ξ 9 «80. 
᾿ΑἈπὸ τὴν σχέσιν αὐτὴν συνάγομεν, ὅτι πρέπει νὰ συναληθεύουν αἱ 


80μ--1120 8ύμ--1120 
-ππξθ- » ὦ καὶ πμπδ 


Ἢ ἀνισότης (2) εἶναι ἰσοδύναμος (8. 285) μὲ τὴν 
(μ--ϑιίδομ---1120» Ο ἢ (μ--8ιίμ--14)»0 


ἀνισότητες «80 9) 











καὶ ἀληθεύει διὰ ᾿ μφ8 καὶ διὰ μ14. 
Ἢ ἀνισότης (3) γράφεται 
80μ---1120 πϑοκο ἢ 80.---1120---80(μ---8) «ὁ 
-8 μ--ὃ 
. τῦά80 480 
ἢ τς Ὁ ἢ -Ξε»Ὁ 


Ἢ τελευταία ἀνισότης εἶναι ἰσοδύναμος μὲ τὴν 
480(ᾳμ--85»Ἠ 0 ἢ μ--8» 0, ἡ ὁποία ἀληθεύει διὰ μ8. 
Κατά τὰ γνωστὰ (8 286) εὑρίσκομεν, ὅτι αἱ ἀνισότητες (2) καὶ (3) 
συναληθεύουν διὰ μ)).14. 


“Ὥστε διὰ νὰ εἶναι παραδεκτὴ ἡ τιμὴ τοῦ χ πρέπει νὰ εἶναι μὴ 14. 
1. Ἐὰν μ--8τε0, δηλ. ἐὰν μεξϑ, ἡ ἐξίσωσις (1) γίνεται 
0.χε----480 (ἀδύνατο ᾧφ. 
Πράγματι ἐὰν ἀναμείξωμεν ἔλαιον τῶν 8 ὄρχ. κατ᾽ ὀκᾶν μὲ ἔλαιον 
τῶν 8 δρχ:, δὲν δυνάμεθα νὰ ἔχωμεν μεῖγμα τῶν μ--ὅΞ:8--δ-Ξ2 ὄρχ. 


809. Πρόβλημα ϑον. 41 βάσεις ἑνὸς τραπεζίον εἶναι Β, β καὶ 
ο 


τὸ ὕψος τουυν. Νὰ ὑπολογισϑῇ 
τὸ ὕψος τοῦ μεγάλον τριγώ- 
γου, τὸ ὅποῖον λαμβάνομεν, ἂν 
προεκτείνωμεν τὰς μὴ παραλ 
λήλους πλευράς του μέχρι τῆς 
συναντήσεώς τῶν. 

Ἔστω τὸ τραπέζιον ΑΒΓΔ, 
τοῦ ὁποίου αἱ μὴ παράλληλοι 
πλευραί, προεκτεινόμεναι, τέ- 
μνονται εἰς τὸ σημεῖον Ο. Θέ- 
τομεν ΟΗΞεχ, ὁπότε ΟΖξξεχ--υ. ἘΝ ΧΕΙ Ν 

᾿Απὸ τὰ ὅμοια τρίγωνα Α Η 8 
ΟΔΓ καὶ ΟΑΒ ἔχομεν 

: ΟΖ Δ) τυ 
ΟΗ ΑΒ χ 
Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτήν. 








282 ᾿Ασκήσεις 


᾿Ἐξαλείφομεν παρονομαστὰς κλπ. καὶ ἔχομεν κατὰ σειρὰν 
Βία--ὐξεβχ ἢ Βχ--Βυξεβχ 
ἢ Βχ--βχξξβΒυ' ἢ (Β--β)χ-ξἶΒυ (Π) 
Ἐπειδὴ Β--βγξ0 (ἰδιότης τοῦ τραπεζίου), διαιροῦμεν καὶ τὰ δύο μέλη 


τῆς (1) διὰ Β--β καὶ ἔχομν χ-- ἘΞ () 
Διερεύνησις. Εἷϊς τὴν Γεωμετρίαν ὅλα τὰ μεγέθη θεωροῦνται θετικά. Διὰ 
νὰ εἶναι λοιπὸν τὸ πρόβλημα δυνατόν, πρέπει ἡ τιμὴ τοῦ χ, ποὺ δίδεται 


ὑπὸ τοῦ τύπου (2), νὰ εἶναι θετική. ᾿Εδῶ τὸ γινόμενον Βυ εἶναι θετικόν᾽ ἐπο- 





μένως τὸ σημεῖον τοῦ κλάσματος ἘΞ’ δηλ. ἡ τιμὴ τοῦ χ, ἐξαρτᾶται 


ἀπὸ τὸ σημεῖον τοῦ παρονο- 
μαστοῦ Β---β. 

1. Ἐὰν Β--β»0, δηλ. 
ἐὰν Β» β, ὁ παρονομαστὴς 
εἶναι θετικός, ἄρα καὶ ἡ τιμὴ 
τοῦ χ εἶναι θετικὴ καὶ ἐπο- 
μένως τὸ πρόβλημα ἔχει 
πάντοτε μίαν λύσιν. Εἰς τὴν 
περίπτωσιν αὐτὴν τὸ Ο κεῖ- 
ται ἄνω τῆς ΑΒ. ᾿ 

11. Ἐὰν Β--β (0, δηλ. 
ἐὰν Β «β, ὁ παρονομαστὴς 
Β--βὶ εἶναι ἀρνητικός, ἄρα 
καὶ ἡ τιμὴ τοῦ χ εἶναι ἀρ- 
νητική. Δυνάμεθα νὰ δώσωμεν μίαν ἔκφρασιν εἰς τὴν λύσιν αὐτήν, ἂν θεω- 
ρήσωμεν, ὅτι τὸ σημεῖον Ο κεῖται κάτωθι τῆς ΑΒ. 

11. Ἐὰν Β--βεξο, δηλ. ἐὰν ΒεΞβ, ἡ τιμὴ τοῦ χ γίνεται ὦ καὶ τὸ 
πρόβλημα δὲν ἔχει λύσιν. Πράγματι" εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν τὸ τραπέζιον 
γίνεται ἕνα παραλληλόγραμμον καὶ αἱ πλευραὶ ΑΔ καὶ ΒΓ, ὡς παράλλη- 
λοι, δὲν συναντῶνται ποτέ. 

᾿Ασκήσεις - 1600, 1602, 1608, 1607, 1609, 1614, 1618, 1621, 
1625, 1596, 1627. 


Δ 





᾿Ασκήσεις 


Προβλήματα πρὸς λύσιν. 


1452. (488). Νὰ εὑρεθῇ ὁ ἀριϑμός, τοῦ ὁποίου τὸ διπλάσιον αὐξηϑὲν 
κατὰ δ ἰσοῦται μὲ τὸ τριπλάσιον αὐτοῦ μεῖον 19. 

1458. ((84η. Πατήρ τις εἶναι δ8 ἐτῶν καὶ ἔχει υἱὸν 21 ἐτῶν. Μετὰ πόσα 
ἔτη ὁ πατὴρ ϑὰ ἔχῃ διπλασίαν ἡλικίαν τῆς ἡλικίας τοῦ ειἰοῦ του ; 

4454, (486). Πατήρ τις εἶναι κατὰ 9ῦ ἔτη μεγαλύτερος τοῦ υἱοῦ του. 
Πρὸ ὃ ἐτῶν τὸ ἄθροισμα τῶν ἡλικιῶν των ἦτο 48 ἐτῶν. Νὰ εὑρεθῇ ἡ ἡλικία 
τοῦ πατρὸς καὶ τοῦ υἱοῦ. 
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1455. (486). “Ἕμπορος εἶχε δύο τεμάχια ὑφάσματος. Τὸ πρῶτον ἦτο τρι- 
πλάσιον τοῦ δευτέρου. ᾿Απὸ τὸ πρῶτον ἐπώλησε 86 μέτρα καὶ ἀπὸ τὸ δεύτερον 
4 μέτρα καὶ οὕτω τὰ τεμάχια ἔγιναν ἴσα κατὰ τὸ μῆχος. Νὰ εὑρεϑῇ τὸ πππὸς 
ἑκάστου τεμαχίου. 


4456. (481). Δύο βαρέλια περιέχουν τὴν αὐτὴν ποσότητα οἴνου" ἐξάγομεν 
84 ὁκ. ἐκ τοῦ πρώτου καὶ 80 ὀκ. ἐκ τοῦ δευτέρου καὶ μένει διπλασία ποσότης 
οἶνον εἰς τὸ πρῶτον βαρέλιον ἢ εἰς τὸ δεύτερον. Πόσας ὀχάδας οἴνου περιεῖχε 
ἕκαστον βαρέλιον ; 


4457. (488). Ποῖος εἶναι ὁ ἀριθμός, τοῦ ὁποίου τὰ ἘΞ καὶ τὰ ᾿ 


κάμνουν 110; 
4458, (489). Νὰ εὑρεθῇ ἀριθμός, ὁ ὁποῖος ἐλαττούμενος κατὰ τὸ ἥμισυ 
αὐτοῦ καὶ κατὰ 8, δίδει τὸ τετραπλάσιον τοῦ ὀγδόου αὐτοῦ ἠλαττωμένον κατὰ 2. 
1459. (190) Νὰ εὑρεθῇ ἀριϑμός, ὁ ὁποῖος προστιϑέμενος εἰς τοὺς ὄρους 


ἐς Ἴ 6 ᾿ 7 1 
τοῦ κλάσματος ἼΤ' τὸ κάμνει ἴσον μὲ π᾿ 


4460. (491). Ποῖον ἀριϑμὸν πρέπει νὰ ἀφαιρέσωμεν ἀπὸ τοὺς ὅρους τοῦ 
; ὃ  ς, ΠΝ: 
χκλάσματος τὰ διὰ νὰ γίνῃ τὸ κλάσμα ἴσον μὲ 0, ; 


4461. (4923). Ἕνας πατὴρ εἶναι 21 ἐτῶν καὶ ἧ κόρη του 8 ἐτῶν. Μετὰ 
πόσα ἔτη ἡ ἡλικία τῆς κόρης ϑὰ εἶναι ἴση μὲ τὸ τέταρτον τῆς ἡλικίας τοῦ πα- 
τρός της ; 

1462. (499). Πατήρ τις εἶναι 85 ἐτῶν, ὁ υἱός του 16 ἐτῶν καὶ ἣ ἢ κόρη του 
10 ἐτῶν. Μετὰ πόσα ἔτη ἡ ἡλικία τοῦ πατρὸς ϑὰ ἔχῃ λόγον πρὸς τὸ ἄϑροισμα 


πα ἀρ ιννε αν δηναῦις, φτον αν εἶν ᾿ . 8 
τῶν ἡλικιῶν τῶν δύο τέχνων του ἴσον μὲ πτ' 


4465. (491), Νὰ εὑρεϑῇ ἀκέραιος ἀριϑμός, ὁ ὁποῖος διαιρούμενος διὰ { 
ἢ 9 ἀφήνει ὑπόλοιπον 8, τὰ δὲ πηλίκα διαφέρουν κατὰ 4. 

4464. (95). Νὰ εὑρεϑοῦν τρεῖς διαδοχικοὶ ἀκέραιοι ἀριϑμοὶ καὶ τοιοῦτοι 
ὥστε, τὸ ἥμισυ τοῦ μικροτέρου καὶ “τὸ τέταρτον τοῦ μεγαλυτέρου νὰ ἀποτελοῦν 


τὰ Κτὰ τοῦ μεταξὺ αὐτῶν ἀριθμοῦ, 


4465. (496). ΓἜμπορος ἔχει ὕφασμα τῶν 80 ὃρχ. κατὰ μέτρον, Πωλεῖ 
τὸ ἥμισυ πρὸς 8 δρχ., τὸ τρίτον πρὸς 16 ὄρχ. καὶ τὸ ὑπόλοιπον πρὸς 90 
δοχ. καὶ κερδίζει οὕτω 160 δρχ. Πόσων μέτρων ἦτο τὸ ὕφασμα : 


4466. ((9). Ὁ μαϑηματικὸς Διόφαντος ἔζησε τὰ ἔκτον τῆς ζωῆς του ὡς 
παιδίον, τὸ δωδέκατον αὐτῆς ὡς νεανίας, τὸ ἕβδομον αὐτῆς μετὰ τὸν γάμον 
του καὶ ὅ ἔτη, ὅτε ἀπέχτησε υἱόν, ὅστις ἔζησε τὸ ἥμισυ ἢ ὅσον ὁ πατήρ του: 
ἔξησε δὲ ἀκόμη 4 ἔτη μετὰ τὸν ϑάνατον τοῦ υἱοῦ του. Πόσα ἔτη ἔζησεν ὁ 
Διόφαντος ; 


1467. (498). Νὰ χωρισθῇ ὁ 340 εἰς δύο μέρη τοιαῦτα, ὥστε τὸ πηλίκον 


8 
τῶν μερῶν νὰ ἰσοῦται μὲ τ' 
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1468. (499). Νὰ χωρισϑῇ ὁ ἀριϑμὸς 206 εἰς δύο μέρη τοιαῦτα, ὥστε τὸ 
μεγαλύτερον διαιρεϑὲν διὰ τοῦ μικροτέρου, νὰ δίδῃ πηλίκον 8 καὶ ὑπόλοιπον 95. 


1469. (600). Εἰς μίαν ἐκδρομὴν οἱ ἄνδρες ἦσαν τριπλάσιοι τῶν γυναικῶν. 
Μετὰ τὴν ἀναχώρησιν τεσσάρων ἀνδρῶν μετὰ τῶν συζύγων των ἔμειναν ἕπτα- 
πλάσιοι ἄνδρες τῶν γυναικῶν. Πόσοι ἦσαν οἷ ἄνδρες καὶ πόσαι αἱ γυναῖκες Σ᾽ 


4470. (601). Χωρικὴ. ἐσκόπευε νὰ πωλήσῃ ὅσα αὐγὰ εἶχε πρὸς 60 λεπτὰ 
ἕκαστον" ἐπειδὴ ἔσπασαν 8, ἐπώλησε τὰ ὑπόλοιπα πρὸς 60 λεπτὰ καὶ δὲν ἐξη- 
μιώϑη. Πόσα εἴχεν ἐξ ἀρχῆς ; 

1471. (602). Χωρικός τις ἐρωτηϑεὶς πόσα πρόβατα καὶ πόσας ὄρνιϑας 
ἔχει ἀπήντησεν ὡς ἑξῆς : «Τὰ ζῶα μου ἔχουν ἐν ὅλῳ 80 κεφάλια καὶ 79 πό- 
δια». Πόσα πρόβατα καὶ πόσας ὄρνιϑας εἶχεν ὁ χωρικός ; 

1472. (608). ᾿Ηγόρασέ τις 12 πήχεις ἐξ ἑνὸς ὑφάσματος. ᾿Εὰν ἢ τιμὴ τοῦ 
πήχεως ἦτο κατὰ 90 ὄρχ. μικροτέρα, ϑὰ ἠγόραζε μὲ τὸ αὐτὸ ποσὸν 8 πήχεις 
περισσότερον. Πόσαν ἐτιμᾶτο ὁ πῆχυς ; 

1478. (604). Ὑπηρέτης λαμβάνει ἐτήσιον μισϑὸν ὅ600 δρχ καὶ μίαν ἐνδυ- 
μασίαν. Αν διὰ 8 μῆνας ἔλαβε 9140 μόνον δραχμάς, πόσον ἐτιμᾶτο ἢ ἐνδυ- 
μασία; Ἵ ᾿ 
1474. (606). Δύο ἐργάται εἰργάσϑησαν ὁ μὲν πρῶτος ἐπὶ 317 ἡμέρας, ὁ δὲ 
δεύτερος ἐπὶ 21 ἡμέρας. Ὁ πρῶτος, ὁ ὁποῖος κερδίζει 20 ὄρχ. περισσοτέρας 
ἥμεργ σίως ἀπὸ τὸν δεύτερον, ἔλαβεν 810 δρχ. ἐπὶ πλέον τοῦ δευτέρου. Νὰ 
εὑρεϑῇ τὸ ἡμερομίσϑιον ἑκάστου ἐργάτου. 


475. (006). Μία μητέρα καὶ ἡ κόρη της ἐργάζονται εἰς ἕνα ἐργοστάσιον 
γυναικείων εἰδῶν. Ἢ μητέρα ἐργόζξεται ἐπὶ 60 ἡμέρας καὶ ἢ κόρη ἐπὶ 50 ἡμέ- 
ρας. Ἢ μητέρα κερδίζει 10 ὄρχ. ἡμερησίως περισσότερον τῆς κόρης της καὶ ἢ 
κόρη λαμβάνει ϑ00 ὄρχ. ὀλιγώτερον ἀπὸ τὴν μητέρα, Νὰ εὑρεϑῇ τὸ ἥμερομί- 
σϑιον ἑκάστης. ᾿ 

1476. (601). “Η χωρητικότης βαρελίου Α ἔχει λόγον Ἐ πρὸς τὴν χω- 
ρητικότητα ἄλλου βαρελίου Β. ᾿Εὰν τὰ βαρέλια εἶναι πλήρη καὶ ἀφαιρέσωμεν 
δ0 ὀκάδες ἐκ τοῦ Α καὶ 100 ὀκάδες ἐκ τοῦ Β, μένουν εἰς τὸ Α τριπλάσιαι. 
ὀκάδες ἢ εἷς τὸ Β. Πόσας ὀκάδας χωρεῖ ἕκαστον βαρέλιον ; 

1477. (608). Νὰ εὑρεϑοῦν δύο διαδοχικοὶ ἀριϑμοί, τῶν ὁποίων τὰ τετρά- 
γωνα νὰ διαφέρουν κατὰ ὃ]. 

1479. (009). Δύο ἀριϑμοὶ διαφέρουν κατὰ ὅ. Τὸ γινόμενον αὐτῶν εἶναι 
μεγαλύτερον τοῦ τετραγώνου τοῦ μεγαλυτέρου κατὰ 100. Ποῖοι εἶναι οἱ 
ἀριϑμοί ; ; 

4479. (610). Διψηφίου ἀριϑμοῦ τὸ ψηφίον τῶν μονάδων εἶναι διπλάσιον 
τοῦ ψηφίου τῶν δεκάδων. ᾽Εὰν ἐναλλάξωμεν τὴν ϑέσιν τῶν ψηφίων του προ- 
κύπτει ἀριϑμὸς μεγαλύτερος τοῦ πρώτου κατὰ 88. Ποῖος εἶναι ὁ ἀριϑμός,; 

1480. (511). Τὸ ἄϑροισμα τῶν ψηφίων δυψηφίου ἀριϑμοῦ εἶναι 19. ᾿Εὰν 
ἐλαττωϑῇ οὗτος κατὰ 18 προχύπτει ὁ δι’ ἐναλλαγῆς τῶν ψηφίων του εὑρισκό- 
μενος ἀριϑμός. Ποῖος εἶναι ὃ ἀριϑμός ; 


«. 
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1491. (612). ᾿Εδαπάνησέ τις τὸ ᾿ καὶ τὸ τ. τῶν χρημάτων του καὶ 
ἔμειναν ὅ6 δραχμαί. Πόσας δραχμὰς εἶχεν; 

1482. (518). Τρεῖς ἀριϑμοὶ ἔχουν ἄϑροισμα 10. Ὃ δεύτερος διαιρούμενος 
διὰ τοῦ πρώτον δίδει πηλίχον 2 καὶ ὑπόλοιπον 1, ὁ τρίτος δισιρούμενος διὰ 
τοῦ δευτέρου δίδει πηλίκον 8 καὶ ὑπόλοιπον 8. Ποῖοι εἶναι οἱ ἀριϑμοί; 

1485. (014), Τρεῖς ἄνθρωποι ἐμοιράσϑησαν ἕνα χρηματικὸν ποσόν. Ὁ 
πρῶτος ἔλαβε τὰ - τοῦ ποσοῦ πλὴν δ00 ὄρχ. ὁ δεύτερος ἔλαβε τὸ Ἴ 
αὐτοῦ “καὶ ὁ τρίτος τὸ ἥμισυ αὐτοῦ πλὴν 8 Ο00 ὄρχ. Νὰ εὑρεϑῇ ποῖον ἦτο τὸ 
ποσὸν καὶ τὸ μερίδιον ἑκάστου. | 

1454, (5616), Τὸ ἄϑροισμα τῶν ἡλικιῶν τριῶν προσώπων εἶναι 100 ἔτη, 
Ἢ ἡλικία τοῦ μεγαλυτέρου εἶναι ἴση μὲ τὸ ἄϑροισμα τῶν ἡλικιῶν τῶν δύο 
ἄλλων καὶ ἡ ἡλικία τοῦ νεωτέρου εἶναι κατὰ 10 ἔτη μικροτέρα τῆς ἡλικίας τοῦ 
δευτέρου. Νὰ εὑρεϑοῦν αἱ ἡλικίαι τῶν τριῶν προσώπων. 

1485. (016). Νὰ εὑρεϑοῦν αἷ ἡλικίαι δύο προσώπων, ἐὰν γνωρίξζωμεν, ὅτι 
πρὸ 4 ἐτῶν ἢ ἡλικία τοῦ πρώτου ἦτο διπλασία τῆς ἡλικίας τοῦ δευτέρου καὶ 


Ρ 
ὅτι μετὰ 6 ἔτη ἣ ἡλικία τοῦ δευτέρου ϑὰ εἶναι τὰ - τῆς ἡλικίας τοῦ 
πρώτου. 

4486. (511). Νὰ εὑρεϑοῦν αἱ ἡλικίαι τριῶν προσώπων Α, Β, Γ, ἐὰν γνω- 
ρίζωμεν, ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν ἡλικιῶν τῶν εἶναι ἴσον μὲ 69 ἔτη" ὅτι ὁ Β εἶναι 
κατὰ 8 ἔτη μεγαλύτερος τοῦ Α καὶ ὃ Γ΄ κατὰ 4 ἔτη μιχρότερος τοῦ Α. 

1487. (618). Εἰς μίαν ἐκδρομὴν ἔλαβον μέρος 80 ἄτομα, ἄνδρες, γυναῖκες 


ὶ ἔν ΤΩΡΣΟΣΝΣ τ δ σὴς ἐλ σῶς, ὡν ΠῚ ὌΝ 
καὶ παιδία. Ὃ ἀριϑμὸς τῶν γυναικῶν ἦτο ἴσος μὲ τὰ π τοῦ ἀριϑμοῦ τῶν 
: ΠΡ ΡΣ ΣΑΣ ΠΣ, ἜΝ: Σιν δὴ τως τ τος ἢ 
ἀνδρῶν, ὁ δὲ ἀριϑμὸς τῶν παιδίων ἦτο τὸ 5 τοῦ ἀριϑμοῦ τῶν ἀνδρῶν καὶ 
γυναικῶν μαζί, Πόσοι ἦσαν οἵ ἄνδρες, αἴ γυναῖκες καὶ τὰ παιδία; 

1488. (519). “Εμπορος ἠγόρασε ἐμπορεύματα, ἀντὶ 8 400 δρχ. "Εὰν ἐπώ“ 
λει αὐτὰ πρὸς 8,60 ὄδρχ. τὴν ὀκᾶν, ϑὰ ἔχανε τόσα, ὅσα ἐκέρδιζε, ἐὰν τὰ ἐπώλει 
πρὸς ὃ δρχ. τὴν ὀκᾶν. Πόσας ὀκάδας ἐμπορευμάτων ἠγόρασε ; 

1489. (020). "ἔμπορος ἐπώλησεν ἕνα ὕφασμα πρὸς Τῦ ὃρχ. τὸν πῆχυν 
καὶ ἐκέρδισεν οὕτω 900 δρχ. ᾿Εὰν ἐπώλει τὸ ὕφασμα κατὰ 20 δρχ. εὐϑηνότε- 
ρον ϑὰ ἐζημιοῦτο 8 000 δρχ. Πόσων πήχεων ἦτο τὸ ὕφασμα; 


1490. (621), Τὰ ἔσοδα ἑνὸς ἐμπόρου ἐκ μιᾶς ἐπιχειρήσεως ἀνέρχονται 


: ο " : πινδ τῷ ; ἐῶῖς Τὐχι αῆς 
κατ᾽ ἔτος εἰς τὸ π᾿ τοῦ κεφαλαίου, τὸ ὁποῖον κατέχει εἰς τὴν ἀρχὴν τοῦ 


ΡΝ ς τι ἐπ αοχς : ἘΣ πβτρ ἴως τ τάρν 
ἔτους, τὰ δὲ ἔξοδά του εἰς τὸ τὰ αὐτοῦ τοῦ κεφαλαίου. Μετὰ δύο ἔτη ὁ ἔμ- 
πορος εἶχε κερδίσει 9 100 δρχ. Νὰ εὑρεϑῇ τὸ ἀρχικὸν κεφάλαιον τοῦ ἐμπόρου. 


4491. (022). ᾿Ηγόρασέ τις οἶνον πρὸς 8,20 δρχ. τὴν ὀκᾶν καὶ ἔλαιον πρὸς 
12 δρχ. τὴν ὀκᾶν. Ὃ ἀριϑμὸς τῶν ὀκάδων τοῦ οἴνου ὑπερβαίνει κατὰ 40 ὁκ. 
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τὸν ἀριθμὸν τῶν ὀκάδων τοῦ ἐλαίου καὶ τὸ πληρωϑὲν ποσὸν διὰ τὸ ἔλαιον 
ὑπερβαίνει κατὰ 6716 δρχ. τὸ πληρωθὲν ποσὸν διὰ τὸν οἶνον. Νὰ εὑρεϑῇ πό- 
σας ὁκάδας οἴνου καὶ ἐλαίου ἠγόρασεν ; 

1492. (6328). Βρύσις γεμίζει μίαν δεξαμενὴν εἰς 8 ὥρας: ἄλλη τὴν γεμίζει 
εἰς 4 καὶ τρίτη εἰς 6 ὥρας, Εἷς πόσας ὥρας τὴν γεμίζουν, ἂν ρέουν καὶ αἱ 
τρεῖς συγχρόνως ; 

4495. (634). Κρουνὸς γεμίζει δεξαμενὴν εἰς 19 ὥρας, ἄλλος γεμίζει αὐτὴν 
εἰς 10 ρας καὶ τρίτος ἀδειάζει αὐτὴν εἰς 80 ὥρας, "Αν καὶ αἱ τρεῖς ἄνοι- 
χϑοῦν συγχρόνως, εἰς πόσον χρόνον ϑὰ γεμίσῃ ἦ δεξαμενή ; 

4494, (025). Πατὴρ καὶ υἱὸς σχάπτουν ἕνα ἀγρὸν εἰς 6 ἡμέρας" ὁ πατὴρ 
μόνος του σκάπτει αὐτὸν εἰς 10 ἡμέρας. Εἰς πόσας ἡμέρας σχάπτει αὐτὸν ὁ 
υἱὸς μόνος του ; . 

1495. (6326). “Ο Α δύναται νὰ ἐκτελέσῃ ἕνα ἔργον εἰς χρόνον δύο φορὰς 
ὀλιγώτερον ἐκείνου, ποὺ ἐχρειάξετο ὁ Β διὰ τὸ αὐτὸ ἔργον. Ὁ χρόνος, ποὺ 
ἐχρειάζετο ὁ Β διὰ τὸ αὐτὸ ἔργον εἶναι τὰ δύο τρίτα τοῦ χρόνου, ποὺ ἐχρειά- 
ξετο ὁ Γ διὰ τὸ αὐτὸ ἔργον. Καὶ οἱ τρεῖς μαζὶ δύνανται νὰ ἐκτελέσουν τὸ 
ἔργον εἰς ὃ ἡμέρας. Νὰ εὑρεθῇ ὁ χρόνος, τὸν ὁποῖον χρειάζεται ἕκαστος διὰ 
νὰ ἐχτελέσῃ μόνος του τὸ ἔργον. 

1496. (521). Κρουνὸς Α γεμίζει δεξαμενὴν εἰς 30 ὥρας. Δεύτερο. παρέχει 
εἰς τὴν δεξαμενὴν τετραπλασίαν ποσότητα ὕδατος εἷς τὸν αὐτὸν χρόνον. ᾽Εὰν 
ἀνοιχϑοῦν συγχρόνως καὶ ἐπὶ 8 ὥρας καὶ οἱ δύο κχρουνοί, ἡ δεξαμενή, εἰς τὴν 
ὁποίαν χύνεται τὸ ὕδωο τῶν κρουνῶν, χρειάζεται ἀκόμη 400 ὁκ. διὰ νὰ γε" 
μίσῃ. Πόσας ὀκάδας ὕδατος χωρεῖ ἡ δεξαμενή ; 

1497. (028). ΓΟ Α ἐργάτης ἐξετέλεσε τὰ Σ. ἑνὸς ἔργου εἰς 12 ἡμέρας, 
ὁπότε ἔρχεται καὶ δεύτερος ἐργάτης Β καὶ ἐκτελοῦν μαζὶ τὸ ὑπόλοιπον ἔργον 
εἰς ὃ ἡμέρας. Νὰ εὑρεϑῇ εἰς πόσας ἡμέρας ἠδύνατο νὰ ἐκτελέσῃ τὸ ἔργον ὁ Β 
μόνος του; 

1498. (529). Μία βρύσις παρέχει 11 400 ὁκ. ὕδατος εἰς 6 ὥρας: δευτέρα 
βούσις παρέχει 81 δ00 ὀκ. ὕδατος εἰς 16 ὥρας καὶ τρίτη παρέχει 8600 ὁκ. 
εἰς 24 ὥρας. ᾿Εὰν ἀνοιχϑοῦν συγχρόνως καὶ αἱ τρεῖς βρύσεις, εἰς πόσας ὥρας 
ϑὰ γεμίσουν μίαν δεξαμενήν, ἡ ὁποία χωρεῖ 991 800 ὀκ. ὕδατος ; 


Προβλήματα τόκου καὶ ὑφαιρέσεως. 


1499. (680). ᾿Εδάνεισέ τις τὰ τ. τῶν χρημάτων του πρὸς 492|ς9 καὶ τὸ 


ὑπόλοιπον πρὸς ὅ "[0 καὶ εἰσέπραξε μετὰ ἕνα ἔτος τόκον 1640 δοχ. Πόσα ἐδά- 
νεισε πρὸς 45. καὶ πόσα πρὸς ὅ 57, ; 

1500. (031). Εἴχε τις 46000 δρχ. καὶ ἐτόκισε μέρος αὐτῶν πρὸς 6 5} καὶ 
τὸ ὑπόλοιπον πρὸς ὅ 9[.. Μετὰ ἕνα ἔτος ἔλαβε καὶ ἐκ τῶν δύο κεφαλαίων τό- 
χον 8610 ὅρχ. Νὰ εὑρεϑοῦν τὰ μέρη εἷς τὰ ὁποῖα διῃρέϑη τὸ χεφάλαιον. 

1501. (82). ᾿Εχώρισέ τις ἕνα κεφάλαιον 60 000 ὄρχ. εἰς δύο μέρη καὶ 
ἐτόκισε τὸ πρῶτον πρὸς 4,65. ἐπὶ 6 μῆνας καὶ τὸ δεύτερον πρὸς 4 5). ἐπὶ 10 
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μῆνας. Νὰ εὑρεϑοῦν τὰ μέρη εἰς τὰ ὁποῖα ἐχωρίσϑη τὸ χεφάλαιον, ἐὰν γνω" 
οίξζωμεν, ὅτι ὁ τόκος τοῦ πρώτου μέρους ἦτο κατὰ 512,6 ὄδρχ. μεγαλύτερος τοῦ 
τόκου τοῦ δευτέρου μέρους. 

1502. (688). Τοκίζει τις μὲ ἁπλοῦν τόκον τρία κεφάλαια : τὸ πρῶτον πρὸς 
459. ἐπὶ δ ἔτη, τὸ δεύτερον πρὸς δ 5. ἐπὶ 8 ἔτη καὶ 9 μῆνας καὶ τὸ τρίτον 
πρὸς 159 ἐπὶ 3 ἔτη καὶ 8 μῆνας. ἔλαβε δὲ συνολικῶς καὶ ἀπὸ τὰ τρία κεφά- 
λαια τόκον 4110 δρχ. ᾿Εὰν γνωρίζωμεν, ὅτι τὸ δεύτερον κεφάλαιον ἦτο διπλά- 
σιον τοῦ πρώτου καὶ τὸ τρίτον τριπλάσιον τοῦ δευτέρου, νὰ εὐρεϑοῦν τὰ κεφά- 
λαια καὶ οἱ τόκοι ἑκάστου ἐξ αὐτῶν. 

4503, (084) Δύο κεφάλαια διαφέρουν κατὰ δ 000 δραχμάς᾽ τὸ μεγαλύτερον 
ἐτοκίσθη πρὸς 45. καὶ τὸ μικρότερον ὅ 5[.. ᾿Εὰν εἰς τὰ κεφάλαια αὐτὰ προ- 
στεϑοῦν ἀντιστοίχως καὶ οἱ ἐτήσιοι τόκοι των, προκύπτουν ἴσα κεφάλαια. Νὰ 
εὑρεϑοῦν τὰ ἀρχικὰ κεφάλαια. 

1504. (585). ᾿Εχώρισέ τις ἕνα κεφάλαιον 48 000 ὄρχ. εἰς δύο μέρη καὶ 
ἐτόκισε τὸ πρῶτον πρὸς 6590 καὶ τὸ δεύτερον πρὸς 49[.. ἔλαβε δὲ καὶ ἀπὸ 
τὰ δύο κεφάλαια, τόσον ἐτήσιον τόχον, ὅσον ϑὰ ἐλάμβανε, ἐὰν ἐτόκιζεν ὁλό- 
κληρον τὸ κεφάλαιόν του πρὸς ὅ,δ 5,ς. Νὰ εὑρεϑοῦν τὰ δύο μέρη τοῦ κεφαλαίου. 

1505. (086). Κατέϑεσέ τις τὰ τ ἑνὸς κεφαλαίου του πρὸς 8,05). καὶ 
τὸ ὑπόλοιπον πρὸς ὃ "[.ω. ᾿Εὰν ἠλάττωνε τὸ κεφάλαιόν του κατὰ 2. 000 δὃρχ καὶ 
ἐτόκιζε τὸ ὑπόλοιπον πρὸς 4,55}., ϑὰ ηὔξανε τὸν ἐτήσιον τόκον κατὰ δά δρχ 
Νὰ εὑρεϑῇ τὸ ἀρχικὸν κεφάλαιον. 


᾿ ᾿ 


1506. (5317). Εἶχε τις ἕνα χρηματικὸν ποσὸν καὶ διέϑεσε τὸ -τ- διὰ τὰ 


ττοο λτῖνονν ἐδ τεεν, ἢ ΡΞ - δος 
ἀγοράσῃ μίαν οἰκίαν, ἧ ὁποία τοῦ ἀπέδιδε 105). ἐπὶ τῆς ἀξίας της, τὸ Ξ διὰ 


τὴν ἀγορὰν ἀγροκτήματος, τὸ ὁποῖον τοῦ ἀπέδιδε 4,6"). καὶ τὸ ὑπόλοιπον διέ- 
ϑεσε δι᾽ ἀγορὰν μετοχῶν, αἷ ὁποῖαι τοῦ ἐπέφερον μίαν ζημίαν 3.5).. Νὰ εὑρεθῇ 
ποῖον ἦτο τὸ ἀρχικὸν ποσόν, ἐὰν τὸ καϑαρὸν ἐτήσιον εἰσόδημά του ἦτο 
19 ΟΟ0 δροχ. ᾿ 

1507. (688). ᾿Ετόκισέ τις κεφάλαιον 16 000 δρχ. πρὸς 8 [6 καὶ ἕνα ἄλλο 
κεφάλαιον ΙΈ 000 ὄρχ. πρὸς 6 5[ωρ. Μετὰ πόσα ἔτη ϑὰ λάβῃ καὶ ἐκ τῶν δύο 
κεφαλαίων τόκον 6120 δραχμάς ; 

4508. (089). Δύο γραμμάτια εἶναι πληρωτέα, τὸ πρῶτον μὲν μετὰ ἕνα 
ἔτος καὶ τὸ δεύτερον μετὰ 18 μῆνας. Τὸ δεύτερον γρσμμάτιον ὑπερβαίνει τὸ 
πρῶτον κατὰ 46000 δρχ. ᾿Εὰν τὰ γραμμάτια αὐτὰ πληρωϑοῦν σήμερον, ϑὰ 
ἔχουν, πρὸς ὅν, συνολικὴν ἔκπτωσιν 4 816 δρχ. Νὰ εὑρεϑῇ ἡ ὀνομαστικὴ 
ἀξία τῶν γραμματίων. 


Προβλήματα κινήσεως. 


1509. (640).. Διὰ νὰ ἀνέλϑῃ μία ἅμαξα εἰς τὴν κορυφὴν ἑνὸς λόφου καὶ 
νὰ ἐπιστρέψῃ εἰς τὸ σημεῖον τῆς ἀναχωρήσεώς τῆς, χρειάζεται, ἀφαιρουμένων 
τῶν στάσεων, μίαν καὶ ἡμίσειαν ὦραν. Ποῖον εἶναι τὸ μῆκος τῆς ὁδοῦ, ἣ 


ὁποία ὁδηγεῖ εἰς τὴν κορυφὴν τοῦ λόφον, ἐὰν γνωρίζωμεν, ὅτι ἡ ἅμαξα δια- 
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νύει ἴ χιλιόμετρα τὴν ὥραν κατὰ τὴν ἀνάβασιν καὶ 12 χιλιόμετρα τὴν ὥραν 
κατὰ τὴν κατάβασιν ; 


1510. (541). “ἕνας λεμβοῦχος διανύει δ0 μέτρα κατὰ λεπτὸν τῆς ὥρας, 
ὅταν ἀκολουϑῇ τὸ ρεῦμα ἑνὸς ποταμοῦ, καὶ 80 μέτρα, ὅταν κινῆται πῳὸς τὴν 
ἀντίϑετον διεύϑυνσιν τοῦ θεύματος. Μέχρι ποίας ἀποστάσεως πρέπει νὰ κα- 
τέλϑῃ κωπηλατῶν, διὰ νὰ δυνηϑῇ νὰ ἐπιστρέψῃ τὴν 8 ὥραν ὅ λ., ἀπογευμα- 
τιγὴν εἰς τὸ σημεῖον τὴς ἀναχωρήσεως, ἐὰν γνωρίζωμεν, ὅτι ἀνεχώρησε τὴν 
10 ὥραν 46 λ. πρωϊνήν ; ; 

1511. (12). "Ἐκ τινος τόπου ἀνεχώρησε πεζὸς διατρέχων 60 χιλιόμετρα 
καϑ᾽ ἡμέραν. Μετὰ 4 ἡμέρας ἀναχωρεῖ ἐκ τοῦ αὐτοῦ τόπου ἄλλος μὲ τὴν ἐν- 
τολὴν νὰ φϑάσῃ τὸν πρῶτον εἰς 8 ἡμέρας. Πόσα χιλιόμετρα πρέπει νὰ δια. 
νύῃ αὐτὸς καϑ' ἡμέραν; 

1512. (513). ᾿Ιππεὺς διήνυσε μίαν ἀπόστασιν μὲ ταχύτητα 18 χιλιομ. τὴν 
ὥραν. ᾿Εὰν ἐκινεῖτο μὲ ταχύτητα 8 χιλιομ. τὴν ὥραν ϑὰ ἐχρειάζετο 3. ὥρας 
περισσότερον διὰ νὰ διανύσῃ τὴν ἀπόστασιν αὐτήν. Πόσην ἀπόστασιν διήνυσε ; 

1515, (544). Θέλων τις νὰ κάμῃ ἕνα περίπατον, ἀναχωρεῖ ἐκ τῆς οἰκίας 
του μὲ μίαν ἅμαξαν, ἣ ὁποία διανύει 19 χλμ. τὴν ὥραν. Εἰς ποίαν ἀπόστασιν 
ἀπὸ τῆς οἰκίας του πρέπει νὰ ἐγκαταλείψῃ τὴν ἅμαξαν, ἵνα ἐπιστρέφων πεζῇ 
μὲ ταχύτητα 4 χλμ. τὴν ὥραν εὑρίσκεται εἰς τὴν οἰκίαν του μετὰ ὃ ὥρας ἀπὸ 
τῆς ἀναχωρήσεώς του ἐξ αὐτῆς. 


1514. (646). Δύο ποδηλάται Α καὶ Β, ἀπέχοντες μεταξύ των 49,6 χι- 
λιόμετρα, ἐκκινοῦν συγχρόνως καὶ διευϑύνονται ὁ ἕνος πρὸς τὸν ἄλλον. “Ὅταν 
συνηντήϑησαν, ὁ Α εἶχε διανύσει 1,6 χιλιόμετρα περισσότερον τοῦ Β. Νὰ εὖ- 
οεϑῇ ἢ ταχύτης ἑκάστου, ἐὰν γνωρίξωμεν, ὅτι ὃ Α διήνυσε καϑ᾽ ὥραν 800 μέ- 
τραὰ περισσότερον τοῦ Β. : 

1515. (546). Δύο φίλοι ἀναχωροῦν συγχρόνως ἐκ τοῦ αὐτοῦ σημείυυ Α 
διὰ νὰ κάμουν ἕνα περίπατον 4 χιλιομέτρων. “Ὃ πρῶτος βαδίζει μὲ ταχύτητα 
2,5 χλμ. τὴν ὥραν καὶ ὁ δεύτερος μὲ ταχύτητα 8 χλμ. τὴν ὥραν. Ὁ δεύτερες 
φϑάσας εἰς τὸ τέρμα Β τοῦ “περιπάτου » ἐπιστρέφει διὰ τῆς αὐτῆς ὁδοῦ καὶ 
συναντᾷ τὸν φίλον του. Νὰ εὑρεϑῇ, ποὺ συνήντησε τὸν φίλον του; 


1516. (641), Αὐτοκίνητον ἐκτελοῦν τὴν συγκοινωνίαν τῶν πόλεων Α καὶ 
Β, ἀνεχώρησεν ἐκ τῆς πόλεως Α, 4 ὥρας βραδύτερον ποδηλάτου, ὁ ὁποῖος 
μετέβαινεν ἐκ τῆς πόλεως Α εἰς τὴν Β, μὲ ταχύτητα 12 χιλιομέτρων τὴν ὥραν. 
Τὸ αὐτοκίνητον, διανῦον 80 χιλιόμετρα τὴν ὥραν, ἔφϑασεν εἰς τὴν πόλιν Β 
καὶ μετὰ πσραμονὴν 1,5 ὥρας, ἐπιστρέφον πρὸς τὴν πόλιν Α, μὲ τὴν αὐτὴν 
ταχύτητα, συνήντησε τὸν ποδηλάτην εἰς ἀπόστασιν 80 χιλιομέτρων ἀπὸ τῆς 
πόλεως Β, Νὰ εὑρεϑῇ ἡ ἀπόστασις ΑΒ τῶν δύο πόλεων. 

1517. (548). Δύο ποδηλάται Α καὶ Β ἀναχωροῦν συγχρόνως ἐξ ᾿Αϑηνῶν 
μὲ ταχύτητα 17,8 χιλιομέτρων καὶ 18,2 χιλιομέτρων τὴν ὥραν ἀντιστοίχως. 
Μετὰ πορείαν ὃ ὡρῶν, ὃ πρῶτος, ϑέλων νὰ συναντήσῃ τὸν δεύτερον, ἐλαττώ- 
νει τὴν ταχύτητά του εἰς 10 χιλιόμετρα τὴν ὥραν. Νὰ εὑρεϑῇ εἰς πόσην ἀπό- 
στασιν ἀπὸ τῶν ᾿Αϑηνῶν ϑὰ συναντήσῃ τὸν Β ; 


ἢ Η 


1518. (649). Πεξζὸς καὶ ποδηλάτης ἀναχωροῦν συγχρόνως, ὁ μὲν ἐκ τοῦ 
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σημείου Α, ὁ δὲ ἐκ τοῦ σημείου Β καὶ διευϑύνονται πρὸς συνάντησίν των. Μετὰ 
4 ὥρας ἀπὸ τῆς ἀναχωρήσεώς τῶν συνηντήϑησαν εἷς ἕνα σημεῖον Σ, τὸ ὁποῖον 
ἀπέχει ἀπὸ τὸ Α ἀπόστασιν ἴσην πρὸς τὸ τέταρτον τῆς ἀποστάσεως ΑΒ. Ἐὰν 
γνωρίζωμεν, ὅτι ὁ ποδηλάτης διανύει 9 χιλιόμετρα τὴν ὦραν περισσότερον τοῦ 
πεζοῦ, γὰ εὑρεϑοῦν : 1ον Αἴ ταχύτητες τοῦ πεζοῦ καὶ ποδηλάτου καὶ δ8ον ἧ 
ἀπόστασις ΑΒ. 


1519. (660). “ἕνας ποδηλάτης ἀναχωρεῖ ἐξ ἑνὸς σημείον Α, μὲ ταχύτητα 
8 χλμ. τὴν ὥραν, διὰ νὰ φϑάσῃ εἰς ἄλλο σημεῖον Β. Ὅταν εἶχε διανύσει 34 
χλμ, ἀναγκάζεται νὰ ἐπιστρέψῃ εἷς τὸ σημεῖον τῆς ἀναχωρήσεως Α. Ἔπιστρέ- 
φει μὲ ταχύτητα 13 χλμ. τὴν ὥραν. ᾿Αναχωρεῖ ἔπειτα μὲ τὴν αὐτὴν ταχύτητα 
καὶ φϑάνει εἰς τὸν προορισμόν του, δηλ. εἷς τὸ σημεῖον Β κατὰ τὴν ἐκ τῶν 
προτέρων ὁρισϑεῖσαν ὥραν. Νὰ εὑρεϑῇ ἡ ἀπόστασις ΑΒ. 


. 520, (δ). Παδηλάτης ἀναχωρεῖ ἀπό τινος τόπου, διανύων 12 χιλιόμε- 
τρὰ τὴν ὥραν' 8 ὥρας βραδύτερον ἀναχωρεῖ ἐκ τοῦ αὐτοῦ τόπου ἄλλος, δια- 
νύων 16 χιλιόμετρα τὴν ὥραν. ἴον. Πότε ϑά προηγῆται ὁ πρῶτος τοῦ δευτέ- 
οου κατὰ 18 χιλιόμετρα ; 3ον. Πότε ϑὰ προηγῆται ὁ δεύτερος τοῦ πρώτου 
φτοιτὰ Ὅ0 χλμ.; 


4521. (562). Ποδηλάτης καὶ πεζοπόρος ἀναχωροῦν συγχρόνως, ὁ μὲν ἐκ 
τῆς πόλεως Α, ὃ δὲ ἐκ τῆς πόλεως Β καὶ διευϑύνονται πρὸς συνάντησίν των. 
Ὅ ποδηλάτης διανύει 16 χιλιόμετρα τὴν ὦραν καὶ ὁ πεξοπόρῤος ὃ χιλιόμετρα 
τὴν ὥραν. Νὰ εὑρεϑῇ μετὰ πόσον χρόνον ϑὰ συναντηϑοῦν καὶ εἰς ποίαν ἀπό- 
στασιν ἀπὸ τῆς πόλεως Α, ἐὰν γνωρίξωμεν, ὅτι ἣ ἀπόστασις ΑΒ εἶναι 105 χλμ. 


1522. (968). Δύο αὐτοκίνητα Α καὶ Β ἀναχωροῦν ἑ ἐκ τῆς αὐτῆς πόλεως Ο 
καὶ διευϑύνονται ἀντιϑέτως. Μετὰ 4 ὥρας τὰ αὐτοκίνητα ἀπέχουν μεταξύ τῶν 
812 χιλιόμετρα. Νὰ εὑρεϑοῦν αἷ ταχύτητές των, ἐὰν γνωρίζωμεν, ὅτι ἧ ταχύ- 
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τῆς τοῦ ἑνὸς εἶναι ἴση μὲ τὰ στ τῆς ταχύτητος τοῦ ἄλλου. 


1528. (δ04). Δύο πόλεις Α καὶ Β, αἱ ὁποῖαι ἀπέχουν 910 χιλιόμετρα, 
συνδέονται διὰ σιδηροδρομικῆς γραμμῆς. Δύο ἁμαξοστοιχίαι ἀ ἀναχωροῦν ἐκ τῶν 
Α καὶ Β καὶ φϑάνουν εἷς τὴν ἄλλην πόλιν. Ἢ ταχύτης τῆς μιᾶς εἶναι τὰ ΕΣ τῆς 
ταχύτητος τῆς ἄλλης. Νὰ εὑρεϑοῦν αἱ ταχύτητές των, ἐὰν γνωρίζωμεν, ὅτι ἢ 
ταχεῖα φϑάνει εἰς τὸ τέρμα 2,5 ὥρας ἐνωρίτερον. 


1524. (666). ᾿Εκ μιᾶς πόλεως Α ἀναχωρεῖ πεζοπόρος, ὁ ὁποῖος διανύει 
20 χλμ, εἰς ὃ ὥρας. ᾿Εκ μιᾶς ἄλλης πόλεως Β, ἡ ὁποία κεῖται 16 χλμ. ὄπισϑεν 
αὐτῆς, ἀναχωρεῖ ὅ ὥρας βραδύτερον, ἕνας ἄλλος πεζοπόρος, ὁ ὁποῖος διανύει 
16,6 χλμ. εἰς τρεῖς ὥρας. Πότε καὶ ποῦ ὁ δεύτερος πεζοπόρος, ϑὰ φϑάσῃ τὸν 
πρῶτον ; 


1525. (ὅ586). Δύο αὐτοκίνητα Α καὶ Β, τὰ ὁποῖα ἀνεχώρησαν ταυτοχρό- 
νῶς καὶ διευϑύνονται πρὸς τὴν αὐτὴν διεύϑυνσιν, χωρίζονται ὑπὸ μιᾶς ἀπο- 
στάσεως 82 χλμ. Τὸ προπορευόμενον Β διανύει 43 χλμ. τὴν ὥραν, τὸ δὲ Α ὅ8 
χλμ. τὴν ὥραν, Πότε τὸ αὐτοκίνητον Α ϑὰ συναντήσῃ τὸ Β καὶ εἰς ποίαν 
ἀπόστασιν ἀπὸ τὸ Α;; 
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4526. (607), “Ενας κλέπτης, διὰ νὰ ἀποφύγῃ τὴν σύλληψίν του, ἀναχω-“ 
ρεῖ τὴν 8 ὥραν καὶ 30 λ. πρωϊνὴν μὲ αὐτοκίνητον, τὸ ὁποῖον δύναται νὰ δια- 
νύσῃ 192 χιλιόμετρα εἰς ὅ ὥρας καὶ 230΄, Ποίαν ταχύτητα πρέπει νὰ ἔχῃ ἕνα 
ἄλλο αὐτοκίνητον, τὸ ὁποῖον ἀνεχώρησε μὲ ἀστυνομικοὺς 1 ὥραν 80 λ. βραδύ- 
τερον, διὰ νὰ φθάσουν τὸν κλέπτην εἰς ἀπόστασιν 818 χιλιομέτρων ἀπὸ τὸ 
σημεῖον τῆς ἀναχωρήσεώς του ; 


᾿ς 4527. (δῦ8). "Ἐκ μιᾶς πόλεως Α ἀναχωρεῖ μία ἁμαξοστοιχία καὶ διευϑύ-- 
νεται πρὸς τὴν πόλιν Β μὲ ταχύτητα 80 χλμ. τὴν ὥραν. Μετὰ 38 ὥρας, ἀπὸ 
τῆς ἀναχωρήσεως τῆς πρώτης ἁμαξοστοιχίας, ἀναχωρεῖ ἐκ τῆς αὐτῆς πόλεως. 
καὶ πρὸς τὴν αὐτὴν - διεύϑυνσιν, δευτέρα ἁμαξοστοιχία μὲ ταχύτητα 40 χλμ. 
τὴν ὥραν. ἴον. Νὰ εὑρεϑῇ μετὰ πόσας ὥρας ἧ δευτέρα ἁμαξοστοιχία ϑὰ 
φϑάσῃ τὴν πρώτην καὶ εἰς ποίαν ἀπόστασιν ἀπὸ τὴν Α; 3ον. Μετὰ πόσας. 
ὥρας ἣ β΄ ϑὰ προηγῆται τῆς α΄ κατὰ 16 χιλιόμετρα ; 


1528. (659). “ἕνα αὐτοκίνητον πρέπει νὰ μεταβῇ ἐκ μιᾶς πόλεως Α εἰς. 
ἄλλην Β μὲ ταχύτητα 64 χλμ. τὴν ὥραν. ᾿Επὶ 8 ὥρας τὸ αὐτοκίνητον κινεῖται 
μὲ αὐτὴν τὴν ταχύτητα. "Ἔπειτα, λόγῳ βλάβης τῆς μηχανῆς του, σταματᾷ ἐπὶ 
50 λεπτὰ τῆς ὥρας" μετὰ τὴν διόρϑωσιν τῆς βλάβης συνεχίζει τὴν διαδρομήν 
του, ἡ ὁποία αὐξάνεται κατὰ 81 χλμι., μὲ ταχύτητα μεγαλυτέραν τῆς πρώτης 
κατὰ ὃ χλμ. καϑ᾽ ὥραν. Λόγῳ τῆς βλάβης τοῦ αὐτοκινήτου καὶ τῆς αὐξήσεως 
τῆς διαδρομῆς, ἡ τελικὴ βραδύτης ἀνῆλϑεν εἰς 1 ὥραν ὃ λεπτά. Νὰ εὑρεϑῇ ἡ 
ἀπόστασις ΑΒ, 


1529. (660). Μία ἀλώπηξ, ἡ ὁποία κάμνει 3 πηδήματα κατὰ δευτερόλε- 
πτον, ἔχει ἤδη κάμει 80 πηδήματα, ὅταν ἕνας σκύλος, ὁ ὁποῖος κάμνει 4 πη- 
δήματα κατὰ δευτερόλεπτον, ἤρχισε νὰ τὴν καταδιώκῃ. Μειὰ πόσα δευτερόλε- 
πτα ὁ σκύλος ϑὰ φϑάσῃ τὴν ἀλώπεκα ; 


1530. (661). “ἕνας σκύλος καταδιώκει μίαν ἀλώπεκα, ἣ ὁποία ἀπέχει 
600 πηδήματα αὐτῆς. Ὅταν αὕτη κάμνῃ 9 πηδήματα, ὁ. σκύλος κάμνει θ πη- 
δήματα. ᾿Αλλὰ 8 πηδήματα αὐτοῦ ἰσοδυναμοῦν μὲ Τ ἐκείνης. Μετὰ πόσα πη- 
δήματά του ὃ σκύλος ϑὰ φϑάσῃ τὴν ἀλώπεκα ; 


1551. (062). Μετὰ πόσην ὥραν ἀπὸ τῆς μεσημβρίας συμπίπτουν οἱ δεῖ- 
κται τῶν ὡρῶν καὶ τῶν πρώτων λεπτῶν ὡρολογίου ; 

1552. (068). Πότε, μετὰ μεσημβρίαν, οἱ αὐτοὶ δεῖκται τοῦ προηγουμένου 
προβλήματος συμπίπτουν διὰ δευτέραν, τρίτην κλπ. φοράν; 

1558. (564). Πότε, μετὰ μεσημβρίαν, οἱ δεῖκται τῶν ὡρῶν καὶ τῶν πρώ- 
τῶν λεπτῶν ὡρολογίου εὑρίσκονται ὁ ἕνας εἰς τὴν προέκτασιν τοῦ ἄλλου ; 

1554. (666). Πότε, μετὰ μεσημβρίαν, οἱ αὐτοὶ δεῖκται (τοῦ προηγουμέ- 
νου προβλήματος) σχηματίζουν ὀρϑὴν γωνίαν διὰ 1ην, αν, δην... φοράν; 

1555. (006). Πότε, μετὰ μεσημβρίαν, οἱ δεῖκται τοῦ προηγουμένου προ- 
βλήματος σχηματίζουν γωνίαν αϑ διὰ πρώτην, αν, ϑην... φοράν; 


586. (661). Πότε, μετὰ μεσημβρίαν, ὁ δείκτης τῶν δευτερολέπτων διχο- 
τομεῖ τὴν γωνίαν τῶν δύο ἄλλων δεικτῶν, ὡροδείκτου καὶ λεπτοδείκτου ; 
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1537. (668). 40 ὀκάδες ἁλμυροῦ ὕδατος περιέχουν 8,4. ὄκ. ἅλατος. Πόσον 
χαϑαρὸν ὕδωρ πρέπει νὰ ρίψωμεν εἰς αὐτό, ἵνα 40 ὀχάδες τοῦ νέον μείγματος 
περιέχουν 3 ὀκάδας ἅλατος ; 

1538. (569). Πόσας λίτρας ϑαλασσίου ὕδατος πρέπει νὰ ἔχωμεν, διὰ νὰ 
λάβωμεν 78 ὃκ. ἅλατος, ἐὰν μία λίτρα ϑαλασσίου ὕδατος ξυγίξζῃ 1.026 χγρ. καὶ 
ἐὰν γνωρίξζωμεν, ὅτι τὸ ϑαλάσσιον ὕδωρ περιέχει ἅλας ἴσον μὲ τὸ ΕΗ 
τοῦ βάρους του. 

1539. (510). Παντοπώλης ϑὰ ἀναμείξῃ δύο εἴδη ἐλαίου: τοῦ πρώτου εἴδους 
ἡ ὀκᾶ τιμᾶται 10,80 δραχμὰς καὶ τοῦ δευτέρου 14,40 δραχμάς, Πόσας ὀχάδας 
πρέπει νὰ ἀναμείξῃ ἐξ ἑκάστου εἴδους διὰ νὰ σχηματίσῃ μεῖγμα 1 200 ὀκάδ,, 
τοῦ ὁποίου ἡ ὀχᾶ νὰ τιμᾶται 12 δραχμάς. 

1540. (611). Δύο δοχεῖα χωρητικότητος 80 ὄκ. καὶ 20 ὄχ. εἶναι πλήρη, τὸ 
μὲν πρῶτον οἴνου, τὸ δὲ δεύτερον ὕδατος. Νὰ εὑρεϑῇ πόσας ὀκάδας πρέπει 
νὰ μεταφέρωμεν ἀπὸ τὸ ἕνα δοχεῖον εἰς τὸ ἄλλο, ἐναλλάξ, ἵνα προκύψουν ἴσα 
μείγμοτα. : 

1541. (012). “Ἕνα βαρέλιον περιέχει 190 ὀκ. οἴνου καὶ 180 ὀχ. ὕδατος" ἕνα 
δεύτερον βαρελιον περιέχει 90 ὀκ. οἴνου καὶ 80 ὀκ. ὕδατος. Πόσας ὀκάδας πρέ- 
πει νὰ λάβωμεν ἐξ ἑκάστου βαρελίου διὰ νὰ σχηματίσωμεν ἕνα μεῖγμα, τὸ 
ὁποῖον νὰ περιέχῃ 10 ὀκάδ. οἴνον καὶ 10 ὀκ. ὕδατος ; 

1542. (618). ἔχομεν δύο διαλύσεις ἅλατος: ἢ μία ἐσχηματίσϑη μὲ 120 
ὄκ. ὕδατος καὶ μὲ 15. ὀκ. ἅλατος" ἡ δὲ ἄλλη μὲ 90 ὀκ. ὕδατος καὶ 8 ὀκ. ἅλα" 
τος. Πόσας ὀκάδας πρέπει νὰ λάβωμεν ἐξ ἑκάστου εἴδους, διὰ νὰ σχηματίσω" 
μεν ἕνα μεῖγμα 10 ὀκ. ὕδατος καὶ ἴ ὀκάδων ἅλατος ; 

1548. (614), ᾿Ηγόρασέ τις καφὲ πρὸς 60 δρχ. καὶ [00 ὄρχ. τὴν ὀκᾶν. 
Πόσας ὀκάδας πρέπει νὰ ἀνομείξῃ ἀπὸ τὸν καφὲ τῆς κατωτέρας ποιότητος μὲ 
1 ὀχᾶ τῆς ἀνωτέρας ποιότητος, διὰ νὰ σχηματίσῃ μεῖγμα, τὸ ὁποῖον πωλῶν 
πρὸς 14,80 δρχ. τὴν ὀκᾶν, νὰ κερδίζῃ 1059 ἐπὶ ἑκάστης πωλουμένης ὀκάδος 
τοῦ μείγματος ; . 

1544. (616). “Εμπορος ἔχει ἀναμείξει 135 ὀκ. καφὲ τῶν 120 δραχμῶν 
κατ᾽ ὀχᾶν, μὲ 166 ὀκ. ἄλλου. εἴδους τῶν 80 δρχ. κατ᾽ ὀκχᾶν. Πόσας ὀκάδας 
καφὲ πρέπει νὰ προσϑέσῃ ἀπὸ τὴν πρώτην ποιότητα, ἵνα 84 ὀκάδες τοῦ νέου 
μείγματος περιέχουν 16 ὁ". ἀπὸ τὴν δευτέραν ποιότητα, Νὰ προσδιορισϑῇ καὶ 
ἡ τιμὴ τῆς ὀκᾶ: τοῦ νέου μείγματος. 


Προβλήματα Φυσικῆς. 


1545. (516). Εἰς τὸ ἄκρον ἃ ἑνὸς μοχλοῦ ΑΒ μήκους 8 μέτρων ἔχομεν 
ἐξαρτήσει ἕνα βάρος ΔεΞῦθ χιλιογράμμων. Πόσον βάρος πρέπει νὰ ἐξσυτήσω- 
μεν εἰς τὸ ἄλλο ἄκρον Β διὰ νὰ ἰσορροπῇ ὁ μοχλός, ὅταν τὸ ὑπομόχλιον Υ 
ἀπέχῃ ἀπὸ τὸ Α 1,20 μέτρα; 

4546. (611). Εἰς τὰ ἄκρα Α καὶ Β ἑνὸς μοχλοῦ μήκους 2 μέτρων ἔχουν 
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ἐξαρτηϑῇ βάρη 10 χιλιογράμμων καὶ 16 χιλιογράμμων. Ποῦ πρέπει νὰ τοπο- 
ϑετηϑῇ τὸ ὑπομόχλιον διὰ νὰ ἰσορροπήσῃ ὁ μοχλός ; 


1547. (018). . Τὸ βάρος σανίδος ἐκ ξύλον ἐλάτης εἶναι κατὰ 9,3 χιλιό- 
γράμμα μικρότερον τοῦ βάρους τοῦ ἐκτοπιζομένου ὑπ’ αὐτῆς ὕδατος, Νὰ εὐρεϑῇ 
πόσον εἶναι τὸ βάρος τῆς σανίδος, ἐὰν τὸ εἰδικὸν βάρος τῆς ἐλάτης εἶναι 0,84. 

1548. (619). Φελλὸς ἔχει ὄγκον 16 κυβικ. παλ. καὶ βάρος 8,6 χιλιογράμ» 
μων. Ποῖον τὸ εἰδικὸν βάρος τοῦ φελλοῦ ; 

1549. (680). Ἕνας ὄγκος πάγου ἔχει σχῆμα ὀρϑογωνίου παραλληλεπιπέ- 
δου μὲ βάσιν τετράγωνον πλευρᾶς 1.230 μ. ᾽Εὰν ϑέσωμεν ἐπ᾽ αὐτοῦ ἕνα βάρος 
ΕΞ τοῦ ὄγχου του. Νὰ 
προσδιορισϑῇ τὸ ὕψος τοῦ πάγου, ἐὰν γνωρίξωμεν, ὅτι ἧ πυκνότης τοῦ πάγον 
εἶναι 0,92. 


1 χλγρο. καὶ τὸν ϑέσωμεν ἐντὸς ὕδατος, βυϑίζονται τὰ 


1550. (681). Διὰ νὰ μάϑῃ τις νὰ κολυμβᾷ ϑέλει νὰ κατασκευάσῃ ζώνην 
ἐκ φελλοῦ τοιαύτην, ὥστε νὰ κρατῆται ὄρϑιος ἐντὸς τοῦ ὕδατος, μὲ τὴν κεφα- 
λὴν ἐκτὸς αὐτοῦ. Πόσον βάρος πρέπει νὰ ἔχῃ ἡ ζώνη, ἐὰν γνωρίξωμεν, ὅτι οὗτος 
ξυγίζει 60 χιλιόγραμμα, ὅτι τὸ βάρος τῆς κεφαλῆς του εἶναι 8 χιλιόγραμμα 


καὶ ὅτι τὸ εἰδικὸν βάρος τοῦ ἐντὸς τοῦ ὕδατος σώματος εἶναι 1.03 καὶ τοῦ 
φελλοῦ 0,24. 


1551. (682). “Ἕνας κύλινδρος 12 ἑκατοστομέτρων εἶναι ἀνηρτημένος εἰς 
τὸν ἕνα δίσκον ἑνὸς ὑδροστατικοῦ ζυγοῦ. Ὅταν 8ὃ ἔκ. τοῦ κυλίνδρου αὐτοῦ βυ- 
ϑίζωνται εἰς τὸ ὕδωρ, ζυγίζει 286 γραμ. καὶ ὅταν 8 ἕκ. αὐτοῦ βυϑίξωνται εἰς τὸ 
ὕδωρ, ξυγίξει ὅ γραμ. Νὰ εὑρεθῇ τὸ βάρος καὶ ἡ πυκνότης τοῦ κυλίνδρου. 


1552. (683). “Ὑ ποπτευόμεϑα, ὅτι ἕνα χάλκινον ἀγαλμάτιον εἶναι κοῖλον 
ἐσωτερικῶς. Τὸ βάρος του εἰς τὸν ἀέρα εἶναι ὅ28 γραμμάρια, εἰς δὲ τὸ ὕδωρ 
441 8 γραμ, ᾿Εὰν ἧ πυχνότης τοῦ χαλκοῦ εἶναι 8,8 νὰ εὑρεϑῇ, ἐὰν ἡ ὑποψία ἔχῃ 
βάσιν καὶ εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν νὰ εὑρεϑῇ ὁ ὄγχος εἰς κυβ. ἑκατοστόμετρα 
τῆς ἐσωτερικῆς κοιλότητος τοῦ ἀγαλματίου. 


1558. (684). Τὸ εἰδικὸν βάρος τοῦ χρυσοῦ εἶναι 19, τοῦ δὲ χαλκοῦ 9, 
Πόσον χρυσὸν καὶ πόσον χαλκὸν πρέπει νὰ συντήξωμεν, διὰ νὰ σχηματίσωμεν 
κρᾶμα δ0 γραμ. εἰδικοῦ βάρους δ ; 


1554. (686). Κρᾶμα ἀργύρου καὶ κασσιτέρου ἔχει εἰδικὸν βάρος 8 καὶ 
ζυγίξει ὅ χιλιόγραμμα. Πόσον ἄργυρον καὶ πόσον κασσίτερον περιέχει τὸ 
κρᾶμα αὐτό͵ ἐὰν γνωρίζωμεν, ὅτι τὸ εἰδικὸν βάρος τοῦ ἀργύρου εἶναι 10,68 
τοῦ δὲ κασσιτέρου 1,38 : 

1555. (086). Κρᾶμα ἀργύρου καὶ χαλκοῦ περιέχει 1 846 γραμ. ἀργύρου 
περισσότερον τοῦ χαλκοῦ. ᾿Εὰν προσϑέσωμεν εἰς τὸ κρᾶμα αὐτὸ ἄργυρον, βά. 
οὐὺς ἴσου πρὸς τὸ τρίτον τοῦ βάρους τοῦ καϑαροῦ ἀργύρου, τοῦ περιεχομένου 
εἷς τὸ κρᾶμα, λαμβάνομεν ἕνα νέον κρᾶμα τίτλου 0,386. Νὰ εὑρεθῇ τὸ βάρος 
καὶ ὁ τίτλος τοῦ ἀρχικοῦ κράματος. 

4556. (681). "Ἔχει τις ἕνα μεῖγμα νίτρου καὶ ϑείου βάρους 80 χλγρ. Ἢ 
ἀναλογία τοῦ μείγματος εἶναι 1 μέρη νίτρου καὶ ὅ μέρη ϑείου, Πόσον νίτρον 
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πρέπει νὰ προσϑέσωμεν εἰς τὸ μεῖγμα, ἵνα λάβωμεν ἕνα νέον μεῖγμα, τὸ ὁποῖον 
νὰ περιέχῃ 11 μέρη νίτρου καὶ 4 μέρη ϑείου; 
1557. (688) Χρυσοχόος ἔχει ἕνα κρᾶμα ἀργύρου τίτλου 0,860. ᾽Εὰν 
προσϑέσῃ εἰς αὐτό, διὰ συντήξεως 640 γραμ. καϑαροῦ ἀργύρου, λαμβάνει ἕνα 
κρᾶμα τίτλου 0,340. Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ βάρος τοῦ πρώτου χράματος. 


Προβλήματα Γεωμετρίας. 


1559. (689). ᾿Ορϑογωνίου τριγώνου ἡ διαφορὰ τῶν ὀξειῶν γωνιῶν αὐτοῦ 
εἶναι 305. Πόση εἶναι ἑκάστη τῶν γωνιῶν ; 

1559. (690). Ἰσοσκελοῦς τριγώνον ἡ γωνία τῆς κορυφῆς εἶναι τὸ ἥμισυ 
τῶν παρὰ τὴν βάσιν γωνιῶν του᾿ νὰ ὑπολογισθοῦν αἷ γωνίαι του. 

1560. (691). Νὰ εὑρεϑοῦν αἱ γωνίαι τετραπλεύρου, ἐὰν καϑεμία εἶναι 
κατὰ 309 μεγαλυτέρα τῆς προηγουμένης τῆς. 

1561. (592). Πόσας πλευρὰς ἔχει κανονικὸν πολύγωνον, τοῦ ὁποίου ἐκά- 
στὴ γωνία εἶναι 1445, 

4562. (0938) Πόσων μοιρῶν εἶναι ἑκάστη γωνία τετραπλεύρου, ἐὰν εἷναι 
μεταξύ των καϑὼς οἵ ἀριϑμοὶ 1, 2, 8, 4. 

4568. (694), Νὰ ὑπολογισϑῇ ἡ ἀκτὶς ἑνὸς κύκλου εἰς τὸν ὁποῖον μία 
χορδή του 42 ἐκ. ἔχει ἕνα βέλος ἴ ἕκ. 

1564. (696). ᾿Ηγόρασέ τις ἕνα κῆπον σχήματος ὀρϑογωνίον ἀντὶ 12 000 
ὄρχ. Διὰ νὰ τὸν περιβάλλῃ μὲ συρματόπλεγμα ἐξώδευσε, πρὸς 10 δρχ. τὸ μέ- 


ΝΕ" ΜΝ ὍΝ , 
τρον, τὸ --- τῆς ἀξίας τῆς ἀγορᾶς τοῦ κήπου. Νὰ ὑπολογισϑοῦν αἱ διαστά- 


σεις τοῦ κήπου, ἐὰν γνωρίζωμεν, ὅτι τὸ μῆχος ἦτο μεγαλύτερον τοῦ πλάτους 
κατὰ 20 μ. 

1565. (096). Ἣ περίμετρος ὀρϑογωνίου εἶναι 120 μέτρα. ᾿Εὰν τὸ μῆκος 
του ἦτο 3,6 φορὰς μεγαλύτερον τοῦ πλάτους του, ἣ περίμετρος ϑὰ ἧτο κατὰ 
20 μέτρα μεγαλυτέρα. Νὰ εὑρεϑοῦν αἷ διαστάσεις του. 

4566. (691). Δί διαστάσεις ἑνὸς ὀρθογωνίου εἶναι 10 μέτρ. καὶ 6. μέτρ. 
"Ἐὰν αὐξήσωμεν τὴν βάσιν κατὰ ὅ μέτρα, πόσον πρέπει νὰ αὐξηϑῇ τὸ ὕψος, 
ἵνα τὸ νέον ὀρθογώνιον ἔχῃ ἐμβαδὸν διπλάσιον τοῦ πρώτου ; 

567. (98). Τὸ μῆκος ἑνὸς ὀρθογωνίου εἶναι τριπλάσιον τοῦ πλάτους 
του. Ἐὰν αὐξήσωμεν τὰς διαστάσεις του κατὰ 4 μέτρα, τὸ ἐμβαδόν του αὐξά- 
νει κατὰ 666 τετραγ. μέτρα. Νὰ ὑπολογιϑοῦν αἱ διαστάσεις τοῦ ὀρϑογωνίου. 

4568. (599). “Ενας ὀρϑογώνιος κῆπος, τοῦ ὁποίου τὸ πλάτος εἶναι ξ. τοῦ 
μήκους του, ἔχει ἐμβαδὸν 2400 τετρ. μέτρα περισσότερον ἑνὸς ἄλλον κήπου, 
τοῦ ὁποίου τὸ μῆκος εἶναι κατὰ 40 μέτρα μεγαλύτερον τοῦ μήκους τοῦ πρώ- 
του καὶ τὸ πλάτος εἶναι κατὰ 40 μέτρα μικρότερον τοῦ πλάτους τοῦ πρώτου 
κήπου. Νὰ ὑπολογισϑοῦν αἱ διαστάσεις τῶν δύο κήπων. 

4569. (600). Ὃ ἰδιοκτήτης ἑνὸς οἰκοπέδου σχήματος ὀρϑογωνίου, τοῦ 
ὁποίου τὸ μῆκος εἶναι κατὰ 18 μέτρο. μεγαλύτερον τοῦ πλάτους, ἢέλει νὰ σχη- 
᾿ ματίσῃ, γύρω ἀπὸ τὸν κῆπον καὶ εἷς τὸ ἐξωτερικὸν αὐτοῦ, μίαν δενδροστοιχίαν 
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πλάτους 32,6 μέτρων. Πρὸς τοῦτο ἀναγκάζεται νὰ ἀγοράσῃ ἀπὸ τοὺς γείτονάς 
του θ9ὅ τετρ. μέτρα. Νὰ ὑπολογισϑοῦν αἱ διαστάσεις τοῦ οἰκοπέδου. 

1570. (601). Δύο πλευραὶ ἑνὸς τριγώνου εἶναι 80 μ. καὶ 86 μέτρα. Ἢ 
διχοτόμος τῆς γωνίας, ἡ ὁποία περιέχεται μεταξὺ τῶν δύο αὐτῶν πλευρῶν, 
διαιρεῖ τὴν τρίτην πλευρὰν εἰς δύο μέρη, τὰ ὁποῖα διαφέρουν κατὰ 19 μ. Νὰ 
ὑπολογισθῇ ἡ τρίτη πλευρά. 

1571. (602). Δίδεται ἕνα τετράγωνον πλευρᾶς ΑΒ-Ξ-ϊᾷ μέτρ. ᾿Ἐπὶ τῆς 
προεχτάσεως τῆς ΑΒ λαμβάνομεν ἕνα μῆχος ΒΕΞΞ18 μέτρα. Νὰ ἀχθῇ ἀπὸ τὸ 
σημεῖον Ε' μία εὐθεῖα, ἣ ὁποία νὰ διαιρῇ τὸ τετράγωνον εἰς δύο ἰσοδύναμα 
τετράπλευρα. 

1572. (608). Εἰς ἕνα ἰσοσκελὲς τραπέξιον γνωρίξομεν τὴν μεγάλην βάσιν 
18 μ. καὶ τὴν διαγώνιον 1ὅ μ. Νὰ ὑπολογισϑῇ ἢ μικρὰ βάσις, ἂν γνωρίξωμεν, 
ὅτι τὸ τραπέζιον αὐτὸ εἶναι ἐγγεγραμμένον εἰς ἕνα ἡμικύκλιον ἀκτῖνος 9 μ. 


1575, (00. Εἰς ἕνα τρίγωνον, τοῦ ὁποίου ἣ βάσις εἶναι 68 ἐχ. καὶ τὸ 
ὕψος ὅ4 ἐκ. ἐγγράφομεν ἕνα ὀρϑογώνιον, τοῦ ὁποίου ἡ περίμετρος εἶναι 116 
ἕχ. Νὰ ὑπολογισϑοῦν αἷ διαστάσεις τοῦ ὀρθογωνίου αὐτοῦ. 

1574. (008). Η βάσις ΑΒ ἑνὸς ὀρθογωνίου ΑΒΓΔ εἶναι 48 μ. καὶ τὸ 
ὕψος του ΑΔ-Ξ26 μ. Κατὰ πόσα μέτρα πρέπει νὰ προεχτείνωμεν τὴν ΑΒ μέχρι 
τοῦ Ἐ, ἵνα τὸ τρίγωνον ΕΒΗ, ὅπου Η εἶναι τὸ σημεῖον τῆς τομῆς τῆς ΕΔ 
καὶ τῆς ΒΓ, νὰ ἔχῃ ἔμβαδὸν ἴσον μὲ τὴν διαφορὰν τῶν ἐμβαδῶν τῶν δύο με- 
ρῶν ΑΒΗΔ καὶ ΔΗΓ; 

1575. (606). Δίδεται ἕνα τρίγωνον ΑΒΓ΄, τοῦ ὁποίου αἱ πλευραὶ εἶναι 
ΑΒΞ-ΞῚ2 ἐκ., ΒΓΞξξεῶὺ ἐκ, ΓΑ: β ἐκ. ᾿Επὶ τῆς ΑΒ λαμβάνομεν ἕνα σημεῖον Ζ 
καὶ φέρομεν τὰς ΖΜ καὶ ΜΕ παραλλήλους, ἀντιστοίχως, πρὸς τὸς ΑΓ' καὶ ΑΒ. 
Ἢ ἐσωτερικὴ διχοτόμος τῆς γωνίας Α τέμνει τὴν διαγώνιον ΖΕ τοῦ τετρα- 
πλεύρου ΑΖΜΕῈ εἰς τὸ Θ. Νὰ ὁρισϑῇ ἡ ϑέσις τοῦ σημείου Ζ ἐπὶ τῆς ΑΒ εἰς 
τρόπον, ὥστε νὰ εἶναι ΕΘ--80Ζ, 

1576. (6017). Τραπεξζίου ΑΒΓΔ ἣ μεγάλη βάσις εἶναι ΑΒ--10δ μέτρα, ἣ 
μικρὰ βάσις ΓΔΞεΞΘῸ μέτρα καὶ τὸ ὕψος τον ΔΗ --4ὅ μέτρα. Εἷς ποίαν ἀπό- 
στασιν ἀπὸ τῆς ΑΒ πρέπει νὰ φέρωμεν μίαν παράλληλον πρὸς τὰς βάσεις, ἢ 
ὁποία τέμνει τὴν ΑΔ εἰς τὸ Μ, τὴν ΑΓ' εἰς τὸ Ρὶ τὴν ΒΔ εἰς τὸ Σ καὶ τὴν ΒΓ 
εἰ: τὸ Ν καὶ τοιαύτην, ὥστε νὰ εἶναι ΜΡΙΞΡΣΕΞΣΝ; ᾿Εὰν εἶναι ΜΣΞΞΟΜΡ 
ἢ ΜΡΕΞΩΜΣ, ὑπάρχουν δύο τοιαῦται παράλληλοι. Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ ἐμβαδὸν 
τὸ περιεχόμενον μεταξὺ τῶν δύο αὐτῶν παραλλήλων. 


Προβλήματα πρὸς ἐπανάληψιν. 


1577. (608). Δύο ἐργολάβοι ἠγόρασαν 'δ00 κυβικὰ μέτρα ἄμμου πρὸς 
11 50 ὄρχ. τὸ κυβικὸν μέτρον. Ὃ πρῶτος μετέφερε τὴν ἄμμον εἰς ἀπόστασιν ὃ 
χιλιομέτρων, ὁ δὲ δεύτερος εἰς ἀπόστασιν 4 χιλιομέτρων. Τὰ ἔξοδα τῆς μετα- 
φορᾶ; τῆς ἄμμου ἀνῆλθον εἰς ὅ δρχ. κατὰ κυβικὸν μέτρον καὶ κατὰ χιλιόμε- 
τρον. ᾿Εὰν γνωρίζωμεν, ὅτι ὁ δεύτερος ἐπλήρωσε ὃ 850 ὄρχ. “περισσοτέρος τοῦ 
πρώτου διά τὴν ἀγορὰν καὶ μεταφορὰν τῆς ἄμμου, νὰ εὑρεϑῇ πόσα κυβικὰ 
μέτρα ἄμμου ἠγόρασεν ἕκαστος καὶ πόσον ἐπλήρωσεν. 
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1578. (609). Γεωργὸς ἤρχισε νὰ καλλιεργῇ ἕνα ἀγρόν του’ ὑπολογίζει δὲ. 
ὅτι, ἐὰν καλλιεργῇ 90 τετραγ.. μέτρα καϑ'’ ὥραν, ϑὰ δύναται νὰ τελειώσῃ τὴν 
καλλιέργειαν τοῦ ἀγροῦ του τὴν ὁ ὥραν μ. μ. Ὅταν ἐτελείωσε τὸ ἥμισν τῆς 
ἐργασίας του καταλαμβάνεται ὑπὸ ἀδιαϑεσίας, ἡ ὁποία δὲν τοῦ ἐπιτρέπει νὰ 
καλλιεργῇ περισσότερα ἀπὸ δ0 τετρ. μέτρα καϑ᾽ ὥραν. Λόγῳ τῆς βραδύτητος 
αὐτῆς τελειώνει τὴν ἐργασίαν. του τὴν 8 μι μ. ἴον. Νὰ εὑρεϑῇ ἡ ἐπιφάνεια τοῦ 
ἀγροῦ καὶ ὃον. ἦ ὥρα κατὰ τὴν ὁποίαν ἤρχισε τὴν ἐυγασίαν του. 


1579. (610). “Ἕνα βαρέλιον περιέχει δ00 ὀκάδας οἴνου Α ποιότητος καὶ 
ἕνα δεύτερον περιέχει 800 ὀχ. οἴνου Β ποιότητος. Θέλομεν νὰ ἐξαγάγωμεν ἐξ 
ἑκάστου βαρελίου τὸν αὐτὸν ἀριϑμὸν ὀχάδων καὶ νὰ ϑέσωμεν εἰς τὸ πρῶτον 
βαρέλιον τὸν οἶνον, ποὺ ἐξήχϑη ἀπὸ τὸ δεύτερον καὶ εἷς τὸ δεύτερον βαρέλιον 
τὸν οἶνον, ποὺ ἐξήχϑη ἀπὸ τὸ πρῶτον εἰς τρόπον. ὥστε εἰς τὰ δύο βαρέλια ἣ 
ἀναλογία τοῦ οἴνου τῆς Α ποιότητος πρὸς τὸν οἶνον τῆς Β ποιότητος νὰ εἶναι 
ἢ αὐτή, Πόσας ὀκάδας οἴνου πρέπει νὰ ἐξαγάγωμεν ἐξ ἑκάστου βαρελίου ; 


1580. (611). ἽἝνας ἐπιχειρηματίας ἀγοράζει ἕνα κῆπον ἀντὶ 6 000 ὄρχ. 
τὸ στρέμμα. Μετὰ τὴν ἀγορὰν διαπιστώνει, ὅτι ὁ κῆπος ἦτο κατὰ 100 τετρ. 
μέτρα ὀλιγώτεψον ἀπὸ ὅσα εἶχε πληρώσει. ᾿ν τούτοις δὲν διαμαρτύρεται͵ 
διότι εὑρίσκει τὴν εὐκαιρίαν νὰ πωλήσῃ ἀμέσως τὸν κῆπον ἀντὶ 8 δρχ. τὸ 
τ. μέτρον. ᾿Εκ. τῆς πωλήσεως αὐτῆς ἐκέρδισε 195[0 ἐπὶ τῶν ὅσων εἶχε πληρώ- 
σει. Νὰ εὑρεθῇ ἡ πραγματικὴ ἐπιφάνεια τοῦ κήπου εἰς τετρ. μέτρα. 


1581. (619). ᾿Ηγόρασέ τις ἕνα κῆπον σχήματος ὀρϑογωνίον, τοῦ ὁποίου 


ϊ ᾿ . 8 ΤῊ ᾿ , ᾿ Ἵ : 
τὸ πλάτος ἦτο τὰ π᾿ τοῦ μήκους. Περιβάλλει αὐτὸν μὲ συρματόπλεγμα, διὰ 


ΤΣ , ΧΑ ἦς λον Θ ΣΝ ΤΑΣ 
τὸ ὁποῖον ἐπλήρωσε, πρὸς 18 δρχ. τὸ μέτρον, τὰ π6 τῆς τιμῆς τῆς ἀγορᾶς 


τοῦ χήπου. Ἢ συνολικὴ δαπάνη τῆς ἀγορᾶς καὶ τοῦ συρματοπλέγματος ἦτο 
81 820 δρχ. Νὰ εὑρεϑοῦν αἷ διαστάσεις τοῦ κήπου. 


1582. (618). Δεξαμενὴ πληροῦται ὑπὸ δύο ἀνίσων κρουνῶν Α καὶ Β. ὋὋ 
Α γεμίζει τὴν δεξαμενὴν εἰς τετραπλάσιον χρόνον ἢ ὁ Β.᾿Ανοίγεται ὁ Α ἐπὶ 


χοόνον ἴσον μὲ τὰ -τ- τοῦ χρόνον, τὸν ὁποῖον χρειάζεται ὁ Β διὰ νὰ γεμίσῃ 
τὴν δεξαμενήν. Κλείομεν ἔπειτα τὸν Α καὶ ἀνοίγομεν τὸν Β καὶ γεμιζει ἦ δε- 

δ᾿ ΑΣΑ τλον τ Τοςς Σ ἐς ον ᾿ ᾿ 
ἙἘαμενὴ εἰς χρόνον κατὰ ὃ -τ- ὥρας περισσότερον τοῦ χρόνου, τὸν ὁποῖον θὰ 


ἐχρειάζοντο καὶ οἱ δύο κρουνοὶ διὰ νὰ γεμίσουν τὴν δεξαμενήν, ἐὰν ἠνοίγοντο 
συγχρόνως ἐξ ἀρχῆς. Νὰ εὑρεϑῇ πόσον χρόνον χρειάζεται ἕκαστος κρουνὸς διὰ 
νὰ γεμίσῃ μόνος του τὴν δεξαμενὴν. 


1588. (614). ᾿Εξοδεύει τις τὰ τῈ- τῶν χρημάτων του καὶ 100 δραχμὰς 
Γ ; , ΄ Ε᾿ ΕῚ ᾿ 1 - ε , , [ἡ ᾿ 
ἀκόμη τὴν δευτέραν φορὰν ἐξοδεύει τὸ π᾿ τοῦ ὑπολοίπου καὶ 20 δυαχμὰς 


καὶ τὴν τρίτην φορὰν τὰ ἘΞΑ τοῦ νέου ὑπολοίπου πλὴν 120 δραχμάς" τοῦ μέ- 


νουν δὲ τελικῶς 8 000 δραχμαί. Πόσα χρήματα εἶχεν ἀρχικῶς ; 
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1584. (615). Χρέος ἐξωφλήϑη εἰς τρεῖς δόσεις. Ἢ πρώτη δόσις ἦτο ἴσῃ 
1 , ΜΝ φρο κι ς ο , ΜΝ 
μὲ τὸ -- τοῦ χρέους καὶ μὲ δ00 δρχ. ἀκόμη. Ἢ δευτέρα ἦτο ἴση μὲ τὴν 


πρώτην καὶ μὲ τὸ τρίτον τοῦ ὑπολοίπου χρέους καὶ ἣ τρίτη δόσις ἦτο ἴσῃ 
μὲ τὸ τέταρτον τοῦ ἀρχικοῦ χρέους καὶ μὲ 2000 δρχ. ἀκόμη. Πόσον ἦτο τὸ 
χρέος ; 


, , του , ἜΝ . 8 

1585. (616). Ταξειδιώτης φϑάνει εἰς μίαν πόλιν ἀφοῦ, ἐξώδευσε τὰ - 
τῶν χρημάτων, τὰ ὅὁποῖα ἔφερε μαζί του. Εἰς τὴν πόλιν αὐτὴν λαμβάνει δ 000. 
δρχ. τὰς ὁποίας τοῦ ὥφειλαν καὶ ἐξοδεύει ἐκεῖ τὰ ΕΞ τῶν χρημάτων, τὰ 


ς , . 1 κεν ἡ, ἢ 
ὁποῖα οὕτω εἶχε. Διὰ τὴν ἐπιστροφήν του ἐξώδευσε τὸ π τοῦ ὑπολοίπου καὶ 


παρετήρησε, ὅτι τοῦ εἶχον μείνει 9000 δρχ. Πόσα χρήματα ἔφερεν ἀρχικῶς 
μαζί του; 

1586. (611). Τέσσαρες μαϑηταί, ἐμοίρασαν ὡρισμένον ἀριϑμὸν μήλων 
κατὰ τὸν ἑξῆς τρόπον : Ὃ πρῶτος ἔλαβε τὸ ἥμισυ τῶν μήλων πλὴν 10 μῆλα, 
ὁ δεύτερος ἔλαβε τὰ τρία τέτσρτα τοῦ ὑπολοίπου πλὴν 15 μῆλα' ὁ τρίτος ἔλαβε 
τὰ δύο πέμπτα τοῦ νέου ὑπολοίπου καὶ 2 μῆλα ἀκόμη, ὁ δὲ τέταρτος τὰ 18 
μῆλα, ποὺ ἔμειναν. Νὰ εὑρεϑῇ πόσα μῆλα ἐμείρασον καὶ πόσα ἔλοβεν ἕκαστος ; 

1587. (618). Πατὴρ τις διανέμει μῆλα εἰς τοὺς τρεῖς υἱούς του. Εἰς τὸν 
πρῶτον δίδει τὸ ἥμισυ τῶν ὅσων ἔχει καὶ ἥμιου μῆλον. Εἷς τὸν δεύτερον δίδει 
τὸ ἥμισυ τοῦ ὑπολοίπου καὶ ἥμισυ μῆλον, τέλος εἰς τὸν τρίτον δίδει τὸ ἥμισυ 
τοῦ νέου ὑπολοίπου καὶ ἥμισυ μῆλον ἀκόμη. Οὕτω ὁ πατὴρ ἔμεινε χωρὶς μῆλα. 
Πόσα μῆλα διένειμεν ; 

1588. ι619). Χωρικὴ ἐπώλησε τὸ ἥμισυ τῶν αὐγῶν, τὰ ὁποῖα εἶχε καὶ 
ἥμισυ οὐγὸν χωρὶς νὰ ϑραύσῃ κανέν. ᾿ΕἘπώλησε πάλιν τὸ ἥμισυ τῶν ὑπολοίπων 
χαὶ ἥμισυ αὐγὸν χωρὶς νὰ ϑραύσῃ κανέν. Τρίτην καὶ τετάρτην φορὰν ἐπώλη- 
σεν ὁμοίως. Πόσα εἶχεν ἐξ ἀρχῆς, ἂν τῆς ἔμειναν 1 αὐγόν ; 

1589. (620). Αὐξάνει τις τὴν περιουσίαν του κατὰ τὸ τρίτον τῆς ἀξίας 
τῆς καὶ εἰς τὸ τέλος ἑκάστου ἔτους κρατεῖ 20 000 δρχ. διὰ τὰ ἔξοδά του. Εἰς 
τὸ τέλος τοῦ τρίτου ἔτους παρετήρησεν, ὅτι ἦ περιουσία του ἐδιπλασιάσϑη. Νὰ 
εὑρεϑῇ πόση ἦτο ἀρχικῶς ἡ περιουσία του. ᾿ 

1590. (621). Δύο παῖκται Α καὶ Β συνεφώνησαν τὰ ἑξῆς : ἐχεῖνος, ποὺ 
ϑὰ χάσῃ εἰς τὸ παιγνίδι, θὰ δώσῃ εἰς τὸν ἄλλον τὸ ἥμισυ τῶν χρημάτων του, 
ποὺ κατέχει ἐκείνην τὴν στιγμὴν καὶ 1 δραχμὴν ἀκόμη. "ρχισαν τὸ παιγνί- 
διον κατέχοντες τὸ αὐτὸ ποσὸν χρημάτων ἕκαστος. Εἰς τὴν πρώτην παρτίδα 
τοῦ παιγνιδίου ἔχασεν ὁ Β, εἰς δὲ τὴν δευτέραν ἔχασεν ὁ Α. “Ὅταν ἐτελείωσε 
τὸ παιγνίδι ὁ Β κατεῖχε διπλάσια χρήματα τοῦ Α. Πόσα χρήματα εἶχεν ἀρχι- 
κῷς ἕκαστος ; 

4591. (622). Δύο πρόσωπα Α καὶ Β εὗρον ἕνα χρηματικὸν ποσόν. ὍΑ 
λαμβάνει ἐκ τοῦ εὑρεϑέντος ποσοῦ 80 ὄρχ. καὶ τὸ ἕκτον τοῦ ὑπολοίπου: ἔπειτα 
ὁ Β λαμβάνει 80 δὄρχ. καὶ τὸ ἔχτον τοῦ ὑπολοίπου καὶ παρετήρησαν, ὅτι καὶ 
οἱ δύο εἴχον λάβει τὸ αὐτὸ ποσόν. Πόσον ἦτο τὸ εὑρεϑὲν ποσὸν καὶ πόσον 
ἔλαβε ἕκαστος ; 
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4592. (628). 'Εργάτης ἐξοικονομεῖ 8 600 δραχμὰς ἐκ τοῦ ἐτησίου εἰσοδή- 
ματός του. Τὸ ἑπόμενον ἔ ἔτος τὰς μὲν δαπάνας του ἠλάττωσε κατὰ 10 5]ς, τὸ δὲ 
εἰσόδημά του ηὐξήϑη κατὰ δ 50, καὶ οὕτω κατὰ τὸ δεύτερον ἔτος ἐξοικονό- 
μησε 6000 δρχ. Νὰ εὑρεϑῇ τὸ ἀρχικὸν ἐτήσιον εἰσόδημά του. 

4593. (624). Λόγῳ ναυαγίου ἔμπορός τις ἔχασεν ἕνα φουτίον ἐμπορευμά- 
των. τὸ ὁποῖον εἶχεν ἀσφαλίσει Ἢ ἀσφαλιστικὴ ἑταιρεία προσφέρει ἕνα χρη- 
ματικὸν ποσόν, τὸ ὁποῖον ὁ ἔμπορος δὲν ἀπεδέχϑη, διότι ἦτο κατὰ 1050 κα- 
τώτερον τῆς ἀξίας τῶν ἀπολεσϑέντων ἐμπορευμάτων. ᾿Εὰν ἧ ἑταιρεία ἔδιδε 
690 000 δρχ. ἐπὶ πλέον, ἦ προσφορὰ οὕτη ϑὰ ἦτο κατὰ δ,5 "0 ἀνωτέρα τῆς 
ἀπωλείας. Νὰ εὑρεϑῇ πόσον εἶχον ἀσφαλισϑῇ τὰ ἐμπορεύματα καὶ πόσον 
προσέφερεν ἦ ἑταιρεία ; 

594. (625). ᾿Ατμόπλοιον ἀναχωρῆσαν ἔκ τινος λιμένος εἶχε προμηϑείας 
τροφίμων δι᾽ 60 ἡμέρας, ἐὰν ἔδιδεν εἰς ἕκαστον ἐπιβάτην 1 μερίδα τροφῆς 
ἡμερησίως. Μετὰ ταξείδιον 30 ἡμερῶν, τὸ ἀτμόπλοιον κατελήφϑη ὑπὸ τρικυ- 
μίας, ἡ ὁποία παρέσυρε ὅ ἐπιβάτας. Λόγῳ δὲ τῶν ἀβαριῶν, τὰς ὁποίας ὑπέστη 
τὸ ἀτμόπλοιον ἐκ τῆς τρικυμίος, ηὔξησεν ἡ διάρκεια τοῦ ταξειδίου κατὰ 24 
ἡμέρας καὶ ὑπεχρεώϑησαν οἱ ἐπιβάται νὰ λομβάνουν τὰ 5. τῆς ἀρχικῆς με- 
ρίδος τροφῆς. Νὰ εὑρεϑῇ πόσοι ἐπιβάται ἐπέβαινον ἀρχικῶς τοῦ ἀιμοπλοίον. 

1595. (626). Δύο ἀνθρακωρυχεῖα Α καὶ Β συνδέονται διὰ σιδηροδρομικῆς 
γροσμμῆς μήχους 60 χλμ. Ἢ ἐξαγωγὴ τοῦ ἄνθρακος κοστίζει 9340 δρχ. κατὰ 
τόννον εἷς τὸ Α καὶ 380 δρχ. κατὰ τόννον εἰς τὸ Β, ἡ δὲ μεταφορὰ κοστίζει 
ῷ δρχ κατὰ τόννον καὶ κατὰ χιλιόμετρον. Νὰ εὑρεϑῇ ἐπὶ τῆς σιδηροδρομικῆς 
γραμμῆς ΑΒ ἕνα σημεῖον, εἰς τὸ ὁποῖον ὁ ἄνϑραξ νὰ κοστίξῃ τὴν αὐτὴν τιμήν» 
εἴτε ἐκ τοῦ Α, εἴτε ἐκ τοῦ Β μεταφέρεται. 

4596. (6217) Ἕνας ἑξαψήφιος ἀριθμὸς ἀρχίζει ἐξ ἀριστερῶν μὲ τὸ ψη- 
φίον 1. Ἐὰν μεταφέρωμεν τὸ ψηφίον αὐτὸ ἐκ τῆς πρώτης πρὸς τὰ ἀριστερὰ 
ϑέσεως εἰς τὴν τελευταίαν ϑέσιν πρὸς τὰ δεξιά, προκύπτει ἀριϑμός, ὁ ὁποῖος 
εἶναι τριπλάσιος τοῦ ἀρχικοῦ. Νὰ εὑρεθῇ ὁ ἐξαψήφιος ἀριϑμός,. 

1597. (698). Ἕνας στρατηγὸς θέλει νὰ σχηματίσῃ μὲ τοὺς στρατιώτας 
του ἕνα πλῆρες τετράγωνον (ὄχι περίμετρον). Δοκιμάζει τὴν πρώτην φορὰν καὶ 
παρατηρεῖ, ὅτι τοῦ μένουν 89 στρατιῶται. Ἔπειτα τοποϑετεῖ ἕνα στρατιώτην 
ἐπὶ πλέον εἰς ἑκάστην πλευρὰν καὶ παρατηρεῖ, ὅτι τοῦ λείπουν ὕ0 στρατιῶται 
διὰ νὰ σχηματισϑῇ τὸ τετράγωνον. Πόσους στρατιώτος εἶχεν ὁ στρατηγός ; 

1598. (0591). Αὐτοκίνητον, τὸ ὁποῖον ἐκτελεῖ τὴν συγκοινωνίαν δύο πό- 
λεὼν Α καὶ Β, αἵ ὁποῖαι ἀπέχουν 105 χλμ., κινεῖται μὲ ταχύτητα 40 χλμ.[ὧρ. 
ἐπὶ τοῦ δριζοντίου τμήματος τῆς ὁδοῦ, ἡ ὁποία συνδέει τὰς δύο πόλεις καὶ 
Β, μὲ ταχύτητα 9ὅ χλμ.ἰῶρ. ἐπὶ τοῦ ἀνωφερικοῦ τμήματος αὐτῆς καὶ μὲ τα- 
χύτητα 80 χλμιώρ. ἐπὶ τοῦ κατωφερικοῦ τμήματος αὐτῆς τὸ ἀνωφερικὸν 
τμῆμα τῆς ὁδοῦ ἀπὸ τῆς πόλεως Α εἰς τὴν Β εἶναι ἴσον μὲ τὰ ΕΣ τοῦ κα- 
τωφερικοῦ τμήματος αὐτῆς. ᾿Εὰν γνωρίζωμεν, ὅτι διὰ νὰ ἐπιστρέψῃ τὸ αὐτο» 
κίνητον ἀπὸ τὴν πόλιν Β εἰς τὴν Δ, χρειάζεται ὁ λεπτὰ τῆς ὥρας περισσότε: 

ρον τοῦ χρόνον τῆς μεταβάσεώς του ἀπὸ τὴν Α εἰς τὴν Β, νὰ εὐρεϑῇ ὁ χρό- 
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νος, τὸν ὁποῖον χρειάζεται τὸ αὐτοκίνητον, διὰ νὰ μεταβῇ ἀπὸ τὴν πόλιν α εἰς 
τὴν Β, ὡς καὶ τὸ μῆκος τοῦ δριζοντίου, τοῦ ἀνωφερικοῦ καὶ τοῦ κατωφερικοῦ 
τμήματος τῆς ὁδοῦ ἀπὸ Α εἰς Β. 


Προβλήματα γενικά, 


4599. (668). Τὸ ἄθροισμα δύο ἀριϑμῶν εἶναι γ. Τὸ ἄϑροισμα τοῦ γινο- 
μένου τοῦ ἑνὸς ἐπὶ μ καὶ τοῦ ἄλλου ἐπὶ ν εἶναι α, Ποῖοι εἶναι οἱ ἀριϑμοί; 


1600. (669). Νὰ εὑρεθῇ ἀριϑμός, ὁ ὁποῖος προστιθέμενος καὶ εἷς τοὺς 
δύο ὄρους τοῦ κλάσματος τ᾿ καϑιστᾷ αὐτὸ διπλάσιον τοῦ δοϑέντος. 


1601. (610). Ποῖον ἀριϑμὸν πρέπει νὰ προσϑέσωμεν εἰς ἕκαστον τῶν 
ἀριϑμῶν α, β, γ, ὃ, ἵνα οἱ προκύπτοντες ἀριϑμοὶ συνιστοῦν ἀναλογίαν; 

1602. (671). Νὰ εὑρεϑῇ πόσον αὐξάνει ἕνα κλάσμα πὶ ἐὰν προσϑέσω- 
μεν καὶ εἰς τοὺς δύο ὅρους του τὸν ϑετικὸν ἀριϑμὸν γ; Ε 
. 1605. (612). “Η ἡλικία δύο προσώπων εἶναι τοῦ μὲν ἑνὸς α ἐτῶν, τοῦ δὲ 
ἄλλου βὶ ἐτῶν. Πότε ἡ ἡλικία τοῦ πρώτου ϑὰ εἶναι μ᾽ φορὰς μεγαλυτέρα τῆς 
ἡλικίας τοῦ δευτέρου ; 

1604. (618). Αἱ ἡλικίαι δύο προσώπων εἶναι ἀντιστοίχως 86 καὶ 40 ἐτῶν. 
Μετὰ πόσα ἔτη ὁ λόγος τῶν ἡλικιῶν τῶν ϑὰ εἶναι ἴσος μὲ λ, 

1605. (614). Θέλει τις νὰ πληρώσῃ α δραχμὰς μὲ ν δίδραχμα καὶ πεντά- 
'δραχμα. Πόσα δίδραχμα καὶ πόσα πεντάδραχμα ϑὰ δώσῃ; 

1606. (616). Νὰ μοιρασϑοῦν α δραχμαὶ εἰς δύο πρόσωπα οὕτως, ὥστε τὸ 
μερίδιον τοῦ πρώτου νὰ εἶναι ἴσον μὲ τὸ νιοστὸν μέρος τοῦ δευτέρου. Νὰ 
εὑρεϑῇ τὸ μερίδιον ἑκάστου. 

1607. (616), Νὰ μοιρασϑοῦν α δραχμαὶ μεταξὺ τριῶν προσώπων Α, Β, Γ᾽, 
οὕτως, ὥστε ὁ Α νὰ λάβῃ διπλασίας τοῦ Β, ὁ Β νὰ λάβῃ β δραχμὰς περισσο- 
τέρας τοῦ Γ. Πόσας δραχμὰς ἔλαβε ἕκαστος ; 

1608. (611). Νὰ χωρισθῇ ποσόν τι εἰς τρία μέρη, ὥστε τὸ πρῶτον νὰ 
ὑπερβαίνῃ τὸ δεύτερον κατὰ ὁ καὶ τὸ τρίτον νὰ ἰσοῦται μὲ τὸ πρῶτον μεῖον λ. 

609. (618). Μία ὑφάντρια ὑφαίνει α μέτρα ὑφάσματος καϑ᾽ ἡμέραν, μία 
ἄλλη δὲ βὶ μέτρα καϑ' ἡμέραν. “Η πρώτη ὑφάντρια ἔχει ἤδη ὑφάνει μ μέτρα. 
Μετὰ πόσας ἡμέρας αἱ δύο ὑφάντριαι θὰ ἔχουν ὑφάνει τὸν αὐτὸν ἀριϑμὸν 
μέτρων; Ξ 

1610. (619). “να βαρέλιον περιέχει α ὀκάδας οἴνου. ᾿Εξάγομεν ἐξ αὐτοῦ 
μίαν ὀκᾶν οἴνου, τὴν ὁποίαν ἀντικαϑιστῶμεν μὲ μίαν ὀκᾶν ὕδατος. ᾿Εξάγομεν 
ἐκ δευτέρον μίαν ὀκᾶν τοῦ μείγματος καὶ τὴν ἀντικοϑιστῶμεν πάλιν μὲ μίαν 
ὀκᾶν ὕδατος. Τὸ αὐτὸ πράττομεν ν φοράς. Πόση ποσότης καϑαροῦ οἴνου ϑὰ 
μείνῃ εἰς τὸ βαρέλιον ; 

1611. (680). Μοιράζει τις ἕνα χρηματικον ποσὸν εἰς μερικὰ πρόσωπα κατὰ 
τὸν ἑξῆς τρόπον : Εἷς τὸ πρῶτον δίδει α δραχμὰς καὶ τὸ μιοστὸν τοῦ ὑπολοί- 
που. Μετὰ τὴν ἀφαίρεσιν τοῦ μεριδίου τοῦ πρώτου, δίδει εἰς τὸ δεύτερον θα 
“δρχ. καὶ τὸ μιοστὸν τοῦ ὑπολοίπου. Μετὰ τὴν ἀφαίρεσιν τῶν δύο αὐτῶν μερι- 
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δίων δίδει εἰς τὸν τρίτον 8α δρχ. καὶ τὸ μιοστὸν τοῦ ὑπολοίπου καὶ οὕτω κα- 
ϑεξῆς. Μετὰ τὴν διανομὴν τοῦ ποσοῦ, εὑρέϑη, ὅτι τὰ μερίδια ὅλων ἦσαν ἴσα. 
Νὰ εὑρεθῇ πόσον ἦτο τὸ διανεμηϑὲν ποσόν, εἰς πόσα πρόσωπα διενεμήϑη 
τοῦτο καὶ τὸ μερίδιον ἑκάστου (ἐφαρμογή : ἀΞε1000, μεΞ4). 


1 
1612. (681). “Ὁ πληϑυσμὸς μιᾶ: πόλεως αὐξάνει κατὰ τὸ ν- τοῦ πλη- 


ϑυσμοῦ τοῦ προηγουμένου ἔτους. Σήμερον ἣ πόλις ἔχει ΚΞ κατοίκους. Πόσους 
κατοίκους εἶχε πρὸ μ ἐτῶν; (Ἐφααμογή : νΞξΞ30, κΞΞ-194 481, μ-Ξ4). 


Προβλήματα Γεωμετρίας. 


1615. (682). Νὰ ὑπολογιόϑῇ ἡ πλευρὰ ἑνὸς ἰσοπλεύρου τριγώνου, ἂν γνιυ- 
518 
4 


οἰξζωμεν, ὅτι, ἂν αὐξηϑῇ κατὰ α, τὸ ἐμβαδόν του αὐξάνει κατὰ ; 


614. (638). Δίδεται ἕνα ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΒΓ εἰς τὸ ὁποῖον εἶναι 
ΑΒ-ξα Γξεγ καὶ ΒΓξξα, Φέρομεν μίαν παράλληλον ΔῈ πρὸς τὴν βάσιν ΒΓ, 
Νὰ ὑπολογισϑῇ ἧ ΒΔ εἷς τρόπον, ὥστε νὰ εἶναι ΒΔ: ΔΕΞΞΕΓ. 

4615. (684) Δίδεται ἕνα τραπέζιον ΑΒΓΔ, τοῦ ὁποίου ἣ μεγάλη "βάσις 
ΑΒξα καὶ ἡ μικρὰ βάσις ΓΔεΞβ καὶ τὸ ὕψος του ΔΗξπευ. Εἰς ποίαν ἀπόστα- 
σιν Χ ἀπὸ τῆς ΑΒ πρέπει νὰ ἀχϑῇ μία παράλληλος πρὸς τὰς βάσεις, ἵνα ἣ 
παράλληλος αὐτὴ ἔχῃ δοϑὲν μῆκος λ; 

1616. (80). Νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοϑὲν τρίγωνον ἕνα τετράγωνον καὶ νὰ εὖ- 
ρεϑῇ εἰς ποίαν πλευρὰν τοῦ τριγώνου ἀντιστοιχεῖ τὸ μεγαλύτερον τετράγωνον, 

1617. (686) Νὰ ἐγγραφῇ εἷς δοϑὲν τρίγωνον ΑΒΙ ἕνα ὀρϑογώνιον 
ΔΕΖΗ δοϑείσης περιμέτρου, τοῦ ὁποίον ἣ πλευρὰ ΕΖ νὰ κεῖται ἐπὶ τῆς εὖ- 
ϑείας ΒΓ καὶ αἱ κορυφαὶ Δ καὶ Η ἐπὶ τῶν εὐθειῶν ΑΒ καὶ ΑΓ ἀντιστοίχως. 

1618. (081). “Ἑνὸς τραπεζίου ΑΒΓΔ δίδονται αἱ δύο βάσεις ΑΒ -Ξ-τὰ καὶ 
ΓΔεξβ καὶ ἣ μία ἐκ τῶν μὴ παραλλήλων πλευρῶν ΑΔ-εγ, Νὰ εὑρεθῇ εἰς 
ποίαν ἀπόστασιν ἀπὸ τοῦ σημείου Α ϑὰ συναντηϑοῦν αἷ μὴ παράλληλοι πλευ- 
ραί του: :- 

619. (688). Δίδεται ἕνα κανονικὸν ἡμιεξάγωνον ὁριξόμενον ὑπὸ τῶν 
τριῶν διαδυχικῶν πλευρῶν του ΑΒ, ΒΙ,, ΓΔ καὶ τῆς διαμέτρου ΑΔ τοῦ περιγε- 
γραμμένου κύκλου. Χωρίζομεν τὴν ἐπιφάνειαν τοῦ ἡμιεξαγώνου εἰς τρία μέρη 
διὰ δύο καϑέτων ΕΖ καὶ ΗΘ πρὸς τὴν ΑΔ, Νὰ προσδιορισθοῦν αἱ κάϑετοι 
αὗται, ὥστε νὰ συμβαίνῃ μία ἐκ τῶν κάτωϑι ὑποθέσεων : ἡ 

1ον. Τὰ τρία μέρη τοῦ ἡμιεξαγώνου νὰ εἶναι ἰσοδύναμα. 

9ον. Ἐὰν περιστραφῇ τὸ ἡμιεξάγωνον περὶ τὴν ΑΔ, τὰ τρία μέρη νὰ 
παράγουν στερεά, τῶν ὁποίων αἱ κυρταὶ ἐπιφάνειαι νὰ εἶναι ἰσοδύναμοι. 

ϑον. Οἱ ὄγκοι τῶν στερεῶν τούτων νὰ εἶναι ἐσοδύναμοι. 

1620. (689) Δίδεται ἕνας κύκλος Ο ἀκτῖνος ΟΑΞΕΒ. Νὰ εὑρεϑῇ ἐπὶ τῆς 
προεκτάσεως τῆς ἀκτῖνος αὐτῆς ἕνα σημεῖον Σ τοιοῦτον, ὥστε, ἐὰν φέρωμεν 
τὴν ἐφαπτομένην ΣΒ τοῦ κύκλου Ο καὶ τὴν κάϑετον ΒΓ ἐπὶ τὴν ΟΑ, νὰ 

88 
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4621. (690). Δίδεται ἕνα τρίγωνον ΑΒΙ΄, ᾿ΕΕ ἑνὸς σημείου Μ τῆς πλευ- 
ρᾶς ΒΓ, φέρομεν τὴν ΜΔ παράλληλον πρὸς τὴν ΑΙ᾿ καὶ τέμνουσαν τὴν ΑΒ 
εἰς τὸ Δ, καὶ τὴν ΜΕ παράλληλον πρὸς τὴν ΑΒ καὶ τέμνουσαν τὴν ΑΓ εἷς τὸ 
Ε. Νὰ προσδιορισϑῇ τὸ σημεῖον Μ, εἰς τρόπον, ὥστε νὰ εἶναι ΜΛΞΕΜΕ, 

1622. (691). Δίδεται ἕνα τρίγωνον ΑΒΓ. ᾿Εξ ἑνὸς σημείου Μ τῆς βάσεως 
ΒΓ φέρομεν τὰς παραλλήλους ΜΕ καὶ ΜΔ πρὸς τὰς πλευρὰς ΑΒ καὶ ΑΓ, Εἰς 
ποίαν ἀπόστασιν ἀπὸ τοῦ Β πρέπει νὰ ληφϑῇ τὸ σημεῖον Μ εἰς τρόπον, ὥστε 

ΜΔΈΜΕΙΕλ. 

4628. (092). "Ἑνὸς τριγώνου ΑΒΤ' δίδονται δύο πλευραὶ ΑΒΞΞΎ καὶ 
ΒΓΞξξα.. Νὰ εὑρεϑῇ ἐπὶ τῆς πλευρᾶς ΑΒ ἕνα σημεῖον Δ τοιοῦτον, ὥστε, ἐὰν ΄ 
ἀχϑῇ ἡ ΔΕ παράλληλος πρὸς τὴν ΒΓ, νὰ εἶναι ΔΕ-ΞεΞλ. Διερεύνησις. 

1624. (698). Δίδεται ἕνα τρίγωνον ΑΒΓ', Νὰ δρισϑῇ ἐπὶ τῆς πλευρᾶς ΑΒ 
ἕνα σημεῖον ἀ τοιοῦτον, ὥστε, ἐὰν φέρωμεν ἐκ τοῦ ἃ μίαν παράλληλον ΔΕ 
πρὸς τὴν ΒΓ, καὶ ἣἡ ὁποία παράλληλος συναντᾷ τὴν ΑΓ' εἰς τὸ Ἐ;, νὰ εἶναι 

ΒΔΓΕΞΕΩΞΔΕ 

1625. (094. Νὰ ἀχϑῇ μία παράλληλος πρὸς τὴν βάσιν δοϑέντος τρι- 
γώνου εἰς τρόπον, ὥστε τὸ σχηματιζόμενον τραπέζιον νὰ ἔχῃ δοϑεῖσαν περί- 
μεῖρον ὃ:τ. 

1626. (096). Δίδεται ἕνα ἰσοσκελὲς τρίγωνον ΑΒΓ, τοῦ ὁποίου αἱ ἴσαι 
πλευραὶ εἶναι ΑΒΞΞΑΓτΞα καὶ τοῦ ὁποίου ἣ βάσις ΒΓ εἶναι ἴση μὲ 9β. Νὰ 
ἀχϑῇ μία παράλληλος πρὸς τὴν ΒΓ', κειμένη μεταξὺ τῶν Α καὶ ΒΓ, συναντῶσα 
τὰς ΑΒ καὶ ΑΓ εἰς τὰ σημεῖα Δ καὶ Ε' καὶ τοιαύτη, ὥστε τὸ τραπέζιον ΔΕΓΒ. 
νὰ εἶναι περιγράψιμον εἰς κύκλον. 

1627. (696). Νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοϑὲν τρίγωνον ΑΒΓ ἕνα τετράγωνον 
ΔΈΖΗ, τοῦ ὁποίου ἦ πλευρὰ ΗΖ νὰ κεῖται ἐπὶ τῆς εὐϑείας ΒΓ καὶ αἱ κορυφαὶ 
ἃ, Εἰ ἐπὶ τῶν εὐθειῶν ΑΒ καὶ ΑΤ' ἀντιστοίχως. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Δ΄ 


ΣΥΣΤΉΜΑΤΑ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ ΤΟΥ ΠΡΩΤΟΥ ΒΑΘΜΟΥ 
ΜΕ ΔΥῸ Ἢ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΟΥΣ ΑΓΝΩΣΤΟΥΣ 


1. Ὁρισμοὶ καὶ ἰδιότητες συστημάτων 


810. Ἐξίσωσις μὲ δύο ἀγνώστους. ἕστω ἣ ἐξίσωσις 
δχ-Έ γΞΞ12 4) 
"Ἐὰν δώσωμεν εἷς τὸν ἄγνωστον χ τὴν τιμὴν 0, δηλ. ἔἐαν ϑέσω- 
μὲν χεξῦ, ἡ ἐξίσωσις (1) γίνεται 
0. γες19 ἢ γεθθ. 
Αἴ τιμαὶ χεΞῸ καὶ γεξθ εἶναι μία λύσις τῆς ἐξισώσεως (η. 
“Ὁμοίως, ἐὰν δώσωμεν εἷς τὰ χ τιμὰς 


. ἐνὸς Ἷ 
χΧΞΞῚ εὕὑρίσκομεν γε τοῦ 


χτοῶ » ΥΞΞῚ 

8 
ἘπρῸ » γεαστ πὸ 
χξξά » γξξ---α, 


Αἴ τιμαὶ αὐταὶ τῶν χ καὶ Υ σχηματίζουν ἀνὰ δύο, ἕνα ζεῦγος 
λύσεων τῆς ἐξισώσεως (1). ; 

᾿Επειδὴ εἷς κάϑε τιμὴν τοῦ χ, ἀκεραίαν ἢ χκλασματικήν, ἄντι" 
στοιχεῖ καὶ μία ὡρισμένη τιμὴ τοῦ Υ, συνάγομεν ὅτι: 

Ἢ ἐξίσωσις δχ- 2 υΞ-:13 καὶ γενικῶς κάϑε ἐξίσωσις μὲ 
δύο ἀγνώστους ἔχει ἄπειρα ζεύγη λύσεων. 

Ἢ γενικὴ μορφὴ μιᾶς ἐξισώσεως τοῦ πρώτον βαϑμοῦ 
μὲ δύο ἀγνώστους εἶναι ἣ 


απ Ἔβυ ΞΥ (2) 








Ἢ ἐξίσωσις (2) λέγεται ἀόριστος. 
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311, Σύστημα ἐξισώσεων. "Ἔστωσαν αἷ ἐξισώσεις : 
ϑχ-4γ--96 (1) καὶ ὄὅχ---ῶὥγξο (2) 

Αἱ ἐξισώσεις αὐταὶ ἀληϑεύουν διὰ χε-ῶ καὶ γ--ῦ καὶ λέγομεν, 
ὅτι ἀποτελοῦν ἕνα σύστημα δύο ἐξισώσεων μὲ δύο 
ἀγνώστους τοῦ πρώτου βαϑμοῦ. 

Γενικῶς: Σύστημα ἐξισώσεων λέγεται τὸ σύνολον δύο 
ἢ περισσοτέρων ἐξισώσεων, αἷ ὅποῖαι ἀληϑεύουν μὲ τὰς αὐτὰς τιμὰς 
τῶν ἀγνώστων, ποὺ περιέχουν. 

Αἴ τιμαὶ τῶν ἀγνώστων, ποὺ ἐπαληϑεύουν τὰς ἐξισώσεις ἑνὸς 
συστήματος, λέγονται ρίζαι τοῦ συστήματος αὑτοῦ ἢ λύσεις 
αὐτοῦ. 

Π. χ. αἱ ρίζαι. τοῦ συστήματος τῶν ἐξισώσεων (1) καὶ (2) εἶναι 

ΧΞΞΖ, γεξῆ. 

Δύσις ἑνὸς συστήματος ἐξισώσεων λέγεται 

εὕρεσις τῶν κοινῷν λύσεων τῶν ἐξισώσεων τοῦ συστήματος. 


812. Συστήματα ἰσοδύναμα. Δύο ἢ περισσότερα συστήματα 
λέγονται ἰσοδύναμα, ὅταν ἔχουν τὰς αὐτὰς λύσεις" δηλ. ὅταν 
κάϑε λύσις τοῦ ἑνὸς συστήματος εἶναι λύσις καὶ τοῦ ἄλλου συστήματος 
καὶ ἀντιστρόφως. 

. Ὅταν δύο συστήματα εἶναι ἰσοδύναμα, δυνάμεϑα νὰ ἀντικατα- 
στήσωμεν τὸ ἕνα διὰ τοῦ ἄλλου. 


318, ᾿Ιδιότητες, συστημάτων. Ἢ λύσις ἑνὸς συστήματος ἔξι- 
σώσεων στηρίζεται ἐπὶ τοῦ μετασχηματισμοῦ τοῦ δοϑέντος συστήμα. 
τος εἷς μίαν σειρὰν ἄλλων ἰσοδυνάμων συστημάτων εἷς τρόπον, ὥστε 
ἡ λύσις τοῦ τελικοῦ συστήματος νὰ εἶναι προφανής. 

Οἱ μετασχηματισμοὶ αὐτοὶ στηρίζονται ἐπὶ τῶν κάτωϑι ἰδιοτήτων. 


314, ᾿Ιδιότης 1. Εἷς ἕνα σύστημα ἐξισώσεων δυνάμεϑα νὰ 
σροσθϑέσωμεν ἢ νὰ ἀφαιρέσωμεν κατὰ μέλη δύο ἢ περισσοτέρας 
ἐξισώσεις τον καὶ νὰ ἀντικαταστήσωμεν μίαν ἀπὸ τὰς δοϑείσας 
ἐξισώσεις μὲ τὴν προκύσιτουσαν καὶ νὰ λάβωμεν οὕτω ἕνα σύ- 
στημα ἰσοδύναμον μὲ τὸ δοϑέν. 

“Υπόϑεσις: "ἔστω τὸ σύστημα τῶν ἐξισώσεων 


ΑξξιΑ' ) 
Ι Βε-ΞΒ' (9) 
ΓΞΕΙ' (3) 


ὅπου Α, Β, Γ, Α΄, Β΄, Γ΄ εἶναι παραστάσεις, ποὺ περιέχουν τοὺς 
ἀγνώστους Χ, Υ, ὠ...-. 
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"Ἐὰν προσϑέσωμεν τὰς ἐξισώσεις τοῦ συστήματος (1) κατὰ μέλη, 
λαμβάνομεν τὴν ἐξίσῳσιν 
ΑἈἜΒΈΓΞΞΑ΄-ἘΒ΄-ἘΓ΄. 


Συμπέρασμα : θὰ δείξωμεν, ὅτι τὸ σύστημα 


Ἀ-ΕΒ-ΓΓΞΞΑ' -ἘΒ΄ ἘΓ' (4) 
": ΒΞΞΒ΄ (5) 
ΓΞΞΓ͵Γ' (6) 


εἶναι ἰσοδύναμον μὲ τὸ σύστημα (1). 
᾿Απόδειξις - Κάϑε λύσις τοῦ συστήματος Ι δίδει ἴσας ἀοριϑμητικὰς 
τιμὰς καὶ εἷς τὰ δύο μέλη τῶν ἔξισώσεών του (1), (2), (8) ἄρα ϑὰ 
δίδῃ ἴσας ἀριϑμητικὰς τιμὰς καὶ εἷς τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως 
ΑἈΞἜἘΒΓΞΕΑ'-ἘΒ΄ ἘΓ΄, 

Συνεπῶς κάϑε λύσις τοῦ συστήματος Ι εἶναι καὶ λύσις τοῦ συ" 
στήματος []. 

τ Αντιστρόφως :- Κάϑε λύσις τοῦ συστήματος ΠΠ δίδει ἴσας ἄρι- 
ϑμητικὰς τιμὰς καὶ εἷς τὰ δύο μέλη τῶν ἐξισώσεών του (4), (δ), (6). 
"Ἄρα καὶ τὰ ἀϑροίσματα Β-ΈΓ᾽ καὶ Β΄ ἘΓ΄ ϑὰ ἔχουν ἴσας ἀριϑμητι- 
χὰς τιμάς. ᾿Αν ἀφαιρέσωμεν καὶ ἀπὸ τὰ δύο μέλη τῶν ἴσων ἀριϑμη" 
τικῶν τιμῶν τῆς ἰσότητος Α-ΒΈΓΞΞΕΑ΄-ἘΒ΄ ἘΓ΄ τὰ ἴσα ἀϑροί:- 
σματα ΒΓ καὶ Β΄ ἘΓ΄, ϑὰ προκύψονυν αἷ ἴσαι ἀριϑμητικαὶ τιμαὶ 
Α-αα΄" ὥστε κάϑε λύσις τοῦ συστήματος [ΠῚ εἶναι καὶ λύσις τοῦ συ- 
στήματος 1. 

Παρατήρησις. Ἢ προηγουμένη ἀπόδειξις εἶναι ἀνεξάρτητος τοῦ 
ἀριϑμοῦ τῶν προστιϑεμένων κατὰ μέλη ἐξισώσεων. ᾿Εξ αὐτοῦ συνά- 
γομεν, ὅτι δὲν εἶναι ἀνάγκη νὰ προσϑέτωμεν κατὰ μέλῃ ὅλας τὰς ἔξι- 
σώσεις τοῦ συστήματος, ἀλλὰ μερικὰς ἐξ αὐτῶν. Πάντως ἦ προκύ- 
πτουσα ἐξίσωσις πρέπει νὰ ἀντικαταστήσῃ μίαν ἀπὸ τὰς ἐξισώσεις, ποὺ 
ἐχρησιμοποιήσαμεν διὰ νὰ τὴν σχηματίσωμεν. 

Π.χ. ἡ ἐξίσωσις ΒΈΓΞΞΒ'ἘΓ’ δὲν δύναται νὰ ἀντικαταστήσῃ τὴν 
ἐξίσωσιν ΑΞξΞΑ΄. 

815. Πόρισμα. δΔυνάμεϑα, ποὶν σπροσϑέσωμεν κατὰ μέλη 
τὰς ἐξισώσεις ἑνὸς συστήματος, νὰ πολλαπλασιάσωμεν ἑκάστην 
ἐξ αὐτῶν ἐπὶ ἕναν ἀριϑμὸν διάφορον τοῦ μηδενὸς καὶ ἀνεξάρτη- 
τον τῶν ἀγνώστων. 

Οὕτω τὰ συστήματα 
ἄξξα' Ϊ ἈΛΈΒ ΕΓ, ΞΑ ΑΎΒΆΤΕΝ 


Β--Β' 
ΓΞΞΓ' Γ--Γ' 
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εἶναι ἰσοδύναμα, διότι ὁ πολλαπλασιασμὸς καὶ τῶν δύο μελῶν μιᾶς ἐξισώ- 
σεὼς ἐπὶ ἕναν ἀριθμὸν διάφορον τοῦ μηδενός, δὲν μεταβάλλει τοὺς ὅρους 
εἰς τοὺς ὁποίους ὑπόκεινται οἱ ἄγνωστοι. 

816. ᾿Ιδιότης [1]. Εἷς ἕνα σύστημα ἐξισώσεων δυνάμεϑα νὰ 
λύσωμεν μίαν ἐξίσωσίν τον ὡς πρὸς ἕνα ἄγνωστον͵ ἔστω σιρὸς γ 
συναρτήσει τῶν ἄλλων. ᾿Εὰν συνδυάσωμεν τὴν οὕτω προκύσιτου- 
σαν ἐξίσωσιν μὲ τὰς ἄλλας ἐξισώσεις τοῦ συστήματος͵ εἰς τὰς. 
ὁποίας ἀντικαϑιστῶμεν, προηγουμένως͵ τὸν ἄγνωστον ᾳ μὲ τὴν 
εὑρεϑεῖσαν τιμήν του͵ ϑὰ λάβωμεν ἕνα σύστημα ἰσοδύναμον μὲ 
τὸ δοϑέν. 


᾿Ὑπόϑεσις : "ἔστω τὸ σύστημα τοῦ πρώτου βαϑμοῦ μὲ δύο 
ἀγνώστους ᾿ 

8χ---4γ-- () 

Ϊ ὕχ- γε: 19 (2) 

Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν (1) ὡς πρὸς χ καὶ ἔχομεν ᾿ 

βχ-ςθμγ ἢ χε- ὅς. (8) 


᾿Εὰν ἀντικαταστήσωμεν εἷς τὴν ἐξίσωσιν (9) τὸ χ μὲ τὴν τιμήν 
του, ποὺ δίδει ἣ (8), εὑρίσκομεν τὴν ἐξίσωσιν 


δ. Ξσ. γες19, 
Συμπέρασμα : Θὰ μίξωιαν, ὃ ὅτι τὸ σύστημα 
χ-- 3::4γ (8) 
8 
ΙΠ 9...4 
ὅ. ΞΟ - γε] (4) 


εἶναι ἰσοδύναμον μὲ τὸ 1. 
᾿Απόδειξις :- "Ας ὑποθέσωμεν, ὅτι ἢ λύσις τοῦ συστήματος 1 
εἶναι χεΞξα, γεξβ. "Ἂν ἀντικαταστήσωμεν εἷς τὰς ἐξισώσεις τοῦ συ- 
στήματος ἱ τοὺς ἀγνώστους ΣΧ καὶ Υ μὲ τὰς τιμάς των α καὶ β, ϑὰ 
λάβωμεν τὰς ἀριϑμητικὰς ἰσότητας 
“ 8α--άβΞξ 2 (7 
δα-Ἐ2βεξ 9 (27) 
᾿Απὸ τὴν (1 λαμβάνομεν ᾿ 
2-[4β 


α-α το - (8) 
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᾿Αντικαϑιστῶμεν εἰς τὴν (9 τὸ α μὲ τὴν τιμήν του αὑτὴν χαὶ 
ἔχομεν δ. 2:46 -[2β--19 (47 

"Αλλὰ αἱ ἰσότητες (8.) καὶ (4) παριστάνουν τὴν ἀριϑμητικὴν τι- 
μήν, ποὺ λαμβάνουν καὶ τὰ δύο μέλη τῶν ἐξισώσεων τοῦ συστήματος 
11, ὅταν ἀντικαταστήσωμεν εἰς αὑτὰς τοὺς ἀγνώστους Χ καὶ Υ᾽ μὲ τὰς 
τιμάς τῶν α καὶ β. 

“Ὥστε ἣ λύσις Χεξα, γεξβ τοῦ συστήματος [ εἶναι καὶ λύσις τοῦ 
συστήματος 11. 

᾿Αντιστρόφως : Θὰ δείξωμεν, ὅτι κάϑε λύσις τοῦ συστήματος [11 
εἶναι καὶ λύσις τοῦ συστήματος 1. 

Πράγματι ἂς ὑποϑέσωμεν, ὅτι τὸ σύστημα 11 ἔχει τὴν λύσιν 
Χεξα, γξξβ. : 

Αν ἀντικαταστήσωμεν εἷς τὰς ἐξισώσεις τοῦ συστήματος 11 τοὺς 
ἀγνώστους χ καὶ Υ μὲ τὰς τιμάς των α καὶ β, ϑὰ λάβωμεν τὰς ἀρι- 
ὃμητικὰς ἰσότητας 








5. δ άΡ ἐφβεεῖ (4 

᾿Απὸ τὴν (85, ἂν ἐξαλείψωμεν τὸν παρονομαστὴν καὶ μεταφέρω“ 

μεν τὸ 4β εἷς τὸ πρῶτον μέλος, λαμβάνομεν 8α---ἀβΞε2 (7 
᾿Εὰν ἀντικαταστήσωμεν εἷς τὴν (47 τὸ 5:38 μὲ τὴν τιμήν 

του α, ϑὰ λάβωμεν δα-3βεξπ 1 (27 


᾿Αλλ᾽ αἵ ἰσότητες (1΄ καὶ (2. παριστάνουν τὰς ἀριϑμητικὰς 
τιμάς, ποὺ λαμβάνουν καὶ τὰ δύο μέλη τῶν ἐξισώσεων τοῦ συστήμα- 
τος [, ὅταν ἀντικαταστήσωμεν εἷς αὑτὰς τοὺς ἀγνώστους Χ καὶ ν μὲ 
τὰς αὑτὰς τιμάς τῶν α καὶ β. 
᾿ς Ὥστε ἣ λύσις χεξα, γξξεβ τοῦ συστήματος [1 εἶναι καὶ λύσις τοῦ 
συστήματος [. Τὰ συστήματα λοιπὸν 1 καὶ 11 εἶναι ἰσοδύναμα. 


317. ᾿Απαλοιφή. Ὅταν εἷς τὰς ἐξισώσεις ἑνὸς συστήματος ἄντι-" 
καταστήσωμεν ἕνα ἄγνωστον μὲ τὴν τιμήν του, ὁ ἄγνωστος αὑτὸς 
ἐξαλείφεται. Λέγομεν τότε, ὅτι ἔχομεν κάμεει ἀπαλοιφὴν τοῦ 
ἀγνώστου. 

Γενικῶς: ιΑπαλοιφ ἡ ἕνὸς ἀγνώστου μεταξὺ τῶν μ᾽ ἐξισώ- 
σεῶν ἑνὸς συστήματος λέγεται ἡ ἀντικατάστασις τοῦ δοϑέντος συστήματος 
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δι᾿ ἑνὸς ἰσοδυνάμου συστήματος, εἷς τὸ ὁποῖον αἱ μ---] ἐξισώσεις δὲν 
περιέχουν τὸν ἄγνωστον αὖὗτόν. 


2. Δύσις ἑνὸς συστήματος δύο ἐξισώσεων. 
μὲ δύο ἀγνώστους 


818. Γενικὴ μορφὴ ἑνὸς συστήματος μὲ δύο ἀγνώστους. 
Ἢ γενικὴ μορφὴ ἑνὸς συστήματος τοῦ πρώτον βαϑμοῦ μὲ δύο ἄγνώ- 


στους εἶναι: χα ΒΥ Υ 
α' ΧΎβυ-ΞΥ' 

ὅπου α, β, γ, α΄, β΄, γ΄ εἶναι ποσότητες ἀριϑμητικαὶ ἢ ἐγγοράμματοι, 

ϑετικαὶ ἢ ἀρνητικαὶ ἢ μηδέν, ἀλλὰ ἀγεξάρτητοι τῶν ἀγνώστων χ καὶ ν. 


319. Λύσις ἑνὸς συστήματος δύο ἐξισώσεων μὲ δύο ἀγνώ- 
στους. Διὰ νὰ λύσωμεν ἕνα σύστημα δύο ἐξισώσεων μὲ δύο ἀγνώ- 
στους πρέπει : 

1ον. Νὰ ἀπαλείψωμεν ἕνα ἄγνωστον' δηλ. νὰ ἀντικαταστήσωμεν 
τὸ δοϑὲν σύστημα μὲ ἕνα ἰσοδύναμον σύστημα, τοῦ ὁποίου ἡ μία ἀπὸ 
τὰς ἐξισώσεις του νὰ ἔχῃ ἕνα μόνον ἄγνωστον. 

2ον. Νὰ λύσωμεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτὴν μὲ τὸν ἕνα ἄγνωστον. 

ϑον. Νὰ ἀντικαταστήσωμεν εἰς μίαν ἀπὸ τὰς δοϑείσας ἐξισώσεις 
τὸν ἄγνωστον αὐτὸν μὲ τὴν εὑρεϑεῖσαν τιμήν τον καὶ νὰ λύσωμεν 
ἔπειτα τὴν ἐξίσωσιν αὐτὴν πρὸς εὕρεσιν τῆς τιμῆς τοῦ ἄλλου ἀγνώστου. 

Ἢ ἀπαλοιφὴ ἑνὸς ἀγνώστου μεταξὺ τῶν ἐξισώσεων ἑνὸς συστή- 
ματος μὲ δύο ἀγνώστους καὶ ἑπομένως καὶ ἡἣ λύσις τοῦ συστήματος 
δύναται νὰ γίνῃ μὲ μίαν ἀπὸ τὰς κάτωϑι μεϑόδους : 

1ον. Μέϑοδος ἀπαλοιφῆς διὰ προσϑέσεως. (Συνέπεια τῆς Ἰδιότην 
τος ἢ. 

9ον. Μέϑοδος ἀπαλοιφῆς δι᾿ ἀντικαταστάσεως. (Συνέπεια τῆς ἰδιό- 
τητος [ἢ. 

8ον. Μέϑοδος ἀπαλοιφῆς διὰ συγκρίσεως. 

820.1. Μέϑοδος ἀπαλοιφῆς διὰ προσϑέσεως Παράδειγμα 
1ον. “Ἕστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ λύσωμεν τὸ σύστημα 

ϑχ- γε ω 
| 2χ- 4γ---18 (2) 
Διὰ νὰ ἀπαλείψωμεν ἕνα ἄγνωστον, π. χ. τὸν χ, μὲ τὴν μέθοδον οαὐ- 
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τήν, προσπαθοῦμεν νὰ ἀντικαταστήσωμεν τὸ δοθὲν σύστημα μὲ ἕνα ἄλλο 
ἰσοδύναμον σύστημα εἰς τὸ ὁποῖον οἱ συντελεσταὶ τοῦ χ νὰ εἶναι σὺ μ- 
μετρικοὶ (617. 

Πρὸς τοῦτο πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς πρώτης ἐξισώ- 
σεως τοῦ δοθέντος συστήματος ἐπὶ 2 (δηλ. ἐπὶ τὸν συντελεστὴν τοῦ χ, ποὺ 
ἔχει εἷς τὴν δευτέραν ἐξίσωσιν) καὶ τὰ δύο μέλη τῆς δευτέρας ἐξισώσεως 
ἐπὶ ---3 (δηλ. ἐπὶ τὸν συντελεστὴν τοῦ χ, ποὺ ἔχει εἰς τὴν πρώτην ἐξίσωσιν 
μὲ ἠλλαγμένον τὸ σημεῖον του) καὶ λαμβάνομεν τὸ ἰσοδύναμον σύστημα 

[ 6χ-14γ: 56 
--δχ---ἴ2γ-:--54. 

Προσθέτομεν τὰς ἐξισώσεις αὐτὰς κατὰ μέλη καὶ ἔχομεν 

2γξεῶ, ἄρα γΥΞΞΙ͂. 

᾿Αντικαθιστῶμεν μίαν ἀπὸ τὰς δοθείσας ἐξισώσεις τοῦ δοθέντος συ- 
στήματος [, ἔστω τὴν δευτέραν, μὲ τὴν ἐξίσωσιν γΞΞῖ καὶ ἔχομεν τὸ ἰσο- 
δύναμον σύστημα 

" [ 3Χ-Έ 7υΞΞ28 93) 
ΞΕ] (4 
᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (3) τὸ Υ μὲ τὴν τιμήν του 1, ποὺ δίδει 
ἡ ἐξίσωσις (4) καὶ ἔχομεν 3Χ-Γ7. 1Ξ:28. 
Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτὴν καὶ εὑρίσκομεν χεΞῆ. 
“Ὥστε τὸ δοθὲν σύστημα ἔχει τὴν λύσιν χ-ῦ, γιςῖ. 


Σημ. Ἢ διάταξις τῶν πράξεων διὰ τὴν ἀπαλοιφὴν τοῦ ἀγνώστου χ γί 
νεται ὡς κατωτέρω : 
᾿Απαλοιφὴ τοῦ αὶ 
2 ὅχ- γε 38 
--98 χ 4γ-- 18 


θα .14γα- ὅθ᾽ 
--ῦὐχ--129γν.-:--ς 

γε 2 

ἄρα γεξ 1. 


Εἰς τὴν πρᾶξιν, μετά τὴν εὕρεσιν τῆς τιμῆς τοῦ ἑνὸς ἀγνώστου, π΄ χ. 
ΥΞΞΊ, δὲν γράφομεν τὸ ἰσοδύναμον σύστημα 11, ἀλλ᾽ ἀντικαθιστῶμεν ἀμέ- 
σῶς εἰς μίαν ἀπὸ τὰς ἐξισώσεις τοῦ δοθέντος συστήματος τὸν Υ μὲ τὴν 
τιμήν του 1 καὶ εὑρίσκομεν τὴν τιμὴν τοῦ ἄλλου ἀγνώστου. 

Παρατήρησις. Διὰ νὰ ἀπαλείψωμεν ἕνα ἄγνωστον μεταξὺ τῶν 
δύο ἐξισώσεων ἑνὸς συστήματος μὲ δύο ἀγνώστους, δὲν εἶναι ἀνάγκη 
πάντοτε νὰ πολλαπλασιάζωμεν καὶ τὰ δύο μέλη ἑκάστης ἐξισώσεως ἐπὶ 
τὸν συντελεστὴν τοῦ ἀγνώστου, ποὺ ἔχει ἡ ἄλλη ἐξίσωσις. Ὅταν οἵ 
συντελεσταὶ δὲν εἶναι πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους, δυνάμεϑα νὰ λάβωμεν, 
κοινὸν συντελεστὴν τοῦ ἀγνώστου, ποὺ ϑέλομεν νὰ ἀπαλείψωμεν, τὸ 
ἔικιπ. τῶν συντελεστῶν του. Διαιροῦμεν ἔπειτα αὑτὸ τὸ ἕκκ.π. δι᾽ ἕκά" 
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στου τῶν συντελεστῶν τοῦ ἀγνώστου καὶ πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ 
δύο μέλη ἑκάστης ἐξισώσεως ἐπὶ τὸ ἀντίστοιχον πηλίκον. 
Ἔστω, π. χ. ὅτι θέλομεν νὰ λύσωμεν τὸ σύστημα 
| 15.--12γξξ36 (Ἶ 
7χ- θυξξ4δ () 
᾿Απαλείφομεν τὸν ν. Τὸ ἐκιπ. τῶν συντελεστῶν του 12 καὶ 9 εἶναι τὸ 
36. Τὰ πηλίκα τοῦ 36 διὰ 12 καὶ διὰν9 εἶναι ἀντιστοίχως 3 καὶ 4. Πολλα- 
πλασιάζομεν λοιπὸν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως (1) ἐπὶ 3 καὶ τὰ δύο 
μέλη τῆς (2) ἐπὶ 4 καὶ ἔχομεν κατὰ σειράν : 
᾿Απαλοιφὴ τοῦ ἡ 


3 15χ--12 γε 36 
4 7χ- 9γ-- 46 
45χ---Ξδγξξῖοϑ 
28χ- 3δγεξῖδά 
73Χ ΞΞΞ292 

«τ 292 


ἄρα κχϑξ 73 ΞεΆ. 


Ἔπειτα ἐργαζόμενοι, ὅπως εἰς τὸ προηγούμενον παράδειγμα, εὑρί- 
σκομεν, ὅτι γεξῶ. 
"Ασκήσεις : 1028, 1629, 1680, 1684, 1685, 1686, 1687. 


321. 11. Μέϑοδος ἀπαλοιφῆς δι᾽ ἀντικαταστάσεως. "ἔστω, 
ὅτι ϑέλομεν νὰ λύσωμεν τὸ σύστημα: 
Ι Ϊ 3χ- γε] (4) 
! ὅχ-ἄγεξ 8 | (2) 
Λύομεν μίαν ἀπὸ. τὰς ἐξισώσεις τοῦ δοθέντος συστήματος, ἔστω τὴν 
πρώιην, πρὸς ἕνα ἄγνωστον, ἔστω πρὸς χ, θεωροῦντες ὡς γνωστὸν τὸν 
ἄγνωστον Υ᾽ καὶ ἔχομεν 
3χ--18--2.ν ἢ χε- 1ϑ. ΕΣ Θ 
᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (2) τὸ χ μὲ τὴν τιμήν του, ποὺ δίδει 
ἡ ἐξισὼσις (3) καὶ ἔχομεν 
18 --2 "" 
5.({Ξ 5) -ἰντὸ ( 


Ἢ ἐξιίσωσις (4) καὶ ἡ ἐξίσωσις (3), ἡ ὁποία εἶναι ἰσοδύναμος μὲ τὴν (1), 
ἀποτελοῦν τὸ σύστημα : 





. 18--ῶῶν 


5. ( ΕΣ ) --Ὧγ--8 ( 


, τὸ ὁποῖον εἶναι ἰσοδύναμον μὲ τὸ σύστημα Ι. 
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Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν (4), ἡ ὁποία εἶναι πρώτου βαθμοῦ μὲ ἕνα ἄγνω- 
στον, τὸν γν, καὶ ἔχομεν κατὰ σειρὰν 
5(18---2})--Ἰ2γεε24 ἢ 90--1ῦὺν--Ἰ2γεξ24 ἢ --Ἰ1ῦγ--12γ-:---90-24 
ἢ --22γ----6 ἢ 22νυεξθδ. ἄρα γ-:3. 
᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (3) τὸ ν μὲ τὴν τιμήν τοῦ 3 καὶ 


ἔχομεν : ΧχΞΞ 45:8: ἢ χϑβξά. 
Τὸ σύστημα ||, ἄρα καὶ τὸ ἰσοδύναμον δοθὲν σύστημα, ἔχει τὴν λύσιν 
χά, γ-33. 


᾿Ασκήσεις : 1688, 1689, 1640. 1641. 1642. 


822 Μέϑοδος ἀπαλοιφῆς διὰ συγκρίσεως. "ἔστω, ὅτι ϑέλο- 
μεν νὰ λύσωμεν τὸ σύστημα 
Ϊ χ--ὅὃγνξξ 1 () 
| δὅχ-Ἐ 4ν--:87 () 
Λύομεν καὶ τὰς δύο ἐξισώσεις τοῦ δοθέντος συστήματος πρὸς ἕνα καὶ 
τὸν αὐτὸν ἄγνωστον, ἔστω πρὸς χ, θεωροῦντες ὡς γνωστὸν τὸν ἄλλον 
ἄγνωστον α΄. 


Ἡ ἐξίσωσις [1) δίδει 2χ--1.(3}: ἢ χες -ἰεῖν. 9 


.ς 37-πῆν 
Ξέθησς () 


Ἐπειδὴ αἱ τιμαὶ τοῦ χ, ποὺ δίδουν αἱ ἐξισώσεις (3) καὶ (4). πρέπει νὰ 
εἶναι ἴσαι, συνάγομεν, ὅτι 


Ἡ ἐξίσωσις (2) δίδει 5χΞΞ37--4Φν ἢ χ 





1.3ν 37--ᾶν 
2... ὉΠ ν 5. φῇ 
Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτήν, ἡ ὁποία εἶναι πρώτου βαθμοῦ μὲ ἕνα 
ἄγνωστον καὶ ἔχομεν κατὰ σειρὰν 
5(1-3γ)ΞΞ2(37--4ὺ)͵ ἢ 5-15γξΞ:74---Ὁὃν ἢ 15γ-8γ5Ξ574--5 
ἢ 23ϑγό9Ὰ,ςῺΏς, ἄρα ν-Ξ3. 
᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (3). τὸ γ μὲ τὴν τιμήν του 3 καὶ 
ἔχομεν Χ -Ξ- .1}3:.3 Ἔ .3 ἢ χεςδ. 
“Ὥστε τὸ δοθὲν σύστημα ἔχει τὴν λύσιν χεΞε5, νγΞΞ3. 


᾿Ασκήσεις - 1644, 1645, 1646, 1647. 





323. Παρατήρησις. Τὰ συστήματα, τὰ ὁποῖα ἐλύσαμεν καὶ μὲ 
τὰς τρεῖς μεθόδους, εἶχον τὴν γενικὴν μορφὴν 
Ϊ αχ -ἘΒΥ ΞΞγῪ 
αἰ ΕβΎτεγ'. 
Τὸ κάτωϑι παράδειγμα ϑὰ μᾶς δείξῃ, πῶς λύομεν ἕνα σύστημα 
δύο ἐξισώσεων μὲ δύο ἀγνώστους, τὸ ὁποῖον δὲν ἔχει τὴν γενικὴν 
μορφήν. 
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Παράδειγμα. Νὰ λυθῇ τὸ σύστημα : 


2(.--»).--30--Σ]ΞΞ21 : () 
Ι {- 2χ 4γ 3Ζχ--ν 
Ξ το 3 εν Ἔ τ΄ Ξε 2υ- 1 () 


Ἔν πρώτοις δίδομεν εἰς τὸ δοθὲν σύστημα τὴν γενικὴν μορφήν του 
(8 318). . ; 
Ἡ ἐξίσωσις (1) γράφεται 
δχ---2.--3υυ  3ΧΞΞ2 ] ἢ θχ--5γΞΞ21 6 
Ἢ ἐξίσωσις (2) γράφεται 
β3(2χ--4ν)-59χ--γ)ξξβου-15 ἢ ὄδχ- 12γ0-15χ---υξξϑου-Ε15 
ἢ δχ-12ν-[15χ--5γ---3ογεΞῖ5σ ἢ 21χ--23γ--15 (2) 
. ᾿Αντικαθιστῶμεν τὰς ἐξισώσεις τοῦ δοθέντος συστήματος μὲ τὰς ἴσο- 
δυνάμους ἐξισώσεις τῶν (17 καὶ (2) καὶ ἔχομεν νὰ λύσωμεν τὸ ἰσοδύναμον 
σύστημα: 


Η [ 9χ-- 50--:21 (4 

21χ--23γ:ξεῖ5 (2) 

Λύομεν ἔπειτα τὸ σύστημα 11 μὲ μίαν ἀπὸ τὰς τρεῖς μεθόδους καὶ 
εὑρίσκομεν τὴν λύσιν χΞξά, γε3. 


᾿Ασκήσεις : 1660, 1651, 1663, 16ὅ8, 1657, 16δ8,1860.1662, 1668. 


8. Διερεύνησις ἑνὸς συστήματος τοῦ πρώτου βαϑμοῦ 
μὲ δύο ἀγνώστους 


824 Διερεύνησις ἑνὸς συστήματος τοῦ πρώτου βαϑμοῦ 
μὲ δύο ἀγνώστους. Εἴδομεν, ὅτι διὰ νὰ λύσωμεν ἕνα σύστημα ἔξι" 
᾿σώσεων τοῦ πρώτου βαϑμοῦ μὲ δύο ἀγνώστους, πρέπει νὰ δώσωμεν 
εἷς αὐτὸ τὴν γενικὴν μορφὴν 

[ αχ -Ἐβν ξξῶγ 
αχ΄ -βγεςγ'. 

Ὅπως εἴδομεν εἷς τὰ προηγούμενα παραδείγματα ἢ λύσις ἑνὸς 
συστήματος τοῦ πρώτου βαϑμοῦ ἀνάγεται εἷς τὴν λύσιν μιᾶς ἐξισώ" 
σεως τοῦ πρώτου βαϑμοῦ. ᾿Αλλὰ μία ἐξίσωσις τοῦ πρώτου βαϑμοῦ 
δύναται νὰ ἔχῃ μίαν ρίζαν ἢ νὰ εἶναι ἀδύνατος ἢ νὰ εἶναι ἀόριστος. 
“Ἑπομένως καὶ τὸ σύστημα δύναται νὰ ἔχῃ μίαν λύσιν ἢ νὰ εἶναι ἀδύ- 
νατον ἢ νὰ εἶναι ἀόριστον. ᾿ 

Διὰ τοῦτο εἶναι ἀνάγκη νὰ διερευνήσωμεν τὸ σύστημα ([). 

Ὅταν λέγωμεν, ὅτι ϑὲὰ διερευνήσω μεν τὸ σύστημα 1, σὴ 
μαίνει, ὅτι ϑὰ ἐξετάσωμεν νὰ εὕρωμεν διὰ ποίας ἰδιαιτέρας τιμὰς τῶν 
γραμμάτων α, β, γ, α΄, β΄, γ᾽ τὸ σύστημα ἔχει μίαν λύσιν, εἶναι ἀδύ- 
γατον ἢ εἶναι ἀόριστον. 
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8256. Πρόβλημα. Νὰ λυϑῇ καὶ νὰ διερευνηϑῇ τὸ σύστημα 
αχ --ς () 
ω) [ΤῊΣ τ 
α΄ βΎΞεΥ (2) 
"Ἔστω, ὅτι οἵ α, β, γ, α΄, β΄, γ΄ εἶναι δεδομένοι ἀριϑμοὶ διάφο- 
ροι τοῦ μηδενός. 
Λύομεν τὸ σύστημα αὐτὸ μὲ τὴν μέϑοδον τῆς ἀντικαταστάσεως. 
Δύομεν τὴν ἐξίσωσιν (1) ὥς πρὸς χ καὶ ἔχομεν 
χ--- τ. (48) 
"Αντικαϑιστῶμεν εἷς τὴν ἐξίσωσιν (2) τὸ χ μὲ τὴν τιμήν του 
αὑτὴν καὶ ἔχομεν : 
α΄.-ἀτῦν. ἜβΎΞεεγ ἢ ατ--α᾽βνυ-Ἐαβξεαγ' 
ἢ (αβ’ --βαγγξξαγ' --αΑΎὝ () 
"Αγντιχκαϑιστῶμεν τὰς ἐξισώσεις τοῦ συστήματος Α μὲ τὰς (8) καὶ. 
(4) καὶ ἔχομεν τὸ ἰσοδύναμον σύστημα 
.Ό Υπβν 
Β χες τ τς (3 
(αβ΄ --βαγγεξαγ'΄ --αὙ (4) 
1. "Εστω (αβ'--- βα') 0. ᾿Εὰν αβ΄ --βα 0, δηλ. ἐὰν αβ΄ Ξβα᾿ ἢ 
«,β -- αὐτταΎ 
α΄ ΞΕ β΄ ᾽ ἧ (4) δίδει Υ αβ' ---βα΄ . 
"Αντικαϑιστῶμεν εἷς τὴν ἐξίσωσιν (8) τὸ Υ μὲ τὴν τιμήν του 
αὐτὴν καὶ ἔχομεν 


-8..ὙτταΎ 
ως ἢ ἢ αβξξβα͵ γίαβ' --βαΊ--βίαγ--αὺ 
α α(αβ΄ --ΚΚΑβΚαἢ 
τὸς γαβ'πογβα΄ --βαγ-βαν ἀαἰ(βγ--βγ)  βύΎβΥ' 
α(αβ’ --βα αἰαβ΄ --βα αβ'--βα΄ ᾿ 


Εἷς τὴν περίπτωσιν αὑτὴν τὸ σύστημα Α ἔχει τὴν λύσιν : 





᾿ 
Ι 


τς Υβ' -τβγ΄ τς αγ΄ - τα’ 
Χ- αβ΄--βα΄ δ αβ΄--βα΄ (6) 


"Ἐὰν ἀντικαταστήσωμεν εἷς τὰς ἐξισώσεις τοῦ συστήματος Α 
τοὺς ἀγνώστους χ καὶ Υ μὲ τὰς τιμάς των (δ), παρατηροῦμεν, ὅτι 
ἐπαληϑεύονται. 
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Ἧ λύσις (δ) εἶναι μηδέν, δηλ. χεΞ0, γξξο, ἐὰν γΞεεγίξξοο. 
Ὥστε: ᾿Εὰν - Ἔ-ρ' τὸ σύστημα 1 ἔχει μίαν λύσιν. 
ϑ ᾽ ΄ 8ϑ ᾿ ΓΔ ᾿΄ ᾿ α 
11. "Εστω αβ'---βαξξεο. "Ἐὰν αβ΄---βαΐξξρ, δηλ. ἐὰν --- ἐ, 
δὲν δυνάμεϑα νὰ διαιρέσωμεν καὶ τὰ δύο μέλῃ τῆς ἐξισώσεως (4) διὰ 
τοῦ μηδενός. 
᾿Εδῶ δύνανται νὰ παρουσιασϑοῦν δύο περιπτώσεις, διότι, ὅταν 
τὸ αβ΄ --βα΄ εἶναι ἴσον μὲ μηδέν, τὸ αγ΄---γα΄ δύναται νὰ εἶναι διά- 
φορον τοῦ μηδενὸς ἢ ἴσον μὲ τὸ μηδέν. 
ΓῚ Η , , Η ΄ ΄ 3᾽ α 
1ον. ᾿Εὰν αγ΄ -αγα 0, δηλ. ἐὰν εἶναι αγ'ξγα΄ ἢ τς. 
ἡ ἐξίσωσις (4) γίνεται 


.ο θ᾿ γϑξεαγτογαΓ ἢ ὀπεξαγ'-- γα΄ 


ἡ ὁποία εἶναι ἀδύνατος καὶ ἑπομένως καὶ τὸ σύστημα εἶναι 
ἀδύνατον. 


“Ὥστε : ᾿Κὰν «. β καὶ “Ξ...« δηλ. ἐὰν «- 6...» 
α β α γ α β γ 


τὸ σύστημα Α εἶναι ἀδύνατον 


. 


9ον. ᾿Εὰν αγ΄ ---γα΄ξξο, δηλ. ἐὰν - -ἰ, ἡ ἐξίσωσις (4) γίνεται 


θ΄ γξξὸ ἢ όὀξϑο. 


Παρατηροῦμεν, ὅτι, ἐὰν αγ΄ -- γαξξο, ἡ ἐξίσωσις (4) ἀληϑεύει 
διὰ κάϑε τιμὴν τοῦ γ. Εἷς κάϑε αὐϑαίρετον τιμὴν τοῦ Υ᾽ ἀντιστοιχεῖ 
μία ὡρισμένη τιμὴ τοῦ χ, ἢ ὁποία δίδεται ὑπὸ τῆς ἐξισώσεως (8). 
Εἷς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν τὸ σύστημα Α ἔχει ἀπειρίαν λύσεων, εἶναι 
ἀόριστον. 





α 
“Ὥστε : ᾿Εὰν --. Ξε ΝᾺ καὶ 
α β 


τὸ σύστημα εἶναι ἀόριστον. 

᾿1διαίτεραι περιπτώσεις - 1. "Ἐὰν αἰΞεβίξξεθ, οἵ δύο ἄγνωστοι 
μιᾶς καὶ τῆς αὐτῆς ἐξισώσεως ἐξαφανίζονται. 

Εἷς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν τὸ σύστημα Α λαμβάνει τὴν μορφὴν 


Ϊ αν 


Διερεύνησις ἑνὸς συστήματος μὲ δύο ἀγνώστους 818 


"Εὰν γίξξο, τότε τὸ σύστημα ἔχει μίαν μόνον ἐξίσωσιν τοῦ πρώ- 
του βαϑμοῦ μὲ δύο ἀγνώστους καὶ ἑπομένως εἶναι ἀόριστον 
(8 810). 

᾽Εὰν γε τὸ σύστημα εἶναι ἃ δύνατο ν. 

Τοὺς αὐτοὺς συλλογισμοὺς ἐφαρμόζομεν, ἐὰν εἶναι ἀξεβεθύ. 

11 ᾿Εὰν αΞεα΄τΞεῦ, ὃ ἕνας ἐκ τῶν ἀγνώστων τοῦ συστήματος ἔξα- 
φανίζεται. 

Εἷς τὴν περίπτωσιν αὑτὴν τὸ σύστημα γίνεται 


ΠΗ ΕΙ 
βυ ΞΞΥ - ᾿ Ν ε - ᾿ ᾿ ὑ β 
ἢ ἀπὸ τὸ ὁποῖον λαμβάνομεν ᾿ 
βΎΞΞΥ γε: -ἦς- 
β΄ 
᾽Εὰν ἘΌΝ ἢ ΕΞ Ἢ τὸ σύστημα εἶναι ἀόριστον, 
β β Υ β 
διότι ἔχει τὰς λύσεις : 
ΧεΞ οἱοσδήποτε 
Υ γ΄ 
γτΞ το ΞΞ ππρ'- 
β β 
πέτα ΣΝ τὰς Ἐν ρτθε, τνϑος ἀπ οσο δος 
Ἐὰν ΓᾺ ΓΞ ΠΩ ἢ τ Θέ ᾿ τὸ σύστημα εἶναι προφανῶς ἀ ὃ ύ- 


νατον. 
Οἱ αὐτοὶ συλλογισμοὶ ἐφαρμόζονται, ἐὰν εἶναι βεεβ΄Ξξο. 
11. ᾿Εὰν αΞεα΄Ξεβε:β΄τοθ, ὅλοι οἱ συντελεσταὶ τῶν ἀγνώστων 
εἶναι μηδέν... 
Εἷς τὴν περίπτωσιν αὑτὴν τὸ σύστημα 1 γίνεται 
Οχ-Έ γ Ξξγ ᾿ Ϊ Ξε 
Οχ- ον ξϑγ' θξεγ΄. 
"Ἐὰν γεεγίξξο, τὸ σύστημα εἶναι ἀόριστον, διότι καὶ αἱ 
«δύο ἐξισώσεις του λαμβάνουν τὴν μορφὴν 
θοχ-Έογξξϑο. 
Εϊς τὴν περίπτῳσιν αὑτὴν λέγομεν, ὅτι τὸ σύστημα ἔχει μίαν 
διπλῆν Δοριστίαν, διότι καὶ αἷ δύο ἐξισώσεις του ἐπαλη" 


ϑεύονται δι᾽ ὅλας τὰς τιμὰς τῶν Χ καὶ Υ. 
᾽Εὰν γ ἢ γ 7, τὸ σύστημα εἶναι ἀ δύνατο ν. 


814. Διερεύνησις ἑνὸς συστήματος μὲ δύο ἀγνώστους 





Πίναξ διερευνήσεως τοῦ συστήματος : 
[ αχ -ἘβΥ Ξξγ 
αἰ ΈβΎΞΥ,. 
Α΄. Γενικὴ περίπτωσις : 


1ον. αβ’--βαζξθ: μοναδικὴ λύσις 





χΞ: δ΄ ΞΒῪ 

αβ΄ --βα΄ 

- αγ΄--γα 

Ἐὰν 1. αἱ βι α΄ βΉΟ ἢ ;Ξ ἢ πὴ 


--.Β 
χε ὧν εὐ ῇ τ ΞΡ ες , ἀδύνατον 
ι΄. β 
Υ 


πτρῖτε αὐ κα Ὡς ἀόριστον 
Β΄, ᾿Ιδιαίτεραι περιπτώσεις : 
ὌΠ Ἐὰν γξξο τὸ σύστημα εἶναι ἀόριστον 
᾿ς ΈΞΡΈΞΟ ᾿Ξὰ τ » » » ἀδύνατον 
Ἐὰν ΣΥ͂Σ -- «8. θὰ εἶναι χ--τυχὼν ἄριθ., γεξ ΒΑΘ 
". ατεαῖξὸ ᾿ β΄β 
Ἐὰν ν ΓΞ Γ τὸ σύστημα εἶναι ἀδύνατον 
ΚΡ ἘΦ πὴ ΠΣὉ Ἐλν γΞεεγίξξο τὸ σύστημα εἶναι ἀόριστον 
ἐδ δ ΈΡ ΞΡ τῷ [ Ἐὰν γῆἢ γο » » » ἀδύνατον. 





᾿Απὸ τὴν ἀνάγνωσιν τοῦ ἀνωτέρω πίνακος συνάγομεν, ὅτι : 
Διὰ νὰ ἔχῃ τὸ γενικὸν σύστημα τῶν δύο ἐξισώσεων τοῦ πρώτου 
“ Α , 9 , , ΝῚ ᾿ Ὶ “ Ὶ 
βαϑμοῦ μὲ δύο ἀγνώστους μίαν μοναδικὴν λύσιν, πρέπει καὶ ἀρκεῖ νὰ 


εἶναι 


αβ΄--βα 0 





820. ᾿Εφαρμογαὶ τῆς διερευνήσεως. Πρόβλημα. Χωρὶς νὰ 
λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα, νὰ εὑρεϑῇ ποῖον ἔχει μίαν λύσιν. ποῖον 
εἶναι ἀδύνατον καὶ ποῖον εἶναι ἀόριστον. 

Α Ϊ 8χ-- ὅγξξ 8 Β Ϊ χ-ρ γε ὅ Γ [ χ---ὃγ---- Ἰ 
οχ-  1ὅγεξ 3χ-- γε] -- ϑὅχ-όγξ- 38. 

Ἐξετάζομεν τοὺς λόγους τῶν συντελεστῶν τῶν ἀγνώστων καὶ τῶν 
γνωστῶν ὅρων. 

1ον. Εἰς τὸ σύστημα Α ἔχομεν Ξ ΞΞ Ξ ΞΕ ΕΝ ἄρα τὸ σύστημα Α 
εἶναι ἀδύνατον. 


2ον. Εἰς τὸ σύστημα Β εἶναι ξ..- Σ. δηλ. οἱ λόγοι τῶν συν- 
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τελεστῶν τῶν ἀγνώστων χ καὶ γ᾽ εἶναι διάφοροι᾽ ἄρα τὸ σύστημα Β ἔχει 
μίαν λύσιν. . - 

3ον. Εἰς τὸ σύστημα Γ εἶναι ..-κ --Ξ, δηλ. οἱ λόγοι 
τῶν συντελεστῶν τῶν ἀγνώστων καὶ τῶν γνωστῶν ὅρων εἶναι ἴσοι᾽ ἄρα τὸ 
σύστημα αὐτὸ εἶναι ἀόριστον. 


᾿Ασκήσεις : 1664, 166δὅ, 1666, 1667, 1668. 


827. Παραδείγματα διερευνήσεως ἐγγραμμάτων συστημά- 
τῶν. Ὅταν οἱ συντελεσταὶ τῶν ἐξισώσεων ἕνὸς συστήματος ἑδξαρτῶν- 
ται ἀὰὺ παραμέτρους, εἶναι καλὸν νὰ ὁρίζωμεν τὰς τιμὰς τῶν 
παραμέτρων αὐτῶν, διὰ τὰς ὁποίας τὸ σύστημα εἶναι δυνατόν, ἀδύνα-. 
τον ἢ ἀόριστον. Δυνάμεϑα πρὸς τοῦτο νὰ χρησιμοποιήσωμεν τὰ συμ- 
περάσματα τοῦ πίνακος διερευνήσεως (8 828) ἢ νὰ ἐργασϑῶμεν. ὅπως 
εἷς τὰ ἀριϑμητικὰ συστήματα. 

Παράδειγμα ἴον. Νὰ λυθῇ τὸ σύστημα : 

[ 3αχ-2βυξεγ - (1) 
αχ--Ξ3βυξξάγ [7 
᾿Απαλείφομεν τὸν ἄγνωστον χ μὲ τὴν μέθοδον ἀπαλοιφῆς διὰ προσθέ 
σεως. Πρὸς τοῦτο [πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως (1) 
ἐπὶ --Ἰ καὶ τῆς ἐξισώσεως (2) ἐπὶ 3 καὶ ἔχομεν κατὰ σειρὰν 
-1 1} 36ΧῈ 2βγες γ 


3 | αχ-- 3βγΞ 4γ 


τ ΙβυΞΞΙΙῪ 
Ἐὰν βηξ0, θὰ εἰναι στ τς ἢ γ--- τ. 


᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (2) τὸ νὶ μὲ τὴν τιμήν του αὐτὴν καὶ 
ἔχομεν αχ--3β (- 1) Ξξεξάγν ἢ αχ(ϑγεάγ ἢ ἀακχξξγν 


Ἐὰν αφϑξῦ, εὑρίσκομεν χε --. 


“Ὥστε τὸ δοθὲν σύστημα ἔχει τὴν λύσιν (φ ΞΞΞ ες γξξετοε: ) 


α 
ἐὰν αφϑξο καὶ β290. 
Παράδειγμα 2ον. Νὰ λυθῇ τὸ σύστημα : 





Χ δ΄ - ᾿ 
πε τ αν Ὁ 
ΧχτΥ ΧΡΥ͂ 
2αβ αὐ" ἘΒ᾽ 








ω 


816 Διερεύνηοις ἑνὸς συστήματος μὲ δύο ἀγνώστους 


Δίδομεν εἰς τὸ σύστημα τὴν γενικὴν μορφήν του. 
Ὑποθέτομεν, ὅτι οἱ παρονομασταὶ α-Ἐβ, α--β, αβ, «᾿-Ἐβ᾽ εἶναι διά- 
φοροι τοῦ μηδενός. 
Ἐξαλείφομεν παρονομαστὰς κλπ. καὶ ἡ ἐξίσωσις (1) γράφεται 
(α--β)»- (α Ἐβ) γξεζαία Ἐβχα--β) α) 
Ὁμοίως ἡ ἐξίσωσις (2) γράφεται 
(α"Ἐβ᾽ α- υ)εξζαβίχ -γ) ἢ (α"Ἐβ᾽χ---ἰα-Ἐβγξξδαβχ-2αβνὺ ἢ 
(α" Ἐβ᾽χ--ἰα" -Ἐβὴν--2αβχ--2Ζαβγξξθὸ ἢ (α"-β᾽ --2αβ)α--ἰα"- β"-2αβ)γεξο 
ἢ (α-β)"χ--ἰ(ἀ Ἐβῦγξξο (2) 
Λύομεν τὸ σύστημα τῶν ἐξισώσεων (17 καὶ (2) μὲ τὴν μέθοδον τῆς 
ἀπαλοιφῆς δι᾽ ἀντικαταστάσεως. 
Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν (2) πρὸς χ καὶ ἔχομεν 


- (ΒἾΎ, 
"αΞΒΡ. νὼ 
᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὴν (1 τὸ χ, μὲ τὴν τιμήν του αὐτὴν καὶ ἔχομεν 
α-Β.. ΕΡΟΣ μα Ἐρ)νετδαια Έρχα--Β) 


ἢ (αὙβ"ν»-  (α Ἐβ)α--β)νεξϑαία-Ἐβ)α---β)" 

ἁπλοποιοῦμεν διὰ α-Ἐβ, τὸ ὁποῖον εἶναι διάφορον τοῦ μηδενὸς καὶ ἔχομεν 

(Ἐβ)»- (α--β)γεξζαία--β' ἢ (αἜβτα--βγεξαα--β)" 

ἢ Ζ2αγνεξῶαί(α--β), ἢ ἐπειδὴ αγέῦ, ν-ε(α--β)". 

᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (3) τὸ Υ μὲ τὴν τιμήν του αὐτὴν καὶ 
(αἘβ)". (α--β)" ἢ 

τ (α-βι) 
“ὥστε τὸ δοθὲν σύστημα ἔχει τὴν λύσιν : χεεία-Ἐ β)», γεεία--β)». 





ἔχομεν χ- χε-(α Ἐ β)". 


828. Πρόβλημα ἴον. Διὰ ποίαν τιμὴν τοῦ 1 τὸ σύστημα 
[Ὁ τϑια εν 
4χ- ν Ξ--1-Ἐλ. 


εἶναι ἀδύνατον ; 
Διὰ νὰ εἶναι τὸ δοθὲν σύστημα ἀδύνατον πρέπει καὶ ἀρκεῖ νὰ εἶναι 


τι Ξε ΙΣ ΧῈ δηλ. πρέπει νὰ εἶναι 
λ-3 ΔῈ 7 8 


᾿ - τ 1-Ἐλ᾿ 
() 
Ἡ ἰσότης (1) δίδει 5(λ--3)5Ξ4.- 
ἢ 5λ--15-4λ-:28 ἢ 5λ--4λε-15.28 ἢ λε-43, 
λ---3 
,΄  Ἴτχ’ 











Ἡ τιμὴ αὐτὴ τοῦ λ πρέπει νὰ ἀξιῶ τήν σχέσιν 


ὶ Πράγματι διὰ λεε43 ἔχομεν, Φ.ἢ 
Ὥστε, ἐὰν λεε43, τὸ δοθὲν μπδτης εἶναι ἀδύνατον. 
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829. Πρόβλημα 2ον. Διὶ ποίας τιμὰς τῶν λἪ καὶ μ τὸ σύστημα 
(λ- μ)χ-Ἐ(8λ-- ϑ)γεξξ: λμ 
(λ--μχ-! ( μ-- ὅγγξξεϑλμ 
εἶναι ἀόριστον ; 


Διὰ νὰ εἶναι τὸ δοθὲν σύστημα ἀόριστον, πρέπει καὶ ἀρκεῖ νὰ εἶναι 
ΟΥ. 
ΝΣ 


Ὄ 
Ι 


δηλ. πρέπει νὰ εἶναι, ἐὰν λϑξοῶ καὶ μϑξ0 
᾿λὲμ. 2λ--όῊ3.. ὰμ Ι͂ 


λ-τμ μ-5.  δ2λμ 2 
᾿Απὸ τὴν σχέσιν αὐτὴν λαμβάνομεν τὰς ἰσότητας 














λὲμ. 1 . 2: 1 
ΧΞῈ Ξ -π-- () καὶ πΞ 2 (2) 
᾿Απὸ τὴν (1) ἔχομεν 
ΖΑ μ)ξελττμ ἢ Ζ2λημισλημεο ἢ λϑμεεο (7 


᾿Απὸ τὴν (2) ἔχομεν 
2(2λ---3)ξμ-5 ἢ 4λ--πεμ--5 ἢ 4λ--μεξ6--5 ἢ 4λ-π-μξὶ (2) 
Αἱ ζητούμεναι τιμαὶ τῶν λ καὶ μ δίδονται ἀπὸ τὸ σύστημα τῶν ἐξι- 
σώσεων (1) καὶ (27 δηλ. ἀπὸ τὸ σύστημα 


ΔΈ 3μξο 
| 4λ--- μΞΊ. 
Λύομεν τὸ σύστημα αὐτὸ καὶ εὑρίσκομεν τὴν λύσιν 
κ-. 3. μ- .1. 
Π 15! ἅΞΞ 15 


“Ὥστε τὸ δοθὲν σύστημα θὰ εἶναι ἀόριστον, ἐὰν 
λ Ξε ἐ καὶ μΞ--- {τ 
Ἐὰν ὑποτεθῇ λεξῦ, μεξο, τὸ δοθὲν σύστημα γίνεται ---3ϑΞγΞξ0, -σγξξὸ 
καὶ ἔχει ὡς λύσιν : χεΞτυχὼν ἀριθμός, γΞΞ0. 
᾿Ασκήσεις - 1669, 107], 1618, 16τὅ, 6 τὸς 1080. 1684, 108, 
1688, 1090, 1693, 1690, 1069τ, Ιτ00, 1102. 


330. Δλλη μέϑοδος λύσεως συστημάτων τοῦ πρώτου 
βαϑμοῦ μὲ δύο ἀγνώστους. Κανὼν τοῦ Ογαρμιο», Ἑΐδομεν, ὅτι 
ἢ λύσις τοῦ γενικοῦ συστήματος 

Ϊ α Χ-Ἐβ νξϑ 
αὐΧ- βνΞϑγ' 
δίδεται ὑπὸ τῶν τύπων 
οβ΄ ΡΥ τν. - αγ΄ -γα΄ ω 
᾿αβ΄ ---βα’ αβ΄ --βα΄ 

Διὰ νὰ εὕρωμεν ἀμέσως τοὺς τύπους (1) παρατηροῦμεν ἐν πρώ- 

τοις, ὅτι ἔχουν τὸν αὐτὸν παρονομαστὴν αβ΄---βα΄. 
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Ἣ διαφορὰ αὐτὴ αβ΄ - βα΄ λέγεται ὃ οἰξουσα τῶν συντελε- 
στῶν α, β, α΄ β΄ καὶ παρίσταται μὲ τὸ σύμβολον 











α β β 

ἜΣ δρισμοῦ λοιπὸν εἶναι : 

α β τὶς ὑήον 

Σ , [ΞΞ αβ΄ --βα 
: α΄ β β- 

οἱοιδήποτε καὶ ἐὰν εἶναι οἱ συντελεσταὶ α, β, α΄, β΄. 
Π.χ. θὰ εἶναι ͵ : Ξ-3. 6--5.- 4--18---20-----2 ὶ 
ΤῊ. 2{Ξ| κε ὡ- 8 1. 8 Έ 3: 


Οἱ ἀριϑμηταὶ τῶν τύπων (1) εἶναι ἐπίσης δρίζουσαι, αἱ ὁποιάς 
δύνανται νὰ γραφοῦν μὲ τὸ σύμβολον τῆς ὀριζούσης. 

Ὃ ἀριϑμητὴς τοῦ χ, Ακ Ξξ γβ΄---βγ΄ προκύπτει ἀπὸ τὴν ὀρίζου- 
σαν τοῦ παρονομαστοῦ, ἐὰν ἀντικαταστήσωμεν τοὺς συντελεστὰς α καὶ 
α' τοῦ χ διὰ τῶν γνωστῶν ὅρων γ καὶ γ΄ δηλ. εἶναι 

Υ β 
ας -Ξ- ΄ , 
γ β 

Ὁμοίως ὃ ἀριϑμητὴς τοῦ γ, Αν ΞΞ- αγ΄ ---γα΄ προκύπτει ἀπὸ τὴν 
δρίζουσαν τοῦ παρονομαστοῦ, ἐὰν ἀντικαταστήσωμεν τοὺς συντελε- 
στὰς β καὶ β΄ τοῦ Υ διὰ τῶν γνωστῶν ὅρων γ καὶ γ΄, δηλ. εἶναι 


Ξξγβ΄---γ΄. 














ΑνΞξ Ε, Υ, Ξε αγ΄ --- γα΄. 
α : 
Οἱ τύποι (1) δύνανται λοιπὸν νὰ ἐκφρασϑοῦν καὶ ὥς ἑξῆς : 
Δ ἘΣ. 
“--Υ β΄ γβτβγ' ν ια΄ γ᾽ αγπγα' 
α β αβ΄--βα΄᾿ α β αβ΄---βα’ 
α΄ β' α' β' 





ς κι " 


Οἵ ἀνωτέρω τύποι εἶναι γνωστοὶ ὑπὸ τὸ ὄομα τύποι τοῦ 
Οσταπιετ. 

Κανὼν τοῦ Ογαριεν. Οἱ τύποι, οἱ ὅποῖοι δίδουν τὴν λύσιν ἑνὸς 
συστήματος τοῦ πρώτου βαϑμοῦ δύο ἐξισώσεων μὲ δύο ἀγνώστους 
ᾧ καὶ ψ εἶναι κλάσματα, τὰ ὅποῖα ἔχουν ὧς: κοινὸν παρονομαστὴν τὴν 
δρίζουσαν τῶν συντελεστῶν τῶν ἀγνώστων καὶ τῶν ὅποίων ὅ ἀριϑμη" 
τὴς “προκύπτει ἐκ τοῦ παρονομαστοῦ, ἐὰν ἀντικαταστήσωμεν εἷς τὴν ὄρί" 
ζουσαν τοῦ παρονομαστοῦ τοὺς συντελεστὰς τοῦ ἐξεταζομένου ἀγνώστου 
μὲ τοὺς γνωστοὺς ὄρους, οἷ ὅποῖοι πρέπει νὰ εἶναι γραμμένοι πάντοτε 
εἷς τὸ δεύτερον μέλος ἑκάστης ἐξισώσεως. 
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Π.χ. Κατὰ τὸν κανόνα τοῦ Οτάτιεν τὸ σύστημα 
[ 2χ--3γε 34 
-ϑχ- γ:--- 33 
ἔχει τὴν λύσιν ᾿ 








34 --3 
.ς 0ᾷἈΑ0,:[-3.ϑ» 1), 34|πι.3-3. 34-9 -Ὸ5 ς 
5 3 δ.---:3.--5 0 Ὸ ῶ-ῖρ -13 
Ξυ: 
2 Ἀ 
Ν -- ---33 Ι . 2(.--33)-34{-5 --66:}170 104Ὁ ς 
ἐος Ὁ 3 ΠΣ --13 τ Ξ 5.  Ξ|5ΨΠΠοΠ 
πν 





᾿ΩΔσκήσεις . 170, 1707, 1τ08, 1709, 1710. 


.8981. ᾿Εφαρμογὴ τοῦ κανόνος ταιποῖ εἰς τὴν διερεύνη- 
σιν συστημάτων. Ποόβλημα. Νὰ λυϑῇ καὶ νὰ διερευνηϑῇ τὸ σύ" 
στημα: 

᾿ ἰ ΧΙ μγξΞ 2 
μχ--ἀμγεείϑμ- 4). 
Ἡ ὁρίζουσα τῶν ἀγνώστων εἶναι 
: ν | Ξε --- 4μ-μ'----μίμ-Ἐ 4). 
Περίπτωσις 1Ἰη. Ὑποθέτομεν, ὅτι --μίμ- 4γ7ξ0, δηλ. ὅτι μηξ0 καὶ 
μέ--4. Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν τὸ σύστημα Ι ἔχει τὴν λύσιν 


2 μ : 
τ Ξ Ξ 30:4. Ξ άβιυ --ϑμ--μίϑμ- [4 --8μ--3μ'--μ --3μίμ-Ἐἢ 5 
[1 μ -ὔρμθὴ Λ͵' --μίμ- 4 -αίμ-Ὲ 4) 
μ -πάμ 
1 2 
Υ Ξξ ἐμ Ξ3Μμ14', ΞΞ 3. -Ἐ4-:Ωμ τῷὝ ΒΕ ΟΝ Ξ--- ΒΟ . 
.1 μ -μίμ- 4  --μίμ- 4) μ 
μ -ἄμ 





Περίπτωσις 2α. Ὑποθέτομεν, ὅτι --ἀ(μ- 4)ξΞ0, δηλ., ὅτι εἶναι εἴτα 
μξξ0, εἴτε μΞ---4. 
Ἐὰν μεεῦ, τὸ δοθὲν σύστημα 1 λαμβάνει τὴν μορφὴν 
χ- ῦγξξ χε 
ςοχ- ὑγ4 ἢ [ 0--4 
καὶ ἑπομένως εἶναι ἀδύνατον. 
Ἐάν μ----4, τὸ δοθὲν σύστημα 1 λαμβάνει τὴν μορφὴν 


[ χ--- 4γ-Ξ-2 [ χ- ἀγξΞ2 
- ἀχ 116γ----1214 ἢ - 4. Ε16γ---" 8, 
Ἐπειδὴ εἶναι -- - ΞΞ -- Ξ Ξε - ξ, ᾽δηλ. ἐπειδὴ οἱ λόγοι τῶν 
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συντελεστῶν τῶν ἀγνώστων καὶ τῶν γνωστῶν ὅρων εἶναι ἴσοι, τὸ σύστημα 
εἶναι ἀόριστον. 


᾿Ασκήσεις : 1111, 1712, 1718, 1715. 1116. 


4, Συστήματα τοῦ πρώτου βαϑμοῦ μὲ τρεῖς ἀγνώστους 
καί, γενικῶς, μὲ ν ἐξισώσεις καὶ ν ἀγνώστους 


382, Λύσις ἑνὸς συστήματος τριῶν ἐξισώσεων, μὲ τρεῖς 
ἀγνώστους Ἕνα σύστημα τοῦ πρώτου βαϑμοῦ μὲ τρεῖς ἀγνώστους 
δύναται πάντοτε νὰ λάβῃ τὴν γενικὴν μορφήν : 

α ΧΙ Γβ γὙτΡγ ὠΞξϑὸ 
Ι ἀ α΄ χ-β' γ-γ' ὠτΞ-:δ’ 
α΄ ΧΡ Ὑ Εγ΄ὡς-δ' 

Διὰ νὰ λύσωμεν ἕνα σύστημα τῆς μορφῆς [ χρησιμοποιοῦμεν τὰς 
αὑτὰς μεϑόδους, ποὺ ἐχρησιμοποιήσαμεν καὶ εἷς τὰ συστήματα μὲ δύο 
ἀγνώστους. 


398. Μέϑοδος ἀπαλοιφῆς διὰ προσϑέσεως. "Ἔστω, ὅτι 8έ- 
λομεν νὰ λύσωμεν τὸ σύστημα 


2χ- 8γν- ὧὡτ 19 118 () 
(Α) χα-δγ- 8ω-:---18  ---9 (2) 
--ϑχ- Τν- ϑωτε 99 ᾿Ὶ (3) 


᾿Απαλείφομεν ἕνα ἄγνωστον, ἔστω τὸν χ, μεταξὺ ᾿ τῶν ἐξισώσεων (1) 
καὶ (2). Πρὸς τοῦτο πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως (1) 
ἐπὶ 1 καὶ τῆς ἐξισώσεως (2) ἐπὶ ---2 καὶ λαμβάνομεν τὰς ἐξισώσεις : 
2Χχ-} 3γ-- ὠξΞξΊ2 
--2.- ἸῸν -δὋω-Ξ26. 
Προσθέτομεν τὰς ἐξισώσεις αὐτὰς κατὰ μέλη καὶ ἔχομεν 
13γ-7ωΞ 38 () 
᾿Απαλείφομεν τὸν αὐτὸν ἄγνωστον χ μεταξὺ τῶν ἐξισώ- 
σεῶν (1) καὶ (3.. Πρὸς τοῦτο πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώ- 
σεὼς (1) ἐπὶ 3 καὶ τῆς (3) ἐπὶ 2 καὶ λαμβάνομεν τὰς ἐξισώσεις 
δχ-ἰ- 9ν---3ϑωξξ 36 
--ὄχ- [14γ-[4ωτξθ8. 
Προσθέτομεν τὰς ἐξισώσεις αὐτὰς κατὰ μέλη καὶ ἔχομεν 
23γ-[ῶξϑθ4 (5) 
᾿Αντικαϑιστῶμεν εἰς τὸ δοθὲν σύστημα τὴν ἐξίσωσιν (2) διὰ τῆς (4) καὶ 
τὴν ἐξίσωσιν (3ῃ),͵ διὰ τῆς (6) καὶ ἔχομεν τὸ ἰσοδύναμον σύστημα 


2χ-ὺ- 3γν--- ὠΞξϑῖ2 () 
(Β) 13γ---ωΞ 38 ( 
23γ-}- ὠ-ϑθά 6) 
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Αἱ ἐξισώσεις (4) καὶ (5) ἀποτελοῦν ἕνα σύστημα δύο ἐξισώσεων μὲ δύο 
ἀγνώστους, τὸ ὁποῖον λύομεν μὲ μίαν ἀπὸ τὰς γνωστὰς μεθόδους καὶ εὑρί- 
σκομεν τὴν λύσιν γεΞ4ά, ὠξΞΞ2. 

Τὰς τιμὰς αὐτὰς τῶν Υ καὶ ὦ θέτομεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (1) καὶ ἔχομεν 

2χ-:.3. 4--2-Ξῖ2, ἄρα κεΞΙΙ͂. 

“Ωστε τό δοθὲν σύστημα ἔχει τὴν λύσιν (χεΞῖ, γεΞ4, ὠΞΞ2). 


334. Μέϑοδος ἀπαλοιφῆς δι᾽ ἀντικαταστάσεως. "ἔστω, ὅτι 
ϑέλομεν νὰ λύσωμεν τὸ σύστημα : 


δχ ν-τθωτς 1ὅ ω 
(Α) χ--ἀν-ϑωξὸ 24 (2) 
8χ-δγ-1- ὠΞ-Ξ-- 4, (8) 


᾿Απαλείφομεν ἕνα ἄγνωστον, ἔστω τὸν Χ, μεταξὺ τῶν τριῶν ἐξισώ- 
σεων. Πρὸς τοῦτο λύομεν τὴν ἐξίσωσιν (2) πρὸς Χ (διότι εἰς τὴν ἐξίσωσιν 
αὐτὴν συντελεστὴς τοῦ χ εἶναι ὁ 1) καὶ ἔχομεν 
χΧΞΟ24-.-4γ---3ὦὼ (ῃ 
᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὰς δύο ἄλλας ἐξισώσεις (1) καὶ (3η)͵ τοῦ συστήμα- 
τος (Α) τὸ χ μὲ τὴν τιμήν τοῦ αὐτήν. 
Ἐν ἀντικαταστήσωμεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (1) τὸ χ μὲ τὴν τιμήν του 
24-..4γ---ϑὼ, λαμβάνομεν 
5(24-:.4γ--3)-2γ.--2ωξεῖ5. ἢ 120-:-20ν0---ἰδω-2ν-ωΞξῖβ 
ἢ 20γ--15ω-2ν--2ωξ:--120.15 ἢ 22γ---7ωὼΞΞ--Ἰὸ5 (6) 
Ἐὰν ἀντικαταστήσωμεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (3) τὸ χ μὲ τὴν τιμήν του 
24-:-:ὁν9-3ὦὼ, λαμβάνομεν 
3(24-.4γ--3ω) γδυτξωτεττά ἢ 72: 12γ--ϑω Γϑυωξ-- 


ἢ 12ν--ϑωφδυ-Γωξε--72--4 ἢ 17γν---δὃδὼΞ:---76 (6 
Αἱ ἐξισώσεις (4), (5), (6) ἀποτελοῦν τὸ ἰσοδύναμον σύστημα 
χΞΞ24-:1:4γν---3ϑὦὼ (4 
(Β) { 22ν5--Ἰ7ωΞΞ---1ὁἭ 5 ᾿ (6). 
17γ--- ϑωΞ---- 76 (6) 


Αἱ ἐξισώσεις (5) καὶ (6) ἀποτελοῦν ἕνα σύστημα μὲ δύο ἀγνώστους, τὸ 
ὁποῖον λύομεν μὲ μίαν ἀπὸ τὰς γνωστὰς μεθόδους καὶ εὑρίσκομεν 


γεξξξττσά, ωΞ-ξῖ. 
Τὰς τιμὰς αὐτὰς τῶν Υ καὶ ὦ θέτομεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (ἢ καὶ εὑρί- 
σκομεν χ--24-:4. (---4,--3.1 ἢ χεΞ5. 


“Ὥστε τὸ σύστημα ἔχει τὴν λύσιν (χΞΞ5, γε---4, ὠΞΞΊ). 


8385. Γενικὸς κανών. Ἧ μέϑοδος ἀπαλοιφῆς διὰ προσϑέσεως 
καὶ ἣ μέϑοδος ἀπαλοιφῆς δι᾿ ἀντικαταστάσεως ἐφαρμόζονται γενικῶς 
καὶ εἷς τὴν περίπτωσιν, ποὺ τὸ σύστημα ἔχει ν ἐξισώσεις μὲ ν 
ἀγνώστους. 

Διὰ νὰ λύσωμεν ἕνα σύστημα ν ἐξισώσεων μὲ ν ἀγγώστους μὲ 
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τὴν μέϑοδον ἀπαλοιφῆς διὰ προσϑέσεως ἢ δι᾽ ἀντικαταστάσεως, ἄκο- 
λουϑοῦμεν γενικῶς τὸν κάτωϑι κανόνα : 

Κανών. ᾿Απαλείφομεν ἕνα καὶ τὸν αὐτὸν ἄγνωστον μεταξὺ τῶν ν 
ἐξισώσεων καὶ λαμβάνομεν ἕνα νέον σύστημα, τὸ ὅποῖον ἔχει μίαν ἐξί- 
σωσιν μὲ ν ἀγνώστους καὶ (ν--- 1) ἐξισώσεις μὲ (ν--- 1) ἀγνώστους. 

᾿Απαλείφομεν ἔπειτα ἕνα δεύτερον ἄγνωστον μεταξὺ τῶν (ν---1) 
ἐξισώσεων καὶ λαμβάνομεν ἕνα νέον σύστημα, τὸ ὁποῖον ἔχει μίαν ἔξί- 
σωσιν μὲ ν ἀγνώστους, μίαν ἄλλην ἐξίσωσιν μὲ (ν--- 1) ἀγνώστους καὶ 
(ν-- 2) ἐξισώσες μὲ (ν-- 2) ἀγνώστους. 

“Συνεχίζομεν κατ᾽ αὐτὸν τὸν τρόπον μέχρις ὅτου λάβωμεν ἕνα σύ- 
στημα, τὸ ὁποῖον νὰ ἔχῃ : 


1 ἐξίσωσιν μὲ ν ἀγνώστους 
1 » » ν-] » 

1 » »νπὸ » 

ὡς ὦ «ὦ ἢ Ὡς ἢ 

2 ἐξισώσεις μὰ 2 ἀγνώστους. 


“ΔΛύομεν ἔπειτα τὸ σύστημα τῶν δύο ἐξισώσεων μὲ δύο ἀγνώστους 
καὶ τὰς τιμὰς τῶν ἀγνώστων αὐτῶν ϑέτομεν εἷς τὴν προηγουμένην ἐξί- 
σωσιν μὲ τοὺς ὃ ἀγνώστους, ὅπότε εὑρίσκομεν τὴν τιμὴν καὶ τρίτου 
ἀγνώστου "ἔπειτα προχωροῦμεν ὁμοίως εἷς τὴν ἀμέσως προηγουμένην 
ἐξίσωσιν καὶ οὕτω καϑεξῆς μέχρις ὅτου εὕρωμεν δλας τὰς τιμὰς τῶν 
ἀγνώστων. 


386, Μέϑοδος ἀπαλοιφῆς διὰ συγκρίσεως. Ἔστω, ὅτι ϑέ- 
λομεν νὰ λύσωμεν τὸ σύστημα 


δχ-ν--θωτε 64 () 
(Α) 4 4χ-ν [ 2ω-----18 (2) 
ὅχ-[-ἀγ-ϑωξξ 80 (8) 


Λύομεν καὶ τὰς τρεῖς ἐξισώσεις πρὸς ἕναν ἄγνωστον, ἔστω πρὸς χ, 
θεωροῦντες τοὺς ἄλλους ἀγνώστους ὡς γνωστοὺς καὶ εὑρίσκομεν 
- Ό - - 20---4ν---Ξ3ὦὼ ; 
χ 1: - 55 159. (7), .-- -ἰθ ν ο. (2), .-- ἘΣ 5 9) 
᾿ΕἘξισώνομεν τὰ δεύτερα μέλη τῶν (17, (2), (3) καὶ ἔχομεν : 
64-γθβ.ο --Ἰδ.3γ-2 20 -4γ--ϑὼ 
3 π- 4 :- 
Ἢ ἐξίσωσις ἔτ αας ΑΣΟΣ ἘΣ -ΞΡΡυΞ., δίδει 
4(64---2γ- δω)ΞΞ3(--18-[3ν--2ὦ} ἢ 256--8γ-20ω----54--9γ-τ-όω 
ἢ --8υ-20ω--Θθγ-Ἐόω----256--54 ἢ --17γ-26ωΞ:---310. ιΩ 
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64- 2υ-θω 20--4γ--3ὦ 


Ἡ ἐξίσωσις π΄ - Ξ δίδει 
5.64--2γ-δω)Ξε3(20---4ν--3ὼ) ἢ 320--Ιον -25ω -Ξ69--Ἰ2γ-σθὼ 
ἢ -οον-2δω-ἘἸ12ν-ϑωξε---320-60 ἢ 2γν-34ω-Ξ:--260 (5) 
Αἱ ἐξισώσεις (1), (4) καὶ (6) ἀποτελοῦν τὸ ἰσοδύναμον σύστημα 
χ - ϑΕ Ἐν. (ὯΊ 
Β 4 «-γγν-Ε2δω----310 (, 
2γ-34ω-----260 6) 


Αἱ ἐξισώσεις (4]Ὶ καὶ (5) ἀποτελοῦν ἕνα σύστημα δύο ἐξισώσεων μὲ 
δύο ἀγνώστους, τὸ ὁποῖον λύομεν μὲ μίαν ἀπὸ τὰς γνωστὰς μεθόδους καὶ 
εὑρίσκομεν ᾿ γεξό, ὧΞΞ---ϑ8, 

Τὰς τιμὰς αὐτὰς τῶν Υ καὶ ὦ θέτομεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (17 καὶ 

“Ὥστε τὸ σύστημα Α ἔχει τὴν λύσιν : ΧΕΞ4, γξξθ. ωὡ"--ὃ. 

Ἢ ἀνωτέρω μέϑοδος ἐφαρμόζεται γενικῶς καὶ εἷς τὴν περίπτω- 
σιν, ποὺ τὸ σύστημα ἔχει ν ἀγνώστους. 


᾿Ασκήσεις : 1780, 1781, 1788, 1788, 1184, 1785, 1186. 


εὑρίσκομεν 


887. Συστήματα ἀδύνατα ἢ ἀόριστα. “Ὅπως τὰ συστήματα 
δύο ἐξισώσεων μὲ δύο ἀγνώστους, οὕτω καὶ ἕνα σύστημα ν ἐξισώ- 
σεων μὲ ν ἀγνώστους, δύναται νὰ ἔχῃ μίαν λύσιν, ἢ νὰ εἶναι ἀδύνα- 
τον ἢ νὰ εἶναι ἀόριστον. 

Παράδειγμα ἴον. Νὰ λυθῇ τὸ σύστημα : 


3χ-} δγ--ϑωξξ 8 1 4 () 
(ΑΛ { -- - 5υ-Ἐ2ωςῖο 3 : (2 


᾿Απαλείφομεν τὸν χ μεταξὺ τῶν ἐξισώσεων (1) καὶ (2). Πρὸς τοῦτο πολ- 
λαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς (1) ἐπὶ 1 καὶ τῆς (2) ἐπὶ 3 καὶ ἔχομεν 
3χ- ὅγ---ϑὼξξ 8 
-3χ- 1συ-δωξξβ0. 
Προσθέτομεν τὰς ἐξισώσεις αὐτὰς κατὰ μέλη καί ἔχομεν 
21ν-ἰ-3Ξώξξβ8. (4 
᾿Απαλείφομεν τὸν αὐτὸν ἄγνωστον χΧ μεταξὺ τῶν ἐξισώσεων (Ὁ καὶ 
(8ξβ!:6. Πρὸς τοῦτο πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς (1) ἐπὶ 4 καὶ τῆς 
(3) ἐπὶ --3 καὶ ἔχομεν 
12χ-24γ.---2ωξεΞ 32 
-12χ--- 3γ-Ε15ωὼ5ΞΞ:--ἴ8. : 
Προσθέτομεν τὰς ἐξισώσεις αὐτὰς κατὰ μέλη καὶ ἔχομεν 
21ν-[3ωΞΞΊ4 6 
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᾿Αντικαθιστῶμεν τὰς ἐξισώσεις (2) καὶ (3) μὲ τὰς (4) καὶ (5) καὶ ἔχο- 
μεν τὸ ἰσοδύναμον σύστημα 


3χ- γν--βἡὼξξ 8 () 
(Β) 21ν.-3ωξξ38 (4 
21γ- 3ωςτΞῖ4 (5) 


Αἱ δύο τελευταῖαι ἐξισώσεις (4) καὶ (5) εἶναι ἀσυμβίβαστοι, διότι ἔχουν 
τὰ πρῶτα μέλη τῶν ἴσα καὶ διάφορα τὰ δεύτερα μέλη των ἄρα τὸ δοθὲν 
σύστημα εἶναι ἀδύνατον. 


Σήμ. Τὸ ἀδύνατον τοῦ συστήματος φαίνεται ἀμέσως, ἂν παρατηρήσω- 
μεν, ὅτι τὸ πρῶτον μέλος τῆς ἐξιώσεως (1) εἶναι ἴσον μὲ τὸ ἄϑροισμα τῶν 
πρώτων μελῶν τῶν ἐξισώσεων (3) καὶ (8), πρᾶγμα τὸ ὁποῖον δὲν συμβαίνει καὶ 
μὲ τὰ δεύτερα μέλη των, 

Παράδειγμα 2ον. Νὰ λυθῇ τὸ σύστημα : 


3Χ-- γ-7ωξξῖϊ 2 --ὶ (4) 
(Α) --2χ-- 4ν--5ωξ- 5 3 (2) 
χ- 3ν-2ωΞεῖδ 3 [ΚΕ 


᾿Απαλείφομεν τὸν χ μεταξὺ τῶν ἐξισώσεων (1) καὶ (2). Πρὸς τοῦτο 
πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως (1) ἐπὶ 2, τῆς δὲ ἐξισώ- 
σεῶὼς (2) ἐπὶ 3 καὶ ἔχομεν 
δχ- 2νυ-.1ἸΔωΞΞ22 
--αοχ- 12ν---ϑωξξΊ5. 
Προσθέτομεν τὰς ἐξισώσεις αὐτὰς κατὰ μέλη καὶ ἔχομεν 
10γ--ῶξε 37 (4 
᾿Απαλείφομεν τὸν αὐτὸν ἄγνωστον χ μεταξὺ τῶν (1) καὶ (3). 
Πρὸς τοῦτο πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς (1) ἐπὶ ---1 καὶ 
τῆς (3) ἐπὶ 3 καὶ ἔχομεν 
--3χ- γ-- ω-Ξ ---Ἰ1 
3χ- θυ δωξξ 48. 
Προσθέτομεν τὰς ἐξισώσεις αὐτὰς κατὰ μέλη καὶ ἔχομεν 
10υ---ὠξΞξ37 Θ 
᾿Αντικαθιστῶμεν τὰς ἐξισώσεις (2) καὶ (3) τοῦ δοθέντος συστήματος 
μὲ τὰς (4) καὶ (5) καὶ ἔχομεν τὸ ἰσοδύναμον σύστημα 


3χ-ξ 7ωξξῖϊ (2) 


(Β) 10γ--- ὡξε37 (ῷ 
10γν--- ὡξΞ37 6 


Παρατηροῦμεν, ὅτι αἱ ἐξισώσεις (4) καὶ (5) τοῦ συστήματος (Β) εἶναι αἱ 
αὐταί ἄρα τὸ σύστημα ἔχει δύο μόνον ἐξισώσεις μὲ τρεῖς ἀγνώστους καὶ 
ἑπομένως εἶναι ἀόριστον. 

Σημ. Ἢ ἀοριστία τοῦ συστήματος φαίνεται ἀμέσως, ἂν παρατηρήσωμεν 
ὅτι τὰ μέλη τῆς ἐξισώσεως (δ) εἶναι ἴσα μὲ τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀντιστοίχων 
μελῶν τῶν δύο ἄλλων ἐξισώσεων. 


᾿Ασκήσεις : 1787, 1788, 1789, 1740. 
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338. Λύσις συστημάτων διὰ τεχνασμάτων. “Ὅλα τὰ συστή- 
ματα δύνανται νὰ λυϑοῦν μὲ μίαν ἀπὸ τὰς τρεῖς γενικὰς μεϑόδους, 
ποὺ ἀνεφέραμεν εἰς τὴν 8 819. Μερικὰ ὅμως ἰδιαίτερα συστήματα 
δύνανται νὰ λυϑοῦν ἁπλούστερον καὶ ταχύτερον, ἂν χρησιμοποιήσω- 
μεν εἰδικοὺς τρόπους λύσεως (τεχνάσματα), οἱ ὁποῖοι συνίστανται, 
εἴτε εἰς κατάλληλον ἐκλογὴν τῶν ἀγνώστων, ποὺ πρόκειται νὰ ἅπα- 
λείψωμεν, εἴτε εἷς τὸν συνδυασμὸν μεταξὺ τῶν πολλῶν ξξισώσεων, 
εἴτε εἷς ἄλλα μέσα, τὰ ὁποῖα ἣ μαχρὰ πεῖρα δύναται νὰ εὕρῃ. 


839. 1. Χροῆσις βοηϑητικοῦ ἀγνώστου Παράδειγμα 1ον. 
Νὰ λυϑῇ τὸ σύστημα 
Χ δ ω 
.-.-.- Ὁ --- ΞΘ. ---- 1 
8 4 2 () 
χ- 8. --τ- τε 48 (2) 
Παρισιάνομεν τὰ ἴσα κλάσματα «ἧς σχέσεως (1) μὲ ἕνα βοηθητικὸν 
ἄγνωστον᾽ πρὸς τοῦτο θέτομεν -Ξ ΞξΞ -Σ ΞΞ Φ Ξε λ, ἀπὸ τὴν ὁποίαν λαμ- 
βάνομεν χεἝϑβλ, γϑξάλ, ωὠΞξξᾶλ. (ῷ3) 
"Αντικαθιστῶμεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (2) τὰ χ, γ, ὦ μὲ τὰς τιμάς τῶν 
αὐτὰς καὶ ἔχομεν 
2.3λ-.3: 4λ--2λξεάδυ: ἤ 6λ-12λ-2λ-τ-48 ἢ 1δλεε48, ἄρα λεΞ3, 
Τὴν τιμὴν αὐτὴν τοῦ λ θέτομεν εἰς τὰς ἐξισώσεις (3) καὶ εὑρίσκομεν 
χιςϑ, γξξῖ2, ωξξῦ, ᾿ 
"Αοκήσεις : 1741. 1742, 1748, 1711, 174δ, 1746. 
Παράδειγμα 2ον. Νὰ λυθῇ τὸ σύστημα 


3χ-2(ν-ὠ -Ἐφ)ξε 42 
(Α) 3γ- 2 -Ἐφ-Χ)-Ξ44 
3ω Ἐ2(φ-Ἐχ-Γ )εΞ 46 
3Φ-Ἐ2(Χ- Υ -ὠὐτε48. 


Θέτομεν χιγτωΐφεετ (ἡ), ὁπότε θὰ εἶναι 
γϑωτφειτχ, ὠφφέίχειτυ, φΈέχγγεσττω, χ υ ώτετττῷ 
καὶ τὸ δοθὲν σύστημα γράφεται 


2χ-Τ 2(τ-χ)ξξ 42 () 
8) 3γ-2(τ-υὐξξ 44 3 
3ω-2(τ-- ὐἡΞΞ46. τ (ἢ 
3φ-2(τ--φ)τΞ 48 Θ 


"Απὸ τὰς ἐξισώσεις τοῦ συστήματος (Β) λαμβάνομεν 
--42.--2τ, γιξ44---2τ, ὠπ-Ξ46--2τ, φΞ-48--2τ (6) 
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Τὰς τιμὰς αὐτὰς τῶν χ, γ, ὦ, Φ θέτομεν εἰς τὴν (1) καὶ ἔχομεν 
(42---21:)-(44---2)-[(46---2τ)-(48---2τ)τετ. 

Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτὴν καὶ εὑρίσκομεν τεξ2ύ. 

Τὴν τιμὴν αὐτὴν τοῦ τ θέτομεν εἰς τὰς ἐξισώσεις (6) καὶ εὑρίσκόμεν 


χ-ῶ, γιξ4ά, ωὠξπξ, Ξξ8. 
᾿Ασκήσεις . 1749, 1750, 1781. 
840. 11. ᾿Αλλαγὴ τῶν ἀγνώστων. Παράδειγμα 1ον. Νὰ λυϑῇ 
ὁ σύστημα 
τ ΣΤῈΣ ΠΡ ΒΕ 
Χ Υ ω 
ω ΠΥ 
᾿ ΕἸ ταν - 
Χ ω δ᾽ 
Θέτομεν ΕΙ ΉΣΞ ἘΠῚ Ξξξῶ (4) 
μι χ ΞΞχ ᾿ Υ ΞΞΥ ,, ῶ ὡξουρὴ 
καὶ τὸ δοθὲν σύστημα γράφεται 
2χ΄ -Ἐγ΄ --ὌδώΞξξο (2) 
3 --2γ΄ΞΞ2 3 
3χ᾽ 3ω΄ΞΞ4 (4) 
᾿ ι 3ω΄ --2 , 
᾿Απὸ τὴν ἐξίσωσιν (3) λαμβάνομεν γ'ΞξΞ Ἐπ Ξ (3) 
᾿Απὸ τὴν ἐξίσωσιν (4 λαμβάνομεν χ΄-Ξ “Ξ5. (4) 


᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (2) τὰ ν΄ καὶ χ’ μὲ τὰς τιμάς των, 
ποὺ δίδουν αἱ ἐξισώσεις (37 καὶ (4) καὶ ἔχομεν 
4--3 3ω΄---ὦ 


2 Ξτξες ἐτρ Ἐπω τ - 3ωΞΟ, 
Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτήν, ἡ ὁποία εἶναι πρώτου βαθμοῦ πρὸς ω’ καὶ 


Ἶ ,. ΤῸ 
εὑρίσκομεν ὡἰξ- “τ. 


᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὰς ἐξισώσεις (3) καὶ (4) τὸ ὠ’ μὲ τὴν τιμήν του 
αὐτὴν καὶ εὑρίσκομεν 


10 10 
ἫΝ 3: τ 2 ςς ὦ ἘΝ, 4-3. 57 6 
γον 2 7’ δε 3 Ξγ: 
Τὰς τιμὰς τῶν χ΄, γ΄, ὠ΄ θέτομεν εἰς τὰς ἐξισώσεις (1) καὶ εὑρίσκομεν 


7 ποτε 
τε. γξΞ- "2" ωΞΞξΞ ἼΟ᾽ 
Παράδειγμα 2ον. Νὰ λυθῇ τὸ σύστημα 
γὼ ωχ ΧΥ ξξᾶ 


βγέζω "Ὁ ωμΞΣ 8 ὄχμᾷν “- 


χ- 
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Ἧ πρώτη ἐξίσωσις γράφεται 


3γέζω ἹἸ Ἄχ θοῦ ς ες στὴ, ᾿ 
ἢ ἐῆς--- ἢ τύτξε 


γω 6 χω γὼ 6 
Ὁμοίως αἱ δύο ἄλλαι ἐξισώσεις γράφονται 
2 3 1 5 4 1 
ΕΞ το. (. ἘΣΩΣ Ὁ πὸ β 
Λύομεν τὸ σύστημα τῶν ἐξισώσεων (1), (2), (3). 
᾿ΕΝ. ͵, 1: ὁ. 
Θέτομεν τ Ξεχ', Ἐπ Ξευ, ττξω (4) 
καὶ λαμβάνομεν τὸ ἰσοδύναμον σύστημα 
ἐνρς δ ὄρος - 
᾿ 1ϑω΄-ἘΤ2Υ 'ΞΞῚ (1Ί 
2. -3ω Ξξ -- ἢ 16χ -24ω ΞΞῚ (2) 
: 30γ -Ἐ24χ'Ξεὶ Θ᾽ 
δ. -ἀ4χ᾽Ξξ Ξε 
᾿Απὸ τὴν ἐξίσωσιν (2) ἔχομεν ω΄Ξξε ᾿ῸΣ (5) 
᾿Απὸ τὴν ἐξίσωσιν (3) ἔχομεν Υ᾽ΞΞ τοῖς (6 


᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (1) τὰ ωὡ΄ καὶ γ΄ μὲ τὰς τιμάς τῶν» 
ποὺ δίδουν αἱ ἐξισώσεις (5) καὶ (6) καὶ ἔχομεν 
1--Ἠ|ιόχ΄ 1-2άχσ' 3(1--16χ᾽), 2(1-24Χ) 
18. τος Ἔ12.-- 95 - ξΙι ἢ τ τ ἐξ τς --- ΞεΊ 
ἢ 15(1--[6χ7-.8(1-2έχθΞ20 ἢ 15---.:40χ΄ -[8---Ἰ92χ΄ -Ξ20 
ἢ -τ240χ"--192κ΄--- 15.820 ἢ --432χ΄----3 ἢ χε τς 
᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὰς ἐξισώσεις (5) καὶ (6) τὸ χ΄ μὲ τὴν τιμήν τοῦ 
αὐτὴν καὶ εὑρίσκομεν 
1 ᾿ 1 
ο ἀιδας δὴ τς δόμα Ἰώ 
ΟΞ 24 Ξ 4 .-4 ὸἝοἝ 830.4 Ξ36 
Τὰς τιμὰς τῶν χ΄, γ΄, ο' θέτομεν εἰς τὰς ἰσότητας (4) καὶ εὑρίσκομεν 
χΞΞΊ44, γ-ϑ36, ὠξξ27. 


᾿ΔΑσκήσεις : 1762, 1758, 1754, 1758δδ. 17δ6, 17ὅτ. 





341. ΠῚ Αἱ ν ἐξισώσεις δὲν περιέχουν ὅλους τοὺς ἀγνώ- 
στους. Παράδειγμα ον. Νὰ λυϑῇ τὸ σύστημα 


χ-  γ-Ξ10 | --ϑ (4) 
4υ-Ἀ-2ὼ-- φΞε 9 8: ς (2) 
8χ-[ἀωξεῖθ 1 (3) 


γι-δω ἐ ϑφ--18 1 ΤῊΝ 
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᾿Απαλείφομεν τὸν χ μεταξὺ τῶν ἐξισώσεων (1) καὶ (3). Πρὸς τοῦτο πολ- 
λαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς (1) ἐπὶ ---3 καὶ τῆς (3) ἐπὶ 1 καὶ ἔχομεν 


-3χ-ὅν-- ---30 
3χ- 4ωξε 16. 
Προσθέτομεν αὐτὰς κατὰ μέλη καὶ ἔχομεν 
--δνυ-4ω----Ἰ4 ἢ --3γ-Ἐ2ω-----7 (5) 


᾿Απαλείφομεν τὸν Φ μεταξὺ τῶν ἐξισώσεων (2) καὶ (4). Πρὸς τοῦτο πολ- 
λαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς (2) ἐπὶ 3 καὶ τῆς (4) ἐπὶ 1 καὶ ἔχομεν 
12γ-δω---3φΦΞΞ 27 
γ--5ω-Ἐ3φΞΞ13. 
Προσθέτομεν τὰς ἐξισώσεις αὐτὰς κατὰ μέλη καὶ ἔχομεν 
13γ-ωξξ40 (6) 
Λύομεν τό σύστημα τῶν ἐξισώσεων (5) καὶ (6) καὶ εὑρίσκομεν 
γεξξβ, ωὠΞςεῖ. 
᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (38) τὸ ὦ μὲ τὴν τιμήν του 1 καὶ ἔχομεν 
3Χ-[4.1ΞΞ16ς6 ἄρα χε-4. 
᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (2) τὰ ν καὶ ὦ μὲ τὰς τιμάς των καὶ. 
ἔχομεν 4.3:2.1-τ-φεθ ἢ φ:ς:5. 
“Ὥστε τὸ δοθὲν σύστημα ἔχει τὴν λύσιν (χεΞ4, γεε3, ὠξξῖ, φ-ξθ). 


Παράδειγμα 2ον. Νὰ λυθῇ τὸ σύστημα 


3χ- γε 43 (4) 

2Υ ὡτξΞ- 25 (ΩΩ) 

-- ὠ 3φΞΞ- 55 43 

ἘΡΕ εἐπένδν () 

᾿Απὸ τὴν ἐξίσωσιν (1) ἔχομεν χε: ΕΝ (4 
᾿Απὸ τὴν ἐξίσωσιν (2) ἔχομεν ὠ-ε25--2Υ (Ω 
᾿Απὸ τὴν ἐξίσωσιν (3) ἔχομεν φες 519 ΞΞΞ ΞΞ ΡΞ Σ) Ξε ΞΞ- (β ) 


᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὴν (4) τοὺς ἀγνώστους χ, ὦ καὶ φ μὲ τὰς τιμάς 
τῶν, ποὺ δίδουν αἱ ἐξισώσεις (17, (27, (6ὡ καὶ ἔχομεν 


5: Ἐ2ν-Ἐ5(25.-2γ)--4. 9 Σ. ----24, 


Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν αὐτήν, ἡ ὁποία εἶναι πρώτου βαθμοῦ ὡς πρὸς ν 
καὶ εὑρίσκομεν γεξῖο. 

᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὰς ἐξισώσεις (1, (27, (ΣΉ τὸ Υ μὲ τὴν τιμήν του 
10 καὶ εὐρίσκομεν 


ἘΞ 5.9 ΞΞΙΙ, ωὠπξῶ5--ῶὥ .Ἰῦξβξ,, φ-ξ “ΞΕ Ὸ ΞΞ20. 
“Ὥστε τὸ δοθὲν σύστημα ἔχει τὴν λύσιν 
(ΧΞΞῚ1, γεξῖο, ὠξξθ, φιξΖο), 
᾿Ασκήσεις: 1768, 1769, 1760, 1761, 1762, 1768. 


Αὐύσις συστημάτων δὲ ἄλλων μεϑόδων 829᾽ 
6. Δύσις συστημάτων δι᾽ ἄλλων μεϑόδων 


Ἁ 842. Μέϑοδος τοῦ ΒέΖζοιξ ἢ τῶν προσδιοριστέων συντε- 
λεστῶν. Κατὰ τὴν μέϑοδον τῆς ἀπαλοιφῆς διὰ προσϑέσεως, ἀπαλεί- 
φομὲν ἕνα ἄγνωστον, π. χ. τὸν χ, μεταξὺ τῆς πρώτης καὶ δευτέρας. 
ἐξισώσεως ἑνὸς συστήματος, ἔπειτα μεταξὺ τῆς πρώτης καὶ τρίτης ἔξι- 
σώσεως καὶ οὕτω καϑεξῆς, μέχρις ὅτου λ᾿ βωμεν τὴν πρώτην καὶ τὴν 
τελευταίαν ἐξίσωσιν τοῦ συστήματος. 

Ἢ μέϑοδος τοῦ Βέζουξ, ἣ ὅποία γενικεύει τὴν μέϑοδον αὐτήν, 
μᾶς ἐπιτρέπει νὰ ἀπαλείψωμεν ταυτοχρόνως (ν---1) ἀγνώστους, ἂν 
ὑπολογίσωμεν καταλλήλως τοὺς παράγοντας ἐπὶ τοὺς ὁποίους πρέπει. 
νὰ πολλαπλασιασϑῇ ἑκάστη ἐξίσωσις. 

Τὸ κάτωϑι παράδειγμα ϑὰ μᾶς δείξῃ τὸν τρόπον τῆς λύσεως ἑνὸς: 
συστήματος τριῶν ἐξισώσεων μὲ τὴν μέϑοδον τοῦ Βέζοιϊ. 

Ποράδειγμα. Νὰ λυθῇ τὸ σύστημα : ΄ 


α ΧΈῈΡ γΥΞΕῪ ὠτεὸ λ () 
α' χ β΄ γ-Ἐγ' ὠξεδ’ μ () 
αἰ ΧΟ β' Ὑ-Ἐγ΄ωξεδ' 1 8 


Πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως (1) ἐπὶ λ, τῆς "ἐξι- 
σώσεως (2) ἐπὶ μ καὶ τῆς ἐξισώσεως (3) ἐπὶ 1 καὶ προσθέτοντες κατὰ μέλη 
τὰς ἐξισώσεις, ποὺ θὰ προκύψουν, λαμβάνομεν 

(αλ- α μ- αχ- (βλ-Ἐβ μ- β΄ )ν-(ὙλΈγ μ- γ΄ )ωξξδλ- δ μ- δ΄ (4) 

Ἐὰν προσδιορίσωμεν τὰ ἃ καὶ μ εἰς τρόπον, ὥστε οἱ συντελεσταὶ δύο 
ἀγνώστων τῆς ἐξισώσεως (4) π. χ. οἱ τῶν Υ καὶ ὠ, νὰ μηδενίζωνται, τότε ἡ 
ἐξίσωσις (4 θὰ ἔχῃ ἕνα μόνον ἄγνωστον καὶ ἑπομένως δύναται νὰ λυθῇ: 
εὐκόλως. 

Διὰ νὰ μηδενίζωνται οἱ συντελεσταὶ τῶν γ᾽ καὶ ὦ πρέπει νὰ εἶναι 

βλαΈβμΈβ'ξεο 
ὙΔΈΥ μ-Έγ΄Ξθο. 

Λύομεν τὸ σύστημα τῶν δύο αὐτῶν ἐξισώσεων, μὲ ἀγνώστους τοὺς λ. 

καὶ μ καὶ εὑρίσκομεν τὴν λύσιν 


. ΒΎ-ΒΎ ς, . βΎΞβΥ' 
λει τ αγξβυ. Ὁ» μ τ βυξρν Θ 


Ὅταν οἱ λ καὶ μ ἔχουν τὰς τιμάς, ποὺ δίδουν αἱ ἰσότητες (6) καὶ (6), οἵ. 
συντελεσταὶ τῶν ἀγνώστων γ᾽ καὶ ὦ εἶναι μὴδὲν καὶ ἑπομένως ἡ ἐξίσωσις 


(4Φ γίνεται (αλ-α μ-α΄ χεξδλ- δ΄ μ Ἔδ' 
ἀπὸ τὴν ὁποίαν λαμβάνομεν, ἂν αλ- αι μ-α 0 
- δλέδμεδη. 
χ-Ξ- αλ-Έαμ-α" Ω} 


Ἂν. ἀντικαταστήσωμεν εἰς τὴν ἰσότητα (7 τὰ Δ καὶ μ μὲ τὰς τιμάς. 
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τῶν, ποὺ δίδουν αἱ ἰσότητες (5) καὶ (6), εὑρίσκομεν, μετὰ τὰς ἁπλοποιή- 
σεις κλπ. 
Ξ- δβγ΄--δβ'΄ γ΄ Ἐδβ' γ--δβγ' Ὑδ'βγ--δβΎ 68) 
αβγ--αβ᾿ Ὑ -ἘαΒ' Ὑ--α'Ῥγ' αἰ Βγ΄--α' ΒΎ 

Κατὰ τὸν αὐτὸν τρόπον ὑπολογίζομεν τὰς τιμὰς τῶν ἀγνώστων Υ καὶ 
ὦ, ἂν μηδενίσωμεν τοὺς συντελεστὰς τῶν χ καὶ ὦ ἢ τῶν χ καὶ γ. 

Εἰς τὴν πρᾶξιν ὅμως, ὅταν ὑπολογίσωμεν τὴν τιμὴν τοῦ χ, ἀντικαθι- 
στῶμεν τὸ χ μὲ τὴν τιμήν του εἰς τὰς δύο ἄλλας ἐξισώσεις τοῦ συστήματος 
καὶ ἔχομεν οὕτω νὰ λύσωμεν ἕνα σύστημα μὲ δύο ἀγνώστους, 

"Εφαρμογή. Νὰ λυθῇ τὸ σύστημα : 


2χ-3γ- ὧξξ 17 λ () 
3χ--4γ-2ω---- 5] μ ( 
ΧῚ γΣεβϑωξε 10 1 Θ 


Πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἐξισώσεως (Π) ἐπὶ λ, τῆς ἐξι- 
σώσεως (2) ἐπὶ μ καὶ τῆς ἐξισώσεως (3) ἐπὶ 1 καὶ προσθέτοντες κατὰ μέλη 
τὰς ἐξισώσεις, ποὺ θὰ προκύψουν, ἔχομεν 

(2λ- 3μ- })χ- (8ὁ8λ--ἀμ- 1)ν-Ε(--λιί2μ-  3)ωΞΞ 1 7λ- -ϑμ- 10 (ἢ 

Προσδιορίζομεν τὰ λ καὶ μ εἰς τρόπον, ὥστε οἱ συντελεσταὶ τῶν Υ 
καὶ ὦ νὰ εἶναι μηδέν, δηλ. θέτομεν 

3λ--4μ-1ΞΞ0 
-- ΧἜῈΖμΈΞΞΞΟ. 

Λύομεν τὸ σύστημα αὐτὸ καὶ εὑρίσκομεν τὴν λύσιν λεε--7, μΞ---5. 
Ἐὰάν λ--:--7 καὶ μ----5 οἱ συντελεσταὶ τῶν Υ καὶ ὦ εἶναι μηδὲν καὶ ἡ 
ἐξίσωσις (4) γίνεται 

(--14---15-Ἐ })χεεῖγι.----5- 5.10 ἢ --2θχε:---84, ἄρα χΞΞ3. 

᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὰς ἐξισώσεις (1) καὶ (2) τὸ χ μὲ τὴν τιμήν του 3 

καὶ εὑρίσκομεν τὰς ἐξισώσεις 
3γ.-- ὡξΞ 1] 
--4γ-2ω------Ἰ4. 

Λύομεν τὸ σύστημα αὐτὸ καὶ εὑρίσκομεν γ͵54, ὠΞΞΊ. 

“Ὥστε τὸ δοθὲν σύστημα ἔχει τὴν λύσιν (χεΞ3, γΞά, ὠξϑῖ), 

᾿Ασκήσεις : 1764, 1768. 


843. Μέϑοδος τῶν ὁὀοιζουσῶν. Τὴν διαφορὰν αβ΄ --βα΄ παρε- 


στήσαμεν συμβολικῶς διὰ τοῦ 








" ᾿ καὶ ἐκαλέσαμεν δρίζουσαν 
«τῶν συντελεστῶν α, β, α΄, β΄ (8 380). ᾿ 

Γενικῶς ἧ συμβολικὴ παράστασις 
α β 
α΄ β' 
λέγεται δρίζουσα δευτέρας τάξεως ἢ ὁδοίζουσα τῶν τε σ- 
σάρων στοιχείων α, β, α΄, β΄. 


Δ -τΟοΟ 





“Δύσις συστημάτων δι ἄλλων μεϑόδων 891 


Αἴ διαγώνιοι αβ΄ καὶ βα΄ λέγονται, ἀντιστοίχως, ἣ πρώτη 
καὶ ἧ δευτέρα διαγώνιος τῆς δριζούσης Δ. 
Ἢ συμβολικὴ παράστασις 


α β 
Δ ΞΞ- α΄ β΄ γ΄ 
α΄ β΄ ὟΝ 


λέγεται δρίξουσα τρίτης τάξεως ἢ δορίξουσα τῶν 
ἐννέα στοιχείων α, β,γ, α΄. β΄, γ᾽. α΄΄, β΄, γ᾽ καὶ παρι- 
στάνει τὴν παράστασιν ᾿ ᾿ ᾿ 

αβ᾽ γ᾽ Ἔβγ᾽ α΄΄-γα΄ β΄ -γβ' α΄ --αγ΄ β΄ --βαΐγ'' (} 

Ἢ πρώτῃ διαγώνιος τῆς δροιζούσης τρίτης τάξεως εἶναι ἢ αβΐγ΄ 
καὶ ἧ δευτέρα εἶναι ἦ γβ΄᾽ α΄. 

Διὰ νὰ ἐπιτύχωμεν τὸ ἄνάπτυγμα τῆς δριζούσης τρίτης τάξεως, 
δηλ. τὴν παράστασιν (1), χρησιμοποιοῦμεν τὸν κάτωϑι κανόνα, ὅ 
ὁποϊοςλέγεται κανὼν τοῦ 
ϑατῖταβ ΗΝ ἜΤ 

Γράφομεν τὴν πρώτην καὶ Χᾷ Ν ᾿ς “2. Ζ “, 
δευτέραν στήλην τῶν γραμμά- 
των παραπλεύρως τῶν τριῶν ἽΝ 'Χ' 'χ', ᾽ 
στηλῶν (Σχ. 11). 

“Σχηματίζομεν ἔπειτα τὰ “ ΝᾺ κ»ς 
ξξη γινόμενα τῶν στοιχείων, 
τὰ ὁποῖα κεῖνται ἐπὶ τῶν πα- ΄ Ὡ» ΄ ᾿ς ἐπ ς 
ραλλήλων γραμμῶν πρὸς τὰς Σχ. 11 
διαγωνίους, προτάσσοντες τὸ. 
σημεῖον -ἰ- εἷς τὰ τρία γινόμενα τῶν στοιχείων, τὰ ὅποῖα κεῖνται ἐπὶ 
τῶν παραλλήλων πρὸς τὴν πρώτην διαγώνιον καὶ τὸ σημεῖον --- εἰς τὰ 
γινόμενα τῶν στοιχείων, τὰ ὅποῖα κεῖνται ἐπὶ τῶν παραλλήλων πρὸς 


τὴν δευτέραν διαγώνιον. 
Π.χ. ᾿Ἂν θέλωμεν νὰ εὕρωμεν τὸ ἀνάπτυγμα τῆς ὁριζούσης 


3. 4 7 
ΔΞΞῚΙ 2 3 3 
5. 2 6 


σχηματίζομεν ἐν πρώτοις τὸν κάτωθι πίνακα 
3. 4 7 3 4 
23.3.2 33 
5.,.Ν 2 6 5 2 


καὶ κατὰ τὸν κανόνα τοῦ ϑατγα5 θὰ ἔχωμεν 
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Δεξ3.3.6:.4.3.57.2.2--7.3.5--3.3.2--4.2.6 
τε 54 - 60 - 28 -- ἸΟΘ -- 18 ---48::---29. 


844. Λύσις ἑνὸς συστήματος τριῶν ἐξισώσεων μὲ τρεῖς 
ἀγνώστους διὰ τῆς μεϑόδου τῶν ὁριξζουσῶν. Διὰ νὰ λύσωμεν 
ἕνα σύστημα τριῶν ἐξισώσεων τοῦ πρώτου βαϑμοῦ μὲ τρεῖς ἀγνώ- 
στους, μὲ τὴν μέϑοδον τῶν δοιζουσῶν, ἐφαρμόζομεν τὸν κανόνα τοῦ 
Ουσασιογ (8 880). 

Παράδειγμα. Νὰ λυθῇ τὸ σύστημα 

, 3ΞΧ-  2υ -ἀωξεῖτ 
2.χ-5υ- 3ωΞΞ19 
3χ-- γῚ ὡΞξξΞ 8. 


Κατὰ τὸν κανόνα τοῦ Οταιιεῖ θὰ εἶναι 











1.» .2 4 3 17 4 3.»,0ἩΔἃδ 17 
1.5 3 2 19 3 2. 5. 19 
.ς|Ἀ[|8- 1 63. 8 1 ΟΠ |3- 8 
ΧΙ τ». χ:1Ὁ ἜΤ 2. 44Ἠ'᾽ύ|ή τ 5.. 2 4 
2 5 3 2. 5 3 2.5 3 

3-- 1 3 -- 1 3-- 1 











Ὑπολογίζομεν τὰς ὁριζούσας τῶν ἀριθμητῶν καὶ παρονομαστῶν τῶν 
ἀγνώστων χ, Υ, ὦ μὲ τὸν κανόνα τοῦ ϑαττιβ καὶ ἔχομεν 


17.5.1-[2.3.8-4.19.(--1)--4.5.. 8-17.3. (--1γ)--2.19.1 ΒΞ 


ΧΗ τ  Φ ἘΞ 112.3.3..4.2{- -1,-4.5.3..3.3.(--)--2.2.] 
 85.48--76--160:.51-.-388 --90 . 
15.:18.-8-δ019.4 ---ἔἹὈῸὀ 


Ὁμοίως εὑρίσκομεν, ὅτι γεεῶ, ὠξΞΞΊ. 
᾿Ασκήσεις : 1766, 1767, 1768, 1769. 


ἡ. Συμμετρικὰ συστήματα 


845. Συμμετρικαὶ παραστάσεις. Κυκλικὴ ἐναλλαγή. ὝὙπο- 
ϑέτομεν, ὅτι ἔχομεν τὴν ἀλγεβρικὴν παράστασιν αἰπ--βγ τῶν τριῶν 
γραμμάτων α, β, γ. 

"Ἐπὶ μιᾶς περιφερείας σημειώνομεν τρία σημεῖα, τὰ ὁποῖα ὄνο" 
μάζομεν α, β, Υ καὶ ὑποϑέτομεν, ὅτι ἕνα κινητὸν ἀναχωρεῖ ἀπὸ ἕνα 
σημεῖον, ἔστω τὸ α, καὶ διανύει τὴν περιφέρειαν κατὰ τὴν φορὰν τοῦ 
βέλους. Τὸ κινητὸν αὖὗτό, κατὰ τὴν κίνησίν του ἐπὶ τῆς περιφερείας, 
ϑὰ συναντᾷ τὰ διάφορα σημεῖα α, β, καὶ πάντοτε κατὰ τὴν αὑτὴν 
τάξιν (Σχ. 19). 

"Ἐὰν εἷς τὴν παράστασιν α--βγΥ (Π) ἀντικαταστήσωμεν 
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κάϑε γράμμα τῆς διὰ τοῦ ἑπομένου γράμματος, ποὺ συναντᾷ τὸ κινη" 
τὸν κατὰ τὴν κίνησίν του, δηλ. τὸ α διὰ τοῦ β, τὸ β διὰ τοῦ γ, τὸ Υ 
διὰ τοῦ α, ϑὰ λάβωμεν, τὴν παράστασιν 

β᾽--γαὰ (2) οἱ 
ἣ ὅποία ϑὰ λέγωμεν, ὅτι προέκυψεν ἀπὸ 
τὴν παράστασιν (1) διὰ κυκλικῆς 
ἔναλλαγῆς τῶν γραμμάτων τῆς. 


Ἢ νέα παράστασις (2) διὰ κυκλι’ ἢ 
κῆῇς ἐναλλαγῆς τῶν γραμμάτων τῆς γίνε" 
ται γ"᾽--αὠἀβ καὶ αὐτὴ πάλιν διὰ νέας κυ- ἵ 
κλικῆῇῆς ἐναλλαγῆς τῶν γραμμάτων τῆς - “,"' 
γίνεται α"--βγ, δηλ. προχύπτει ἧ δο- Σχ. 12 


ϑεῖσα παράστασις (1). 

Δυνάμεθα νὰ κάμωμεν κυκχλικὴν ἐναλλαγὴν καὶ εἷς δύο ὁμάδας 
γραμμάτων, τὰ ὅποῖα περιέχονται εἷς μίαν παράστασιν ἢ εἷς ἕνα τύπον" 

Π.χ. Ἐὰν ἔχωμεν τὴν παράστασιν αὖχ-β'γ- γὼ καὶ κάμωμεν 
χωριστὰ τὴν κυκλικὴν ἐναλλαγὴν τῶν γραμμάτων α, β, γ καὶ χΧ, γ. ὦ λαμ- 
βάνομεν τὴν παράστασιν βν-[γωταῦχ. 

Λέγομεν, ὅτι μία παράστασις εἶναι συμμετρικὴ ὧς πρὸς τὰ 
γράμματα ποὺ περιέχει. ἐὰν ἧ παράστασις δὲν ἀλλάσσει τιμήν, ὅταν 
ἀλλάξωμεν μεταξύ των τὰ γράμματά της διὰ κυκλικῆς ἐναλλαγῆς. 

Π. χ. Ἦ παράστασις 

αἰβ΄ Υ)" -Ἐβίγ-Ἐο)" γί ἘΒ)" (2 
εἶναι συμμετρικὴ πρὸς τὰ γράμματα α, β, γ᾽ διότι, ἐὰν ἀντικαταστήσωμεν 
τὸ α διὰ τοῦ 8, τὸ β διὰ τοῦ Υ καὶ τὸ γ διὰ τοῦ α, λαμβάνομεν τὴν παρά- 
στασιν βίγ-α)» γί Ἐ β)"-Ἐα(β- Υ}» 

ἡ ὁποία εἶναι ἡ αὐτὴ μὲ τὴν παράστασιν (2). 
Ὁμοίως ἡ παράστασις 
α β : Ὑ 
(α--οβ)ία--) Ἴ: (β-οὐιβ--) τ (γ--β)γ--αἡ 
εἶναι συμμετρικὴ παράστασις πρὸς τὰ γράμματα αι, β, γ. 

Μία ἀλγεβρικὴ παράστασις λέγεται συμμετρικὴ πρὸς δύο ἢ 
περισσοτέρας ὅὁμάδας γραμμάτων, ἐὰν δὲν ἀλλάσσῃ τιμήν. διαν ἀλλά- 
ξωμεν εἷς αὐτήν, διὰ κυκλικῆς ἐναλλαγῆς, τὰ γράμματα δύο οἱωνδή- 
ποτὲ ὁμάδων. 

Οὕτω ἡ παράστασις : 

αἰΧ βν-ΓΥ Ἐδ᾽Φ 6) 
εἶναι συμμετρικὴ ὡς πρὸς τὰς ὁμάδας τῶν γραμμάτων (α, χ), (β, γ), 
(γ, ὠ), (δ, φ),.͵ Πράγματι, ἐὰν λάβωμεν τὰς ὁμάδας (ἁ, χ) καὶ (γ, ὦ) καὶ 


9ὲ Συμμετρικὰ συστήματα 


ἀλλάξωμεν τὸ αἱ διὰ τοῦ γ, καὶ τὸ γΥ διὰ τοῦ α, ὅπως ἐπίσης τὸ χ διὰ τοῦ 
ὦ καὶ τὸ ὦ διὰ τοῦ χ λαμβάνομεν τὴν παράστασιν 

γ᾽ Ἐβ᾽ν ταῦ χ ἐδφ᾽ 
ἡ ὁποία εἶναι ἡ αὐτὴ μὲ τὴν (3). 


846. Συμμετοικὰ συστήματα. Ἵνα σύστημα ἐξισώσεων λέγε- 
τα συμμετρικόν, ὅταν κάϑε μία ἀπὸ τὰς ἐξισώσεις του εἶναι 


συμμετρικὴ ὡς πρὸς τὰς αὐτὰς ὅμάδας γραμμάτων. 
Π. χ. Τὸ σύστημα 


χγωξεα (4) 
γ- ω Ἔφεεβ ῶ 
ὡπἘφΈ ΧξεΥ (43) 
φΈσχ  γϑϑὸ ( 


εἶναι συμμετρικὸν πρὸς τοὺς ἀγνώστους Χ, Υ, ῶ, φ καὶ πρὸς τὰ γράμματα 
α, β, γ, ὃ 


8347. Λύσις συμμετρικῶν συστημάτων. Πρόβλημα 1ον. 
Νὰ λυϑῇ τὸ σύστημα 


χι-Έγ - ὠξξα (1) 
γ- ω-φεξβ (2) 
ὡ-Ἐφ- χϑογ (3) 
φΈχ- γε (4) 


Διὰ νὰ λύσωμεν τὸ σύστημα αὐτὸ προσθέτομεν κατὰ μέλη τὰς ἐξισώ- 
σεις του καὶ ἔχομεν 


3χ- 3γ- [3 Ἐβφεεα Ἐβεγεδ ἢ χαυ ω  φεξ ΞΈΡΈΥΗ 6) 


᾿Αφαιροῦμεν ἀπὸ τὴν ἐξίσωσιν (5) τὴν (1) κατὰ μέλη καὶ ἔχομεν 


(6 

Αἱ τιμαὶ τῶν ἄλλων ἀγνώστων εὑρίσκονται ὁμοίως" δηλ. ἀφαϊροῦμεν 
ἀπὸ τὴν (6) διαδοχικῶς κατὰ μέλη τὰς ἐξισώσεις (2), (3), (4. 

Δυνάμεθα ὅμως, λόγῳ τῆς συμμετρίας τοῦ συστήματος, νὰ εὕρωμεν 
ἀμέσως ἐκ τοῦ τύπου (6) τὰς τιμὰς τῶν ἀγνώστων χ, γΥ, ὦ διὰ κυκλικῆς 
ἐναλλαγῆς τῶν ἀγνώστων Χ, Υ, ὦ, Φ καὶ τῶν γραμμάτων α, β, γ, ὃ 

Πράγματι εἶναι 


γέδέα-3β ν- δέαΈβΞΥ ωὡ---- ΔΈΡΈΥ--28 
3 ΠΝ 3 ΠΝ 3 ΄ 


Προόβλημα 3ον. Νὰ λυϑῇ τὸ σύστημα 


Συστήματα μὲ μ ἐξισώσεις καὶ μ-ῖ ν ἀγνώστους 8858. 


ξελειοι 
1 1 
σύ οττστ 
ἐεΐοεΐοι 
τυλειοι 

Ἐὰν θέσωμεν το, Φ -ν, τῷ, ὦ τῷ, - Ξα, 


1 
 Ῥ' τ ν, τ -᾽, λαμβάνομεν τὸ αὐτὸ σύστημα μὲ τὸ προη- 


γούμενον καὶ ἑπομένως ἡ λύσις του εἶναι εὔκολος. 
᾿Ασκήσεις : 1710. 1771, 1772, 1778, 1174, 1775, 1776, 1τῦτ, 
1118. ᾿ 


8. Συστήματα εἰς τὰ ὁποῖα ὁ ἀριϑμὸς τῶν ἐξισώσεων 
δὲν εἶναι ἴσος μὲ τὸν ἀριϑμὸν τῶν ἀγνώστων 


848. Συστήματα μὲ μ ἐξισώσεις καὶ μιν ἀγνώστους. 
Ἔστω, ὅτι ἔχομεν νὰ λύσωμεν τὸ σύστημα 


() χ-  8γ--ὅωξξϊο 
Ϊ 4χ--- γ- ωὡξξ 1. 

“Ὑποϑέτομεν, ὅτι ὃ ὦ εἶναι γνωστός. Μεταφέρομεν εἷς τὸ δεύτε" 
ρον μέλος τοὺς ὅρους, οἱ ὁποῖοι ἔχουν τὸν ὦ καὶ ἔχομεν τὸ ἰσοδύνα- 
μον σύστημα 

Ϊ 2χ- ϑυπξιθ- δὼ (1) 
Α4χ---- γξ 1--ὀ.Ὀὸὼ (9) 

Λύομεν τὸ σύστημα αὐτὸ μὲ μίαν ἀπὸ τὰς γνωστὰς μεϑόδους 
ἀπαλοιφῆς καὶ εὑρίσκομεν τὴν λύσιν 
153 ΝΞ 19 ἘΜ 3) 

Παρατηροῦμεν, ὅτι οἵ ἄγνωστοι χ καὶ Υ ἐκφράζονται συναρτήσει 
τοῦ ἀγνώστου ὠ. Δυνάμεϑα λοιπὸν νὰ δώσωμεν εἷς τὸν ὦ τυχοῦσαν 
αὐϑαίρετον τιμὴν καὶ νὰ προσδιορίσωμεν τὰς ἀντιστοίχους᾽ τιμὰς τῶν 
Χ καὶ Υ ἀπὸ τοὺς τύπους (3). 


886 Συστήματα μ-Ὴν ἐξισώσεων μὲ μ ἀγνώστους 


Πιχ. Ἂν δώσωμεν εἰς τὸν ὦ τὴν τιμὴν 0, οἱ τύποι (3) δίδουν 


ΞΞ ἘΝ γ Ξε Ξ καὶ τὸ σύστημα ᾿ τὴν λύσιν 
13 
. (φ ΞΞ Ἴ4' »ΞΞ--Ξ. -" 
᾽Εὰν θέσωμεν ὠξΞΞΊ, οἱ τύποι (3) δίδουν χ ΞΞ Ἔ καὶ γΞτΞ Ξ καὶ τὸ 


«σύστημα ἔχει τὴν λύσιν 


ἀπ, στ ωὴ 
ΞΞ 4 7 π᾿ γᾶς, ΣῶΞΞΟΟΣ 


“Ὥστε τὸ δοϑὲν σύστημα ἔχει ἀπείρους λύσεις, δηλ. εἶναι ἀόρι: 
στον. Εἰἷς τὴν περίπτωσιν αὑτὴν ϑὰ λέγωμεν, ὅτε ἧ ἀοριστία 
εἶναι ἁπλῆ ἢ πρώτης τάξεως. 

Γενικῶς, ἐὰν ἕνα σύστημα ἔχῃ μ ἐξισώσεις μὲ μ-ν ἀγνώστους 
δυνάμεϑα νὰ δώσωμεν εἷς τοὺς ν ἀγνώστους αὐϑαιρέτους τιμὰς καὶ 
νὰ εὕρωμεν τὰς ἀντιστοίχους τιμὰς τῶν ἄλλων μ ἀγνώστων. Εἷς τὴν 
περίπτωσιν αὐτὴν τὸ σύστημα εἶναι ἀόριστον μὲ νβοηϑητικοὺς 
ἀγνώστους. “Η ἀοριστία αὐτὴ λέγεται ν τάξεως. 

Σήμ. Ἕνα τοιοῦτον σύστημα δύναται ἐν τούτοις νὰ εἶναι ἀδύνατον. Π.χ. 
τὸ σύστημα 


| ῶχ- ὄν ϑως- 8 () 
--ὐχ-Ιῦν --ϑωξξὶδ (2) 
εἶναι ἀδύνατον, διότι ἂν πολλαπλασιάσωμεν᾽ καὶ τὰ δύο μέλη τῆς πρώτης ἐξι- 
σώσεως ἐπὶ -ὃ εὑρίσκομεν τὴν ἐξίσωσιν --Θχ-  1ὅν---ϑω-:---24, ἡ ὁποία 


ψαζὶ μὲ τὴν ἐξίσωσιν (2) σχηματίζουν ἕνα σύστημα ἀδύνατον. 


᾿Ασκήσεις : 1779, 1780. 


8349. Συστήματα μιν ἐξισώσεων μὲ μ ἀγνώστους. Ὅταν 
ὁ ἀριϑμὸς τῶν ἐξισώσεων εἶναι μεγαλύτερος ἀπὸ τὸν ἀριϑμὸν τῶν 
ἀγνώστων, π. χ. ὅταν ἔχωμεν μ-Ἐν ἐξισώσεις μὲ μ ἀγνώστους, ἐκλέγο" 
μὲν μ᾽ ἐξισώσεις, τὰς ἁπλουστέρας, καὶ λύομεν τὸ σύστημα τῶν μ 
αὐτῶν ἐξισώσεων μὲ τοὺς μ ἀγνώστους καὶ προσδιορίζομεν οὕτω τὰς 
τιμὰς τῶν μ αὑτῶν ἀγνώστων. Αἷ τιμαὶ τῶν μ αὐτῶν ἀγνώστων πρέ" 
πει νὰ ἐπαληϑεύουν καὶ τὰς ἄλλας ν ἐξισώσεις, ἄλλως τὸ σύστημα 
εἶναι ἀδύνατο ν᾽ εἷς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν λέγομεν, ὅτι αἵ μ--ν 
ἐξισώσεις εἶναι ἀσυμβίβαστοι. 


3580. Πρόβλημα. Νὰ ἐξετασϑῇ, ξὰν αἱ κάτωϑι ἐξισώσεις 
ϑι-ἘγΞΞ17 (1), -π-ϑυ- γξε8 (8), 45ῳ.--ὅψΞε (8) 


ἀποτελοῦν σύστημα ἐξισώσεων. 
Λύομεν τὸ σύστημα τῶν ἐξισώσεων (1) καὶ (2) μὲ μίαν ἀπὸ τὰς γνω- 
στὰς μεθόδους καὶ εὑρίσκομεν χεΞ3, γΞξῶ.. 


Συστήματα μ-ξν ἐξισώσεων μὲ μ ἀγνώστους ᾿ 881 


Ἐξετάζομεν τώρα, ἐὰν αἱ τιμαὶ χ--:3, γεε2 ἐπαληθεύουν τὴν ἐξί- 
σωσιν (3). 

Πράγματι, ἐὰν θέσωμεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν 35)͵)͵ χεΞβ3, γεξῶ εὑρίσκομεν 

4.3--5.2Ξ-Ξ2ὦ ἢ 12--[ῦξ2 ἢ 252. 

Παρατηροῦμεν, ὅτι αἱ τιμαὶ χεΞ3, γεξ2 ἐπαληθεύουν καὶ τὴν τελευ- 
ταίαν ἐξίσωσιν καὶ ἑπομένως αἱ δοθεῖσαι ἐξισώσεις ἀποτελοῦν σύστημα ἐξι- 
σώσεων ((ἷναι συμβιβαστα ῇ). ᾿ 

Σημ. Ἑὰν ἡ ἐξίσωσις (8) ἦτο ἀχ--ὕγ-εδ, αἱ τιμαὶ χεξδ, γ::2 δὲν 
ἐπαληϑεύουν τὴν ἐξίσωσιν αὐτὴν καὶ τὸ δοϑὲν σύστημα εἶναι ἀδύνατον 
ἢ λέγομεν, ὅτι αἱ ἐξισώσεις του εἶναι ἀσυμβίβαστοι. 

351. ᾿Απαλείφουσα. ᾽Εὰν αἵ μ-ΐτν ἐξισώσεις μὲ τοὺς μ ἀγνώ- 
στους εἶναι ἐγγράμματοι, δυνάμεϑα νὰ εὕρωμεν τὴν ἱκανὴν καὶ ἄναγο 
καίαν συνθήκην, ἵνα αἷ δοθεῖσαι ἐξισώσεις εἶναι συμβιβασταί. Πρὸς 
τοῦτο ἐργαζόμεϑα ὡς ἕξῆς : 

᾿Ἐκλέγομεν μ ἐξισώσεις, τὰς ἁπλουστέρας, καὶ λύομεν τὸ σύστημα 
τῶν μι αὐτῶν ἐξισώσεων μὲ τοὺς μ' ἀγνώστους. ᾿Αντικαϑιστῶμεν 
ἔπειτα τὰς τιμὰς τῶν ἀγνώστων αὑτῶν εἷς τὰς ὑπολοίπους ἐξισώσεις 
καὶ σχηματίζομεν ν ἰσότητας, αἷ ὅποῖαι ἐκφράζουν τὰς συνθήκας ὑπὸ 
τὰς ὁποίας τὸ δοϑὲν σύστημα ϑὰ εἶναι συμβιβαστόν. 

Αἱ ἰσότητες αὐταὶ λέγονται συναρμόζουσαι ἢ ἄπα- 
λείφουσαι τοῦ συστήματος. 


852. Πρόβλημα ἴον. Νὰ προσδιορισϑῇ ὁ μ εἰς τρόπον, ὥστε αἷ- 
ἐξισώσεις ατ-μυξει, χῆτυξεβμ, σττυϑξϑεὸ Ι 
νὰ εἶναι συμβιβασταί. 

Λύομεν τὸ σύστημα τῶν δύο τελευταίων ἐξισώσεων καὶ εὑρίσκομεν 
ΒῈ, γα ω 

᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὴν πρώτην ἐξίσωσιν τὰ χ καὶ Υ' μὲ τὰς τιμάς 
τῶν αὐτὰς καὶ ἔχομεν 


ΠΕΣ ἐμ. πὲ -ῦ ἢ μεδεμμπῶαῶ ἢ μιεμ'ϑμ--2ετῦ 


2 
ἢ μπμξὸ ἢ μίμ--ἴγξξο ὥ) 
Διὰ νὼ εἶναι αἱ δοθεῖσαι ἐξισώσεις συμβιβασταὶ πρέπει νὰ ἰσχύῃ ἡ 
σιάοις (2) (ἀκα λείφου σ αὐ. 
Ἡ σχέσις (2) ἀληθεύει διὰ μΞΞ0 καὶ διὰ μΞεΞΊ. 
Ἐὰν λάβωμεν μεξῦ, αἱ ἰσότητες (1) δίδουν χεΞΊ καὶ γΞ--Ἰ᾿ καὶ ἔχομεν 
τὴν λύσιν (χεΞῖ, γε:--1) τοῦ συστήματος τῶν ἐξισώσεων, ποὺ ἐδόθησαν. 


1 
Ἐὰν λάβωμεν μΞεΞΊ, αἱ ἰσότητες (1) δίδουν χΞΞ 3, γεξ-- -πτ καὶ 


τὴν λύσιν ΧΞ 


ἔχομεν τὴν λύσιν (φ Ξε 3, γ»---- -Σ) 
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958. Πρόβλημα 93ον. Νὰ εὑρεϑῇ ἡθινη καὶ ἀναγκαία συνϑήκη. 
ἵνα τὸ σύστημα τῶν ἐξισώσεων 


χ-  γεεϑα (1) 
ΦΧ ϑγες αἘ9β ᾿ (3) 
8χ- ἀν-εϑα- 3β--1 (4) 


εἶναι συμβιβαστόν. 

Λύομεν τὸ σύστημα τῶν ἐξισώσεων (1) καὶ (2) καὶ εὑρίσκομεν 

χεξατβ, γϑεα--β () 

Τὰς τιμὰς͵ αὐτὰς τῶν χ καὶ ν᾽ θέτομεν εἰς τὰς ἐξισώσεις (3) καὶ (4) καὶ 
εὑρίσκομεν 

[ 2(α-β)-Ε3(α--β)Ξξξ α-"2β ῃ 68) 4α--3βε-- 0 
3(α-Ἐβ)-.4(α---β)ΞΞ2α-3β--Ἰ 5α---4β-----Ἴ. 

Διὰ νὰ εἶναι τὸ σύστημα (Α) συμβιβαστὸν πρέπει νὰ ἀληθεύουν αἱ 
σχέσεις () (ἀπα λείφου σ οὐ. 

Αἱ σχέσεις (Β) ἀποτελοῦν ἕνα σύστημα δύο ἐξισώσεων μὲ δύο ἀγνώ- 
στους α καὶ β, τὸ ὁποῖον δυνάμεθα νὰ λύσωμεν. Λύοντες αὐτὸ εὑρίσκομεν 
αξξβ, β:ξ4. 

Αἱ τιμαὶ αὐταὶ τῶν α καὶ β καθιστοῦν τὸ σύστημα (Α) δυνατὸν καὶ 
ἡ λύσις του δίδεται ὑπὸ τῶν τύπων (5) καὶ εἶναι χεΞ7, γ-----. 

᾿Αοκήσεις : 1781, 1782, 1788, 178.., 1785, 1786, 1787, 1788, 
1789, 1790, 1791, 1792, 1798, 1794, 1798. 
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3584. “Ομογενὴς ἐξίσωσις. ᾽᾿'Ομογενῆ συστήματα. Μία ἄκε- 
ραία ἐξίσωσις λέγεται ὅ μογεν ή ς. ὅταν δύναται νὰ τεϑῇ ὑπὸ τὴν 
μορφὴν «τεῦ, ὅπου Α εἶναι ἕνα πολυώνυμον ὁμογενὲς (8 128) ὡς 
πρὸς τοὺς ἀγνώστους. 

Π.χ. αἱ ἐξισώσεις αχόεβγεξῦ, αχ βυ-γωτξξοὸ εἶναι ὁμογενεῖς. 

Μία ὁμογενὴς ἐξίσωσις δὲν εἶναι ποτὲ ἀδύνατος. "Ἔχει πά ν- 
τοτε τὸ ὀλιγώτερον τὴν λύσιν χεεγξξωξξ...,.. ξξύ. 

Ἕνα σύστημα λέγεται ὅμογεν ἐς, ὅταν αἱ ἐξισώσεις του εἶναι 
ὁμογενεῖς. 


855. Σύστημα δύο ὁμογενῶν ἐξισώσεων τοῦ πρώτου βα- 
ὃμοῦ μὲ δύο ἀγνώστους. "Εστω τὸ γενικὸν σύστημα 
α Χ-Γβ γεΞϑὸ 


(Α) αἰχ-᾿ΗβγΎεϑο. 
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Τὸ σύστημα αὐτὸ δὲν εἶναι ποτὲ ἀδύνατον, διότι ἔχει πάντοτε 
τὴν λύσιν χεξθ, γϑξῷ. 

Ὑποϑέτομεν, ὅτι οἱ συντελεσταὶ α, β, α΄, β΄ εἶναι διάφοροι τοῦ 
μηδενός. Γνωρίζομεν (8 826) ὅτι : 


1ον. ᾿Εὰν αβ΄ --βαΐψζξο, δηλ. ἐὰν ΕΣ τὸ σύστημα (Α) 


ἔχει μίαν λύσιν, ἧ ὁποία δίδεται ὑπὸ τῶν τύπων 
γβ΄ --βγ΄ ᾿ς αγ΄ τ γα 
αβ΄---βα΄ ᾿ ὃ αβ΄--βα΄ ᾿ 
᾿Επειδὴ ἐδῶ εἶναι γεεγίξξο, οἱ ἀριϑμηταὶ τῶν κλασμάτων 
αὐτῶν εἶναι μηδὲν καὶ ἑπομένως ἣ λύσις τοῦ συστήματος (Α) εἶναι 


ΧΞΞ 





χεξθ, γϑξο. 
ῶον. "Βὸ , ͵ Ὁ ἃ β -, 
ον. ᾿Ἐὰν αβ΄ --οβαΐΞξξο, - δηλ. ἐὰν τ Ξ 5’ τὸ σύστημα (Α) 
εἶναι ἀόριστον. 
Ἷ ΕΣ , α β " , ᾿ 
Πράγματι, ἐὰν ϑέσωμεν --- ΠΩ Ξ: τ΄ λαμβάνομεν α΄ΞΞαλ 


καὶ βίΞξξβλ, ὅπότε τὸ σύστημα (Α) γίνεται 
ἱ αχτίβυ τὸ ἀαχ-βυξξο 
λίακ-Ἐβγ)-- ἢ Ι ἀχ- βνεθο. 
Παρατηροῦμεν, ὅτι τὸ σύστημα ἀνάγεται εἷς μίαν ἐξίσωσιν μὲ 
δύο ἀγνώστους, ἣ ὁποία εἶναι προφανῶς ἀόριστος (8 310). 
Ἢ ἀοριστία τοῦ συστήματος (Α1) εἶναι ἁπλῆ. 


8358. Σύστημα δύο ὁμογενῶν ἐξισώσεων τοῦ πρώτου βα- 
ϑμοῦ μὲ τρεῖς ἀγνώστους. “Ἕστω τὸ γενικὸν σύστημα 
: () [ α ΧΟ βΥ-Υ ὠξξὸ 

αἰχο βν-Εγ΄ωξθϑο. 

Τὸ σύστημα αὐτὸ δὲν εἶναι ποτὲ ἀδύνατον, διότι ἔχει πάντοτε 
τὴν λύσιν χἕξῦ, γὲξξθ, ὠΞξϑΌ. 

"Ἐπίσης τὸ δοϑὲν σύστημα εἶναι ἀόριστον, διότι ἔχει περισσο- 
τέρους ἀγνώστους ἀπὸ τὰς ἐξισώσεις (8. 848). 

Θὰ ἀναζητήσωμεν ἤδη τὸν γενικὸν κανόνα τοῦ σχηματισμοῦ τῆς 
λύσεως. : 

᾿Ξὰν δώσωμεν εἷς τὸ ὦ μίαν αὐϑαίρετον τιμήν, τότε τὸ σύστημα 
(Δ) γίνεται 
αχβγεξτσγοω 


Θ) ατβΎυ--:--ο. 


840 ᾿Ομογενῇ συστήματα 


᾽Εὰν αβ΄' --βαΐζξΟ, τὸ σύστημα (Β) ἔχει τὴν λύσιν 
βγω--βΐγω Ξιω.- ΒΥ ΞΒΎ 


Ἐπ αβτβα. αβ΄--βα΄ ᾿ () 
᾿ς αγω--αγΐῳ ΞΕ αΐγ--αγ΄ 
γΞξ αβ΄ --ἰβα΄ αβ΄ --ἰβα΄ 3 


Παρατηροῦμεν, ὅτι αἷ τιμαὶ τῶν χ καὶ Υ ἐξαρτῶνται ἐκ τῇς τι- 
μῆς τοῦ ὦ. 
᾿Εὰν ϑέσωμεν ὠξΞεαβ΄---βα΄, οἷ τύποι (1) δίδουν τὴν λύσιν 
χεεεβγ' --βγ, γεξαγ--αγ, ωὠπεαβ΄'--βα΄. 
᾿Εὰν ϑέσωμεν ὠΞξελ(αβ΄---βαΊ, αἵ τιμαὶ τῶν χ καὶ Υ ϑὰ γίνουν 
λ φορὰς μεγαλύτεραι τῶν προηγουμένων, δηλ. ϑὰ εἶναι : 


πεϑλίβγ΄ --βγ), γεϑελία γ--αγῇ, ωὠπτελί(αβ’--βαΊ () 


Γενικῶς, τὸ δοϑὲν σύστημα ἔχει μίαν ἀπειρίαν λύσεων, αἴ ὅποῖαι 
δίδονται ὑπὸ τῶν τύπων (2). 


“Ὥστε, ἐὰν αβ΄ --βαζξὺ ἡ ἀοριστία ἐἴναι ἃ πλῆ. 





"Ἐὰν ὅ-ᾷ --ἰ, ἣ ἀοριστία εἶναι διπλῆ, 


διότι αἵ δύο ἐξισώσεις τοῦ συστήματος ἀνάγονται εἷς μίαν. 
Παρατήρησις. Ἢ λύσις (2) δύναται νὰ γραφῇ ὅπὸ τὴν μορφὴν 


βγ΄--βΎ ἔσο αΎγ--αγ΄ ἔστω αβ΄--αῇ τϑελ (8) 
τ το -- ες. 00 ὦ τς 
ἢ ΝΣ αβΙ ᾿ ι 
β΄ γ΄ γ΄ α΄ α΄ β΄ 











λ 


ὅπου λ τυχὼν ἀριϑμός. 


857. ᾿Εφαρμογή. Πρόβλημα. Νὰ λυϑῇ τὸ σύστημα 


ὕχ-  4ν--ωξξε 0 () 
ἀχ-- γ-- ὠὡτξ 0 ἡ (2) 
χ  ϑγ-  ϑωτΞε]9 ᾿ (3) 


ΑἹ δύο πρῶται ἐξισώσεις τοῦ συστήματος εἶναι ὁμογενεῖς καὶ ἑπομέ- 
γνὼως αἱ τιμαὶ τῶν ἀγνώστων Χ, Υ, ὦ δίδονται ὑπὸ τῶν τύπων 
χεξλίβγ΄-- β΄), γεξλία γ--αγὴ, ωὠκεελί(αβ’--βαΊ (, 
Ἐπειδὴ βγ΄--βὙϑα4(--1).-ἰ(--ἢ). (--2.Ξ:--6, 
αΎὝ--αγΐξξά4. (--2)-5. (--1)Ξ--3, αβ’-βα΄ ΞΞδρ(---1)---4. 4-::---21, 
οἱ τύποι (4) γίνονται 
χε---όλ, γν--3λ, ωὠ----2λ (5 
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᾿Αντικαθιστῶμεν εἰς τὴν ἐξίσωσιν (3) τὰ χ, ν, ὦ μὲ τὰς τιμάς τῶν, 
ποὺ δίδουν οἱ τύποι (5) καὶ ἔχομεν ΄ 
-6λ-3. (--3λ).2(--21λ)ΞΞ19 
ἀπὸ τὴν ὁποίαν εὑρίσκομεν λξΞ-- τ΄ 
Τὴν τιμὴν αὐτὴν τοῦ Δ θέτομεν εἰς τὰς ἰσότητας (5) καὶ εὑρίσκομεν 
χες, γ-εῖ, ὠξ-7, ἡ ὁποία εἶναι ἡ λύσις τοῦ δοθέντος συστήματος. 


᾿Ασκήσεις - 1197 1198,.1799, 1800, 1801. 


᾿Ασκήσεις 
Νὰ εὑρεϑοῦν τρία ζεύγη λύσεων τῶν κάτωϑι ἐξισώσεων : 
1628.1. 8ὅχ-ιγεϑῦ ͵ Ξ- ---, - 
4619.1. ἴχ- 8γν-1-- 8. Σ- .ε19--ὸ--χ, 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (102). 
[ςΡὃὅχῈὉ} 4γξ 88 ΄ 12χ-- 14 
1650. ϊ δχ6 ὃγ-- 41 4651. ἜΝ ὅγε 0 
Ἴχ- 8γ.----Ὶ [ ὃχ-- ὄὃνξε 14 
1652. | --ὔχ-ἢ 4γ----͵ἱἩ 1685. 19χ-10γ:--- 8 
χ--ἰ2γ---- 2 8φ-- ἦωξΞ { 
1654. [ 85... ὄχ-- ὅ8 655. 7 9.4. ὡ-- 109 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (108). 
ὅχ-μάγνξξΞ. 828 . | χ-  ῖγτ-- 43 
1636. [ οχ--ἴγ--- 1 1657. ν-βχε- ὃ 
ΧΟΈΒΦΞΞΙ ᾿ | ἀωτπεῦφ- 8 
1638. ὅχ} φ 936--0 1689. 4φ--δω-- 8 
ἀν-δωξεα ΄ [ Ἰχ- δφεεθῦ 
1640. 95ν-- ὡ--19. , 1641.} τηχ- 8φ--δ3, 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωθϑι συστήματα : (104) 
ὥχ--ὃγ- 8 | χιϑγε- 18 
1642. ὃχ- 1γ--1δ 1648 ὃχ. ὅν. 11 
χ- ν-Ξ 1 ὅχ- γξξ ιὅ 
1644. [ χῸ γος 138 1645. ῦχ.-ἦγ-- 8 
ὃχ--ὔγ-εϑο [ 1χ-- γ--19 
4646. [ δχ} γι 1647. χαρῖν-- ὃ 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (105). 
1648 [ 9(2χ-8γ)-ε:ϑ(χ--8.). 10 
᾿ Ἂχ ϑγ--ἰ(θν--9χ) [8 
1649. [ αι ϑεα --ἰνν :8) δ 


ὥχ- πὴ -- ἢξεί -εϑ)ῶν--8}.Ἐ2 
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ἜΣΤΙ ΒΕΙΝ ΙΒ Ἰὅχ-ἘΤΥ)τεϑιθα-Ἐ1}) 
Ὅς. ἰ ϑ(6χ-Ἐ})--δίγν-ἐα)τ0 657. [ 11{{|χ- 3) Ξε 19(1χ- 55) 
1652. [ δ(χ ἘΣ) ιν -- αγεεῖ 8(8χ-- 4). 4(8γ - Ξ:36 


Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωθϑι συστήματα : (106). 


6558. [ 

















ΧῈΣ χιν 5. χὶν χ-ν 
2 8. 8 5 Ἔ 
4654. 
654 χγ  πγς 655. ἘΝ 
ὃ 4 ΡῚ ΕἸ 9 
ἈΦ ς γ--ά ὕχ-Υ 
ἴδεν, ὃν. α ΕἾ : 
| Ἴ ἝἜ δ Ξεχ- ΕἸ 
ΧῈΥ τ᾽. δ(κ---4) 
1657 δ το ᾿ 
ἱ ΣῈ χτν ὄγ-}8 
4 ὃ " 1 








εὔΣ ΤΟΥ ἜΡΙσ ἐς 
1658. 3 6 
ῶὩκ. ΤΕΥ κῷ5 
| δ᾽ “12 . 
ἘΞ Ω 
Χ-οΥ ΕΙ ΣΧ ν ΞΡ 
1659 ᾿ "ἴ 
᾿ ἘΞΡΥῸ γ-- ιδ 
ὃ 1. τ 


1660. ἃ ῦ 


(τᾶ σ -ϑρ ς 

πργη- 8 

1661. ἘΠ Ραο τε Ἶ 
ὕχ-άγ- ἕΟὋ 4΄ 


Χχ ἢ ΒΕ γ-τ-χ 








1662 
᾿ 2γ--8Χ 
Ϊ -Σ Ξ  Ξ Ἰονεδχ 
χι4 χ- ἦγ Ξξῇ 
8 θ. 
ΣΧ γι ὄχ- -ϑγ-[4 
θ ἐξὰ 10 ᾿ 
Χωρὶς νὰ λυθοῦν τὰ κάτωθϑι συστήματα, νὰ εὑρεϑῇ ποῖον ἔχει μίαν λύσιν, 
ποῖον εἶναι ἀδύνατον καὶ ποῖον εἶναι ἀόριστον. (119). 





4668. 
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ὅχ- γε ἴ [ 8χ--Ἰθγ - ὅΞ0 
αχ-᾿ ὄγ-- [δ { ῶχ-- ὅγὉ ὅ-0 
1665.1. [ -- θχῈ 9γ----4ῦ 3. 4χ-- γ- 0-0 
1χ-- ὃγε 1 Ἰχ-ῖ 2γΞ:--ἶῷ 
1666.1. [ τϑιχ {18γ---- 8 3. 8όχ-ΕἸῦν----30. 


1667. (120). Δίδεται ἡ ἐξίσωσις ὅχ.--ἀν Ξεΐ. Νὰ εὑρεϑῇ μία ἄλλη ἐξί- 
σωσις, ἢ ὁποία νὰ σχηματίζῃ μὲ αὐτήν: ἴον. ἕνα σύστημα, τὸ ὁποῖον νὰ ἔχῃ 
μίαν λύσιν, δον. ἕνα σύστημα ἀδύνατον, ὅον. ἕνα σύστημα ἀόριστον. 

1668. (121). "Ἢ αὐτὴ ἄσκησις μὲ τὴν ἐξίσωσιν χῚ δ. πῇ. 

Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα: (109). 
. {-:(ἀχ Ῥσγτθι [ (μ---ὐὐχ- (μιν γεξα 

1669. 1670. 

τἌχτ(α )γ--- 1 75 1 (νὴ  Ἔγϑτταμ 
ες ἰ βία βὺν τ ϑα’--8β' 
- ΞΞ 3 3 8. .-β ποῖ 

τ. [{αῬθκέ α βγεταβ γογς, {Ρ ρηκτ οι δῆτα 

(αὐ χ (α -ἡγετϑαγ 7 ἱ (αφβ)χΈ (α--β)γετα 
(α-Ἐ3βὶ)χ --(α---2β))εξθαγ 
1674. [ 

(α-ὃγ)χ --(α--ϑγγγεΞέαβ. 

Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (710). 

(α᾿ ἘΠ - (εἰ --Ὥγϑξεα 

(α-ΕἸ)χ-ἰα---Π)γ ξαῦ 

1676 [ (2α---β)χ-(α---βὺ)ν τεϑα-β 

᾿ (ὃγ--δ)χ-(γ --δὴν τεϑγ- 25 
4677. (β᾽ --αὐχ-α(α-β)γε-β-3α 1678. { αχ-ι ᾿Ἰξξαν -βχ 

(β᾽ --αὁὐἰδχ-Ὀγ)ΞΞ8β---ὃὰ βυ-ἸξξαχΈβν. 


Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (711), 


1675. [ 























ΣΧ θὲ Χ Υ͂ 
-Ξ-ι- τ Ξ -Ξ- -Υἐ -Ξ- κξαῬἢ 
1679. αβ 1680. α Β΄ 
ΞΟ ΣΟ, ΕΘΝ 
β αι | αΞ β᾽ "" 
Ξξξδα--Υ Χ “Ῥ Υ ΜΙ 1 
4681. | χΙῸῪ ΠΟ χον 4682. “Ἐβ ᾿ ΝῺ Ν “τῇ 
2 2 Ϊ αἜβ α--β αὐβ 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα: (112). 
1688. | τρια (ατρυετλοβ 1684 ππσπίοβ 
᾿ .- Υ - ᾿ ΧχΧ . Υ - 
Ι πα. πρραρτν 
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| χα β-ν 

- Ξ 

1685. ΓΞ 
β α΄ 


Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα: (118). 


χὴν χ'ν 9(α"-β᾽) 
“Ἔβ α--β α"-ἢ- 
































686. 
Ν Χ Ὁ ΘΟ 4αβ 
“Ἐβ α-β β'-α 
Ἔρδεσεες 
1687. 
χν--β ἜἝ ΣΧ ον---Οα Ξεῦ 
α β 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα: (114). 
1 1 ΧΕΥ α 
ΓΈ τ Ξμ ἘΣ---. 
1688. ἘΠΕῚ 689.Δ 57 β᾽Ὺ 
-ςς ὅς χγ απτβ 
ΧΥ χῆν γῈβ «Ἐγ" 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα: (116), 
Ι 1 - 1 
Ἶ Ξε 
ΧῊ τ χ-- ἢ 
1690. ὅπ - ΕᾺ γι πα 
5. : 
αβ 
ἷ. αβ-- “ΓΒ 
1691. υ αβ 
α--βῈ α--ἕ 
χ γτεϑο; 


1692. (116). Διὰ ποίας τιμὰς τῶν μ καὶ ν ἢ ἐξίσωσις 
Χ᾽--(8μ--4)χ---ὃγ-Ξ-Ὸ 

ἀληϑεύει διὰ χε-ὸ καὶ διὰ χ----δ, 

1698. (117). Νὰ προσδιορισϑοῦν αἴ παράμετροι μ᾽ καὶ ν, ἵνα ἣ ἐξίσωσις 

μα" Ἠμ- )χ-8ν--9-πῸ 

ἀληθεύῃ διὰ χεΞ8 καὶ διὰ χ-----δ, 

1694. (118). Νὰ προσδιορισθοῦν οἷ μ καὶ ν εἰς τρόπον, ὥστε τὸ πολυώ- 
γυμὸν φίχ)εεμχϑ- (μ---9)χ--(δν-  δ)χ---ν 
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. νὰ εἶναι διαιρετὸν διὰ χ- ΕἸ καὶ διὰ χ--8, Νὰ τεϑῇ ἔπειτα τὸ φίχ) ὑπὸ μορφὴν 
ἑνὸς γινομένου παραγόντων. 


Διὰ ποίας τιμὰς τοῦ μ τὰ κάτωϑι συστήματα εἶναι ἀδύνατα ; (735). 
μχ γα 1 τὸ κι 
1655: [ βχ ὃν--- ὃ 1696; ἀχ. ὃν --ϑμ. 
Διὰ ποίας τιμὰς τῶν μ καὶ ν τὰ κάτωϑι «συστήματα εἶναι ἀόριστα ; (196). 
- 8μ--δγγεεῶμν 
1697. (μ-ν)χ- (δμ 
(μ- Ἐν) χ-ἰν --τν τεθμν 
1698 [ (Ὡμ- Ἐν) χ-(μ-Ε3ν- 8) }) -ϑι 
᾿ (ὄμ-Ἐν--Ἰ)χ- Ἐ(ἐμ- ν-Ἐ5)ν τε 
1699 [ (8 μ--ἀν- Εβ)χ-Γ1μ--ν--αὐγΞξὶ 
᾿ , (δμ---ἂν- β)χ-(δμ--ῶνΥ -8 
4700. [ (δμ--δν-β)χ- (δ8μ---δν---αὐΞξὶ 
(8μ--ὃν-β)χ-(ἐμ--ὐῈο -Ξῷ, 
1701. Νὰ λυϑῇ καὶ διερευνηϑῇ ὡς πρὸς τὰς τιμὰς τοῦ μ τὸ, σύστημα 


[ μΧ-Ἐ(μ-]) γ τεϑμ- 
οχ-ἐ(ὃμ- -γ--8, 


1702. Νὰ λυϑῇ καὶ διερευνηϑῇ τὸ σύστημα 


[ αΧΈ γ-πῶ 
χ- 4γ--8β. 
Νὰ λυϑοῦν μὲ τὴν βοήϑειαν τῶν τύπων τοῦ Οτατπετ τὰ κάτωϑι συστή- 
ματα: (122). 
δ8χ-4γ-- 99 [ ὅχ- δγ---- 9 
1705. [ θχ εῶν- 11 1784. ῶχ-- γξεξεα.,Ὗ 7 
ἴχ--8γ---8:Ξ 0 [ ὧχ --ῦν --- θ-Ξ- 0 
1705. [ 4χ 9ν.--Ξ..94 1706. } ἡχράγ. 10-0 
Χ--ὃγ 2 [ ϑχ- γετ 28 
1707. [ ὄχ γα 88 1708. ΒΕ ΦΕ τ 
Νὰ λυϑοῦν καὶ νὰ διερευνηϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (798). 
λχ-ΈνγΞΞ: 3 ' λχ--ῶν Ξελ 
4709. [ χα ν-ϑλ 1γ7γ10. (.--ἢχ--ν - 
Χ-  (8λ-- ἡ γεξο ᾿ (λ"---ἢχ---τξλ 
ὯΠ [ ΣΧ ῶν Ξϑεολ--- 1712. ὥχ--γεξλ--Ἱ. 
Νὰ λυϑοῦν καὶ νὰ διερευνηϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα: (124). 
χΧΈνξελ [ Υ -τλῦὸχ 
1713. [ ταί ται 1714. 7 ΟΣ 5. χ (5 
ΧῈμΥ -ΞΞῚὶ [ 4χ-. λν -9 
1715. [ μχ--ὅμγεςϑμ-.8 1716. } σλχιρβγες. 91, 
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Νὰ λυϑοῦν καὶ νὰ διερευνηϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (197). 
(2--ωὀλυλὴλχ- γξϑελ-ά ι (μ--Πχ- Ὥμνπεεῶ 
τ. {ἀμιείξνι κα τὶ 17. ἰ ϑμχ-Ἐ(μ-- ἣν τμ--ὶ 
(μ- 2 )χ-μ- δ)γεξᾶμ-ΕΙ (μ---),χ-Ἔϑμν---ϑ 
αν ανενν κι πὐΞ: 
Νὰ λυϑθοῦν καὶ νὰ διερέυνηθοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (798). 
(μ-Π) χ- (μ᾽ -- γεξίμ- 1)" 
πο. (2μ--Πχ- (μι γτεμ’-- 
(μ--χ-Ἐ2(μ--2)νΞΞ2 
12. { ϑ(μ-- χ-Ἐδίμ-- )γετά 
(3μ---8)χ---μγεξδϑμ--ἢ 
1745. [ δχ- (3 μ-}8)γ-Ξ--δ 
μίχ-ϑυ)Ξεχ--- 
14. { ϑμκ--γ-Ἐ1 τε μί!--γ). 
Νὰ λυϑοῦν καὶ νὰ διερευνηϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (1939). 
(μ᾽ -- χ- (μ--γϑείμ- 1} 
125. { (μ “ἘΠ Θμ-- ἢν οτμ"-- 
(λ --ἡχξ -ΕἸ)γβεϑ(λ᾽-- ἢ 
1726. ( (λ"--χ- ηγτεϑι9-- 1) 
(μ᾽ ἘΠχ-Έ (μ᾿ --Ί γΞξεμ 
17. { ᾧ Ἔκ ίμ τ γεσεμ’ 
4728 { (μ- δ)χ-(μ- 8)γ5 ὅμ- 5 
ὶ (μ-Ε10)χ-(δμ- ὀ)γεεῶμ--4 
[ μίκ-ἘΥ)-Ἐμ"(ὃχ ---ὃν --ϑ)-αμ- ὃ 


1729. μ(1-ορμ)χ-τεμ --τεῦμλα-- ν)--ϑμ’--3, 


Συστήματα ἐξισώσεων μὲ τρεῖς ἢ περισσοτέρους ἀγνώστους. 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : ({80).ὕ 


2χ- ὃν--- ὡξε 4 ὄχ-9ν--δω-- 0 


4730. χ--ν -ϑωξε 8 1751. ὃχ--ἀγ-δωξξῖο 
ὄχ- γῈ ὠξΞ4]ὶ Ἰχ---ὃγ- θωξξετο 


χ--ν --Ιθω---- 1 
1752. ὥχ- νὰ δωξξ 18 
ὄχ- ϑν-  ὡΞτΞ 88. 


Νὰ λυϑοῦν εὰ κάτωϑι συστηματα : (181). 





δυο τυ τα σον ὄχ  μ ὅ. 

Ξε ΣΞ ϑγτΓῶ 

1788. χίγττωςε 1784. γιϑωτι. 
χ ἡ. ὦ -- 8 ΧΈΥγΤΩω Ι 
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19 ᾿ | ὄχ- εἴν 


δ δῶ. 49 . ὄχ. 
ἘΣ ες ΣΕΙ͂Σ ὡς 
ϑίω---χ) 
1738. -- Ἰδχ-  θω---- 88 αοὐμδος εἰϑἰώπεα) 
γ85 γι-δχξθω 1786. θττ τ 
μ᾿) Ξε 
τις Ἔν--9 αῦγτω ὦ 


τ ἘΠ 


1787. (182). Δίδονται αἱ ἐξισώσεις ϑχ-κ γΥ--ωητεῦ, ὃχ--γ-ϑωτ- 8 καὶ 
ξητεῖται νὰ εὑρεϑῇ μία τρίτη ἐξίσωσις, ἣ ὁποία νὰ ἀποτελῇ μὲ τὰς δύο δοϑεί- 
σας : ἴον. ἕνα σύστημα ἀδύνατον' 3ον. ἕνα σύστημα ἀόριστον. 


Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωθϑι συστήματα : (188). 


ΧΕ γττ-ϑωξΞξῖο χ- νυ -ϑωΞε]4 
1758. 8χ-2υ-Εὅω-Ξ:14 1789. ς ϑὅχ-ϑυ-[ἀωτ-Ξ30 
δ8χ--ὃν-[-ϑω--88 ὭχΊΟΥ- ὠτε 18 

Ἔ το. ΟΣ (5ω-- ΘΒ ΠΑΝ ΤΠΕΣ ΣΈ ΒΕΟΣ 


Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα: (188). 











ΕΣ Χχ-- γα ω- 
1741. 8 Έ 2 1742}. ϑ ᾿ς ά «Φ ὃ 
2χ-8ν- 4ω-Ξεδ2 ὥχ-Ξν--ϑωξεδὶ 
τος ὦσι  Φ; χα ς Ὑθο τῶςτν 
1745. α΄ βγ ὃ 1744 α β᾽  Π[Πγ, 
αχ-Ἐβγτγω-Γὄφεεμ Χ Υ-ἘΩωΞΞΙ. 


ψὰ λυϑοῦν τὰ κάτωθϑι συστήματα : (789). 


αχεεβγξξγωξβεδφ 

χςγνξξρὼ 

1745. ' μ 146.ΔΜΔὋἔιὁὉἪ 1 ΞΘ 11 
Χ τοῦ ἐξερξιιδο δον δι 
αΧ- βυ- γω τς πο γὸν 


ΕΣ 
τὶ 


Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (140). 


τπτθὴ τ δ' κδςος δ 

1 -ῶγ δ Ὁ 

1747. ἐπὰν ὥχ--ῦ Ὁ " 
ι΄ 8 ὅτ 

ΧΈΥΞΙ ῶχ- ὅν- 40 

. ΠΠἘειξε  ήρω τάς 

ἢχ- ὥν Γὶ χοῦν 5" 

1748. ᾿ 1 1 
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Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωθϑι συστήματα : (142). 


χι 8(υ-Ἐω-Ἐφ)εεῶδ 

1749 γί -Ἐφ- χ)βεθθ 
᾿ -ὠ- ϑ(φ- ἘΣ -Ἐ})ΞΞ24 
φΈϑί  -ἘΥ ω)ΞΞ98 


Χ-Γαί(γ -ω)τεκ 
1151. γ-βιω-Ἐχ)τελ 
ὠ-Ἐὐ(Χ-Ἔ )Ξεμ. 


Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωθϑι συστήματα : (141). 


| 

| 

| 
Ἔ 
8 

| 
[Ὁ] 


1752. 


! 


ε[- 6[- 8: 8|-- 
Π 


εν 


“Ὁ «[Ὁ «[ «|}» 
Ι 
[1] 


᾿ 


ἝἜ 


Ἕ 


κ΄ κα κ| 9 κ|  κ 


4754. 


Ψ 
Ι 
Ἔ 


.Β 
δ 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (148). 
ΧΥ 9 
ὄχ. 


-- Σ - 
1755. ὅν Γω Ξξῖ 
ωκχ 
2ω-Ἐ8χ 


α. ἌΝ 
τ πῆ π τπϑ 


. ὃ 
ἀγττβα ἢ 
χω 
4757. πὰς 
χω ΜΝ 
βω-ΕΥ 


Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωθϑι συστήματα : (186). 


χ- γΞΞῚ 4 
1758. γι βωτξῖο 
ὠ-άχετϑθ 


1750. 


1755. 


1756. 


1759. 





2χ- δ(γ -ω-Ἔφ)τξῶο 
2γ-ϑίω- Ἐφ- Χ)Ξ 1 4 
9ω Ἐφ χ-γ)εε2Ά 
9φ-ϑ(χ-ΓΥ -Ἐω)Ξβδ2 


Ἔ 
Ἔ6τ 
8. ΕΣ 6|- 
ἊΝ 
" { 


Ι 
»» 


μ]. κ᾽] κ[-- 
ἝΞ! 
“5 “[.0.. ὦ 








ὥχιὃν-- ὠξξ18 
ὄχ-3ωξΞΞ 4] 
γ- ωξεδθ 
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χ-ϑν-ϑωξξῶὶ 
4760. ὥχ-ϑγεξξ 8 
| ᾿ ἄχ--ϑω-- 8, 


Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (787), 





[ ἀχ--σϑω- φξξῖο 4χ--ϑω- φ--34 
ὄν- ὠ--φ-Ξ- 1 ὄγ- ὠὡ--ἀφεςῖδ 
. 
176 βγ. φοι 1762. Βγ. ὡ--14 
χ 2 γ-βφεεϑδ χι γ-ϑωτκεδ8 
χ γ-ϑὼ-Ἐ φει-- 
Ὡυτ-Εϑω-:--} 
1765. δω- -ἴφι- 18 
4χ--ὅγ----9. 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα μὲ τὴν μέϑοδον Βοζοιῖ: (184). 
4ἀχ--δν-ϑως 9 ϑχ- 9 υ-δωξΞ- 1 
1764. ὥχ- δ --ϑω-Ξ 4 1765. ἰ ὥχ- ὕγ- ϑωΞΞ:19 
ὄχ- ῶγ-- ὠΞΞῚῚ ὃχ-- νι ὡξξ 8. 
Νὰ ὑπολογισϑοῦν αἱ κάτωϑι ὁρίζουσαι : (185). 
1. ὃ 8, 2. 8-ι. 
1766. . δ 8 1767. 1-3 8 
τ 8 9 -ϑ8ι.ι 8 
Οβγ 1γΥ β 
1768. α 0 α 1769. Υϑ ᾷἴ α 
βυ90 βν 1 
Συμμετρικὰ συστήματα : 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα: (744). 
ΧΙ γΞΞ 9 ΧΈγ-τωξξα 
1770. γὙΈωςε!δ 1771. ὁ γιω-. χ--β 
| ὠπ- ΧΞΞΙ2 | ὡπ χ-τ τον 
᾿ ΧΟ γΞΞα 
4772. γ- ωξββ 
ὠΈἜΧΞΕΥ. 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (146). 
χ- γ-ωςΞβειῦ γ- ὠφ--χεξα 
ὙΈΩω Εν -οϑ0 ὠΈφεχ- γ-β 
1778. Ἐπ 6χ--18 1774. σιν ἡ 


τ ΧΈΥΞΕΙΘ ΧΈΥ ω--φεε 
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Ὥχ ὙΠ ὡτ φτξα 
χὡ φϑβ 
ΧῈ γϑω φεεγ 
ΧῚ γὙῸ ὦ Ἠ9φ-Ξ- δ. 


1775. 


Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (146). 


ΧῊνγΞ ὅ 
γ ως 8 
1776. ὡἘφεξ 9 1777. 
φΈτοι! 
τ χϑ 9 


! 


ἘΠ᾿ τὸ τῷ 
κ]- 68--: “5 
Ι 
δ: δ|- 8}5- 


8[-- “«[- κ|- 


ι φωνσπον 
ΧῊν ν 
1 --- 


4778. Ξε 
γί τ 








1 μ ποσὶ 
ὡπ- Ἔχ 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωθϑι συστήματα : (147). 
ῶχ-- γν- βδω-9φῳ-- τΞῷὸ 20 
1780. [ 8χ-.ν-- Ὁ φ 8:1::--- 9 
- χιργ- 3ω--ὔφ- 2:τ:Ξ--- 9, 


2χ-4γ-- ὠξξ 


1779. [ οα 68γ 4δω--β 


Ποῖον ἀπὸ τὰ κάτωθϑι συστήματα εἶναι συμβιβαστὸν ἢ ἀδύνατον ; (148). 


ὥχ- ὅγε 1 1χ-- γεξθ 
1781. | χ--γ-- 8 1782. Ϊ ὄχ- 3 γεεῖ 
ὄχ- " γϑξῖθ χ-- γε 
χΧῊ γ--ὅΞξ: 0 
1788. Ϊ ῶχ-- γ--ῖΞΞ 0 
ὥχῦν -:-13, 


Ὅ84 Νὰ προοδιορισϑῇ ὁ μ εἰς τρόπον, ὥστε αἱ ἐξισώσεις 
ΜΧΈΥΞΙ, χιοϑυεεμ 3, χπγε:--ὶ 

γὰ εἶναι συμβιβασταί. 

1785. (160). Νὰ εὑρεϑῇ ἢ σχέσις, ἣ ὁποία πρέπει νὰ ὑφίσταται μεταξὺ 
τῶν συντελεστῶν τῶν ἐξισώσεων 

αχΉβγεεγ (ἡ, αὐτβγξεγ (8), αχΈβΎ-ΞΥ (Ὁ) 

ἵνα αἱ ἐξισώσεις αὗται εἶναι συμβιβασταί, δηλ. νὰ εὑρεϑῇ ἡ ἀπαλείφουσα αὐτῶν, 

1786. (751). Νὰ εὑρεθῇ ἡ συνϑήκη, ἵνα αἱ ἐξισώσεις 

χϑγτκα (ἡ), χ-τῦνγτεβ (8), χ--ῦγ-ξο (ὃ) 

εἶναι συμβιβασταί. 
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1787. (163). Νὰ προσδιορισϑῇ ὁ μ εἰς τρόπον, ὥστε αἱ ἐξισώσεις 
χΈνθεμ (), αχβγεεμ᾽ (3, αχ- βντεμ (8) 
γὰ εἶναι συμβιβασταί. 

1788. (168). Νὰ προσδιορισϑῇ ὁ μ εἰς τρόπον, ὥστε αἱ ἐξισώσεις 
(ὃμ-δ)χ-(8μ- ἘΠ) ν- ὅτε (1), (μ- 8)χ-(Ὡμ-[8)ν.--18-τ0ὸ (ἢ), ν---ὥχτθ (8) 
γὰ εἶναι συμβιβασταί. 

1789. (184]. Νὰ προσδιορισϑῇ ὁ μ εἰς τρόπον, ὥστε τὸ ἄϑροισμα χῖῪ 
τῶν ἀγνώστων, οἱ ὁποῖοι ἐπαληϑεύουν τὸ σύστημα 

(δμ- 1) χ-(8μ-3)γ5Ξ1ὅ (1), (18μ---14)χ--ἰ(μ--ὅγξϑ (ἢ) 

νὰ εἶναι ἴσον μὲ 8. 

1790. (Τῦ5). Δίδεται τὸ σύσιημα 

4χ- ὃγ--80 (), ὅὄχ--αγΞαῖδα- 9 (9) 

καὶ ζητεῖται νὰ προσδιορισϑῇ ὁ α εἰς τρόπον, ὥστε νὰ εἶναι χ- γεΞΆ. 

1791, (156). Διὰ ποίαν τιμὴν τοῦ μ τὸ σύστημα 

ῶχ--ὕγεξϑ (ἡ, (μΈ 9)χ- (4-- μ)» ξῖ-μ (ἢ) 
ἔχει μίαν λύσιν, ἣ ὁποία ἐπαληϑεύει τὴν σχέσιν γεεϑχ; 
Διὰ ποίας τιμὰς τοῦ μ τὰ κάτωϑι συστήματα εἶναι συμβιβαστά ; (757). 
ὦχ-! γε 8 8χ--ὅγ-Ξ9μ--} 

4792. ᾿ ϑ8χ--ἀγ-- 1 4798. | χ- ὃγ- μ-- 

μα (μ-Έ 1) γξξι ὄχ--3γ-Ξ-εῶμ. 


Ποία σχέσις πρέπει νὰ ὑπάρχῃ μεταξὺ τῶν α, β, γ, ἵνα τὰ κάτωϑι συστήματα 
εἶναι συμβιβαστά; (1758). 


ὥχ-- γα χ--ανΞϑῦ 
1794. Ϊ ὥγ--χεξβ 1795. [ χβγεεδ 
ϑ(αχ -- βγγεεϑγ" (α-Ἐβλχ -- γγ)εξῶγ- α---, 


4796. (169). Νὰ εὑρεθῇ ποία σχέσις πρέπει νὰ ὑπάρχῃ μεταξὺ τῶν 
α; β, γ, ἵνα τὸ σύστημα 


Ξε χὶ γι ὡ--ἰ(α Ἐβ-Έγ):Ξ0 
Βεξαχ- βυ- γω--(α" -Ἐβ᾽ -Εὐἦξ 0 

Ξεβχ-γγξαω--(α᾽-Ἐβ’ -Ἐγηξξο 
Δεξξγχ- αν -Ἐβω--ἄαβεξο 


εἶναι συμβιβαστόν. Μετὰ τὴν ἐΐρεσιν τῆς σχέσεως αὐτῆς, νὰ λυθῇ τὸ δοϑὲν 
σύστημα. 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωθϑι συστήματα : (160). 

8χ-4γ--ϑωξ- 0 χ γὙγ ὠξϑὸ 


1797. [ θχ-- γ-σ ὠξε 0 4798. αχΈ βν- γωξξὸ 
χ--γ-ϑωΞεῶ8 βγχ- γαγ-Ἐαβωςπεὶ 
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1799. [ 


“06. { 


1801. 


᾿Ασκήσεις 


ΧΟ ΈΩωΞΞΟ 
(β- ὐὐχ γῶν -(α-Ἐ β)ωτξὸ 
βγχ-Ἐγαγ-Ἐαβωξξὶ 





: ’ 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : ἀϑὴςς 


1902. 


Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωθϑι συστήματα: (162). 


1804. 


1806. 


«χΈβΥ Υ το 
αὐχ- ἘβὙῬγ ωττῦ 
αὐχ-Ἐβιγ-Εγωτεα"β-- Ὑ} Ἐβὴγ-- α Ἐγλα--β) 
χ υ- ωξθῦ 
αὖχ β᾽ «ΕΣ. ᾿γὼ 
α-ὃ ᾿ β--ὃ ἜπΞΣ. γ--ὃ Ξο 
-Ξ τ ΜῈ Ἐπ, -ὸιβ--υίντολα--θ). 
χ- 8γ-Ἐδω-8φ--88--0 οχ-[ὃγ--61-Ξ-0 
ΧῈ γΈϑω- φ--Ἴ8-ξ 0 4803 χ-- γ- ϑω--86ΞΞ0 
χ- νυ -δω-Γάφ--ϑθεξο ᾿ ὥγ--ϑω- φεθῦ 
χ- δνυ-δω- δφ--ϑῦεξο ᾿ ω-- φΈῖθεε 
χ Υ ω φΈτ θετ - 
βχ- δω-10-Ξ-0 ὩΣ Ξ 1 
χἜφ θτ--Ἰθ-ΞῸ 1805. ΡΝ 15 
χ-ϑω-- σφ 16:0 Σωσς ἶ 
χφογϑω-μ4φ: δτ--81-Ξ0 φ--ῦχε--- ἐ 


δχ- γπΞ 8 
χὶ γ»--2ω--- ὃ 
ὃγν--ὅω- φεε--ῖὸ 
ω-- φε:-- 2, 


Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (168). 


1007. Ἶ 


“906. { 


γὼ Χω χυϑοιχγω 
ϑγω--ἀ4χω-Γὄχγεξιϑχγω 
ὕνω--ὅχω-χνεξίϑχνω 


ϑνω- ὅχω-- χγεΞς χγὼ 
ϑθγω ΕἸ ΧΥ --ἰδχῳ-οῖδχνω 
ϑχυ-ϑέγω--χωΞ- ὄχγω. 


Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι σοήμαα : ([64}. 


4809. 


4810. 


ΣΧ 
Ὑτοτι “τῆς ἀργττ ἐσ το 


χ- ὅχ ἀχ--Ἰ θ ᾿ 
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Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (06). 


χγ --ωτεϑα--β--Ὑ ΧΈΥΞ ως ἀαἘ β 
1811. χ--υ-  ὠτΞ8β--α-- 1812. χτν--ὠξξϑα--β 
γ- ω--χεξῦγ--β--α χ -ὑτωΞε8β--α 
ὙΧ αγεββ 
4615. αν - βχξεγ 
βω-Έγγξεα. 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (66). 
ὥχ ὙῈ ὧἹὉ φεεα χΤαγϑελ 
χὡ φεεβ τ βωξξμ 
1814. χῈ γ 3} φν 1815. Ὡ γφτεν 
χ Ὑ τ 9φ-δ φῦχεξρ 
χίγσ τωγξξα 
1816. γίω-Ἐ Σ)Ξεβ 
ὠ(Χ-Ἐ  )ΞΞΥ. 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συσιήματα : (167). 
χύγτ-τωξεα χτυττ-οΞΞ α--͵ 
γέξω φεβ γξω- φειϑα--ὃ 
1817. ὡ-Ἔφ--τ ξεν 1818. ὠπφ-οτΞ ο-4 
φῇητ--  οὸ φτ -- χϑξθα- ἃ 
τ χ--υξξε τ σ-- υξεδα- 8. 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (168). 
(ο  μ)χ--(ο--μ)γτεᾶνο (τ χ)μ--(ω--αγνετϑγω 
1819. (μ-Εὐ)ν-τ-(μ--νωξξῦμρ 1820. ὁ (χ- γ)ν--(“-- γγρΞεῦχω 
(ν-ρ)ω--ἰν--οὐχεξᾶμν (συ Ἐω)ο--ἰμὟ--᾿ ἡὐμξξῶχυ. 


Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (69). 


Κίχ- γ-ωγξξα--μπ 


-ς χυζεξαίχυ -- Υ2-[ΖΧ). 
1821. ΤΩ ΤΦΕΟΡΣ 1022. { χγΖε:ξβίχυ-γ1--Ζχ) 


κίφ-χ-Ἐγ)ξδ-τοφ χυζε:γί-- χυ-ΕΥΖ Ζα). 


1625. (110). Δίδεται τὸ πολυώνυμον αχ'-Ἐβχ᾽ -γχ-[ὃδ. Νὰ ὁρισϑοῦν 
οἱ α, β, γ, δ, ἂν γνωρίζωμεν, ὅτι τὸ πολυώνυμον αὐτὸ μηδενίζεται διὰ χεΞῦ 


«καὶ διὰ χεΞῚ, ὅτι δὰ χΧι- Ξ λαμβάνει τὴν τιμὴν -- καὶ διὰ χεξΞ -- 
θ 
λαμβάνει τὴν τιμὴν -- Ξ. Μετὰ ταῦτα νὰ ἀναλυϑῇ τὸ πολυώνυμον εἰς γινό- 


ἄενον παραγόντι 
"Αλγεβρα--Π, Γ. Τόγκα Τόμος Α 12 
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4824. (111). Δίδεται τὸ σύστημα : 
αχ--θν-Ξθδα--8, 3χ- (α---)νγΞΞ --α 29 

καὶ ζητεῖται νὰ προσδιορισθϑῇ διὰ ποίας τιμὰς τοῦ α: 1ον)ὴ τὸ σύστημα εἶναι 
ἀδύνατον ; 3ονὴ τὸ σύστημα εἶναι ἀόριστον ; δον) τὸ σύστημα ἔχει τὴν λύσιν χεΞΥ. 

4825. (112). Νὰ δροισϑῇ ὁ α, ἵνα αἱ ρίζαι τοῦ συστήματος 

(α---χ---βϑγιῖ9 (7), ἀχτ(δα-3νγεῦ (2) 

εἶναι ἀνάλογοι τῶν ἀριϑμῶν 8 καὶ 8. : 

4826. (118) Νὰ ὁρισϑῇ ὁ α εἰς τρόπον, ὥστε αἱ τιμαὶ τῶν Χ καὶ γ᾽, α 
ὁποῖαι ἐπαληϑεύουν τὸ σύστημα 

(α 9 )χ-({- δα) γτειδ (ἡ, (δ--ϑα)χ-(1--- 1θα)γΞε9 (ἢ) 

γὰ ἐπαληθεύουν τὴν σχέσιν χ-͵Γγι-Ξ---ὄ. 

1827. (114). Διὰ ποίας τιμὰς τῶν α καὶ βὶ τὸ σύστημα 

(α-Ἐβ)χ- ἰα--β)γεξιῦ (7, (3α--8β,χ- (δα--δβ)γεξα-β (2) 

ἔχει τὴν λύσιν χεΞξϑ8, γε---ἴ; 

1828. (110). Διὰ ποίαν τιμὴν τοῦ λ τὸ σύστημα 

(λ--1)χ -τνϑεο (1), λχίϑγ--ωτξξὸ (8), (λ-᾿ 2)χ- ὃν --θωξξὸ 6) 

εἶναι ἀόριστον ; 

4829. (116). ᾿Εὰν μεταξὺ τῶν χ, γ, ὦ ὑπάρχουν αἱ σχέσεις 

ϑιχ τ ὃν) --θίγ Ἐω) δ4(δω--χ) 
ΧῸΥ ἀυ-ῶὶ δίω χα) 

νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι ϑὰ εἶναι θχ-Γϑγ-Ἐωξεῦ. 

4850. μεν Νὰ " τὸ δὼ 


ἘΈΤΕΝΕ ΕΞ -Σςἢ Ἐπξε τ "Ξ0, Ξεξῦ, χίγυτωκββ. 


Νὰ ἀκηξϑηνν ὅτι αἷ τιμαὶ τῶν ἀγνώστων δύνανται νὰ τεϑοῦν ὑπὸ τὰς 
μορφάς : χετ(α--Ἰγα--8), γε---β(α--δ)α---ὅ), ὠξΞία---δ)(α---1). Νὰ δρισθῇ, 
ὁ α, ἵνα αἱ τιμαὶ αὐταὶ εἶναι ἀκέραιαι καὶ ϑετικαί. 





ἘΞ ΣΙ 


ἘΣ ᾿ς α--ἰ 








Ξ ΤῈ 


Νὰ λυϑοῦν καὶ νὰ διερευνηϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (118). 


χι ν -Γ(μ- ])ωξξά ΧῈ γξωξεθ 
4851. χ- ϑυ-ἰμ--3)ωξξῦ 1952. μχ-4ν-Ἐωξξὸ 
ϑχ-ἐ(μ4-4)γ-ϑω--β βχ-Ἐ(μ-9)ν-μβϑωξει8. 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα: (119). 
(μ-Ἐ 1) Χ- ἘΣ -Ἐωξεμ-ὶ ΜΧ ΥὙΈῈ ὡὦΞῈ] 
4855, Χ-Γ(-Ἰ)γ-ωΞξε4-- μ 4634. ΧΈμΥ- ὠτξξμ 
χΥ Τί μ- ]Π]ωΞΞ---ὃ Ι τε Υ-ἘμωΞεμ᾽. 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (180) 
ΙΧ ΥὙΈ ὡξ μ᾽ ὅχ-ὕγ-μωξβξ 
1655. ΧΈΜΥΞ ὠτεῦμ 4836. ὁ ὕχ-ϑγ-μωτο 


χα τ μωξεὸ μχ- ὅν -ϑωτεξ. 
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Νὰ λυϑοῦν καὶ νὰ διερευνηϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (181). 


μχτῈ γὙὲ ὧτῇ φιξὶ μα ὙῈ ὡπσμξὸ 
ΧΈμΥ Ὁ φϑεμ ΙΜΧΈΜΥ ὡ--ἴΞξὸ 
χ γ-μω-- φεεμ᾽ χρυ -μω--Ιξεὸ 
ΧΙ ὙὙ ὠὡἜμφεεμὴ ΧῈ γομω-ομξθθ. 


1857. 1858. 


Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (188). 


χ-  8γ---ἀωξξῦ μΧΈ γν-- ὠξεῖ 
1859. 9αχ-8βυ-Ἐ(β--δαγωξεθα-Εῇβ 1840. ΧΈΜΥ-- ὠξεῖ 
βχβαν-Ἐ(α--β)ὼ τΞ αι άβ -πχῈ ὙΈμωΞΞΙ, 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (188). 
χ Υ  ωτταἘβ σχ-Ὲ ΒΥ ὠτεῖ 
1841. χ-- υξῶβ 1842. χ-Έαβν- ὠξξβ 
ὡχία--β)--ἰν -- )(α-Ἐβ)ΞΞῸ χ-ὶ βυ- αωεξι. 
Νὰ λυϑοῦν καὶ διερευνηϑοῦν τὰ χάτωϑι συστήματα : (184). 
αχ-ΈβΥυ-- γωτεαβ 
1048. 8αχ-- βυ-2γωκΞαίδγ--β) 
Ϊ ϑγ- 3ωξξῦα 
χ ν -(3α-Ε])ωΞε ---ἰΤα"--θα--16) 
1844. (α-[3)χ--ἰδα-4)ν---οἯτεϊα᾽--θα-- 16 
 (βαφκ-- (α  ϑ)ν-Ἐωτ-1θ:[θα--Τον. 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωθϑι συστήματα : (1868). 
-οχ νυ ω--ἰτεὸ ὙΣ τ βωξελ 
1845. χ-- υ-Ἐω-ΕΙΞΞῸ 1846. αὠ-- γχϑξεμ 
μχ-  μυ Ἑωτεμ᾽ βχ--αγξξν 
χ γτωξξα 
1847. χ γπν ὡὧττρ 
Ι "το οτμ μον 


1848. (186). ᾿Εὰν τὰ λ, μι λ-Ὲμ εἶναι διάφορα τοῦ μηδενός, νὰ ἀποδει- 
χϑῇ, ὅτι τὸ σύστημα: 


ἐξνν ἀμεα)-ος ἀοξεξοβ ε)- 
τ. Ὁ τ ι- ἢ Ξ-0, Δ: -Ὁ (εξ Ξ 


ἔχει μίαν μόνον λύσιν. 


1849. (181). ᾿Απὸ τὰς ἐξισώσεις : ΄ 


χεσβυ-γωτδφ ([), 
ὠτεαχ- βυ δφ (8), 
νὰ ἐξαχϑῇ ἡ σχέσις : 


᾿ γεξαχιργωτεδῳ (ὃ), 


φεξαχ- βυ- γω (4) 
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α β Υ ὃ 
τι ΓΤΙ νη τι -" 
4650. (188). Νὰ λυϑῇ τὸ σύστημα 


»πϑε: δάκος αν 
αΥὐ-Ἐβι(ω-Ἐφ-Ἔ Σ)Ξεγ, ζ νὰ " 
αὐ βιίφ- ἐπ΄ Ἐ )-ΞΎ, (Σχολὴ ᾿Αεροπορίας 1988) 


ἀφ-Ἐβείχ-ν -Γο)εαγ, 
Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωθϑι συστήματα : (189). 
χ-αν-Ἐαλω-ἘοῦδΞξΞῦ 


1851. χ- βυ -Ἐβ᾽ω-Ἐβῆξξὸ 
Ϊ ΣΤΥΣ ΤΥ ὦ Ἤγ᾽ξο 


ΧΟ Ἐῶ αν -Ἐα)- Γαδω-ξαλξξὸ 
Χ.Υ Ἑω-Ἐβ  - ) Εβ᾽ω-βέξεο 
χω -ἘΥ(» -Γω)-Ἐγλω-Ἔγδξευ. 


1852. 





Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (190) 





χ- αν -Ἐαω-Γαΐξξο αἶχ- Κα Ὑ-Καω-Ἐ1-ΞῸ 
1855. χ βν-β'ὼ-ἘβιΞΞ 4654. β'χ- βν-Ἐβω-Ἐ1-Ξ 0 
χ-Υν Υ Ἔγ' ΞΞὸ ὙΧΥΝ γώ ΙΞΞΟ, 


1855. (191). Νὰ λυϑῇ τὸ σύστημα 


χ- αγ- αλω-  αδφ- αὐ 
χ-βυ βω-Ἐβ'φΈβοξξο 
ΧΙΓΥΥ γὼ -Εγφι γόξξο 
χ-ι δγ- δ'ω - δ᾽φ-  δόξεθ, 
1856. (193). Νὰ λυϑῇ τὸ σύστημα 
Χ 


ΦΌΊΣ , δια, τ Χο π ὦ 
- ρος ΞΡ ἐπ, τ 


α 


1 1 
τ᾿ Ἕ τὶ 
1857. (198). Νὰ λυϑῇ τὸ σύστῃμα 


| αὐ Σ-βὙ-ΕΥγ᾽ωτξι 
α'χ  βν-γλωξξεα ἜΒΥ 
Ϊ “ΣΉ Ἡγλωξξα" Ἔβ᾽ ΕΥ̓ ΈβΥ γα αβ, 


Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (194). 
χῈ γ οὠΞΙ .} χ γῈ ὠξξα -β -Ἐγ 


αχτ βγ.}- γωτεὸ 1859. { βχ- ὙγΓαωτεα» Ἐβ" Ἐγ' 
ΑἸ ΚΞ ἜΡΥ γος δ᾽ Ὑχτ αν -Ἔβωτπα» Ἐβ»Ἐγ", 
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Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (195). 


Χ παν  αλώτεοῦ χὶ γι ὠξεα -β -Ἐν 
1860. χ-- βυ-βνωξεβῃ 1861. βχ-γγ-αωΞξεβγ-γααβ 
Ϊ Χ--ὙΥ -γ'ωξξ γ᾿ | ΥὙΧ-αγ-βωξξβγ- γα: οβ. 


Νὰ λυϑοῦν τὰ κάτωϑι συστήματα : (190). 
( 







































































ΞΕῚ 
Ὅπβ ὑπ 
Χ γ ΟΝ 
18662. ΤΞΣ Ἔ ΞῈ Ἤ ὑπ ΞΞῚ 
ι τξ Ἐπτῆβ ττξε 
Χ Υ͂ ΝΕ φΦ 
υτττα - υτ.--ὃ 
ΣΧ ῶ φ 
Ξε] 
1863 υ),σπτα υτ- υλττ τ υ.--ὖ 
: Η ᾧ τ 
ΕΓ ὁ --ὃ δι 
Χχ Υ ω φ 
υεττα μ υ.--β ω νυ τΎ “ πυης.--ὃ ΞΞΙ 


Νὰ λυθοῦν τὰ κάτωθϑι συστήματα: 











τ “ τ πα 
1864. Ἐπ Ξ- Ἐ-.-- η- ΤΕ βν ΞΞῚ 
ἰἘτῚ τ ἘπΞ ΚΙ 

χΧῈ ΥὙ φῇ ὡΞ| 

1865. αχῸβυ τ φεδ ὠξξμ 


αὐχ-ΓβὙ-Εγ᾽φ- δ'ωξεμ᾽ 
οὐχ ΡΥ γ᾽ φ  δρωπεμ᾽, 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Ε΄’ 


ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΤΟΥ ΠΡΩΤΟΥ ΒΑΘΜΟΥ 
ΜΕ ΔΥΟ Ἢ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΟΥΣ ΑΓΝΩΣΤΟΥΣ 


1, Προβλήματα τοῦ πρώτου βαϑμοῦ 
μὲ δύο ἀγνώστους 


858. Τὰ προβλήματα τοῦ πρώτου βαϑμοῦ μὲ δύο ἢ περισσοτέ- 
οονς ἀγνώστους λύονται κατὰ τὸν αὗτὸν τρόπον, ποὺ ἐλύϑησαν τὰ 
προβλήματα τοῦ πρώτον βαϑμοῦ μὲ ἕνα ἄγνωστον (8 2817). Πρέπει 
μόνον νὰ προσέχωμεν νὰ εὑρίσκωμεν τόσας ἐξισώσεις, ὅσοι εἶναι οἱ 
ἄγνωστοι τοῦ προβλήματος, ἄλλως τὸ σύστημα τῶν ξξισώσεων τοῦ 
ποοβλήματος ϑὰ ἦτο ἀόριστον. 


8359. Πρόβλημα 1ον. Νὰ εὑρεϑῇ τὸ κλάσμα, τὸ ὅποῖον γίνεται 


2 ᾿ ΝῚ , -΄ν Ὶ 
ἴσον μὲ Ξ' ὅταν προσϑέσωμεν καὶ εἷς τοὺς δύο ὅρους του τὸν ἀριϑμὸν 


4 καὶ γίνεται ἴσον μὲ ,» ὅταν ἀφαιρέσωμεν καὶ ἀπὸ τοὺς δύο ὅρους 


ΕῚ 
του τὸν ἀριϑμὸν 1. 

“Μύσις: “Ἔστω χ ὁ ἀριϑμητὴς καὶ Υ ὅ παρονομαστὴς τοῦ ζητου- 
μένου κλάσματος. Κατὰ τὸ πρόβλημα ϑὰ ἔχωμϑν τὰς ἐξισώσεις 


χά. 2 χ-- 1 : 
Ξε. 8 [8 ΞῚ () 
Λύομεν τὸ σύστημα τῶν ἐξισώσεων (1) καὶ (2). Η ἐξίσωσις (3) 
γράφεται, ἐὰν γ- 479, 
δ(χ-[-4)τ2(γ--4 ἢ 8χ-Ἐ1 πΞεῦν- Β ἢ 8χ--γεε:---4 (17 
Ἢ ἐξίσωσις (2) γράφεται, ἐὰν γ---17390, 
υ(χ--ἢτεν- 1 ἢ ῶχ- --ον- 1 ἢ ὥχ Ὑεὶ (9 
Λύομεν τὸ ἰσοδύναμον σύστημα τῶν ἐξισώσεων (17) καὶ (27) μὲ 
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μίαν ἀπὸ τὰς γνωστὰς μεϑόδους καὶ εὑρίσχομεν χΞεῦ καὶ ΥγΞ1]. 


“Ὥστε τὸ ζητούμενον κλάσμα εἶναι ΕΝ 
860. Πρόβλημα 3ον. Νὰ εὑρεϑῇ διψήφιος ἀριϑμός, ἐὰν γνω- 
οίζωμεν, ὅτι τὸ ψηφίον τῶν δεκάδων του εἶναι ἴσον μὲ τὰ τρία τέταρτα 
τοῦ ψηφίου τῶν μονάδων καὶ ὅτι, ἐὰν ἐναλλάξωμεν τὴν τάξιν τῶν ψη- 
φίων του προκύπτει ἀριϑμὸς κατὰ 18 μεγαλύτερος τοῦ ἀρχικοῦ. 
Δύσις :- "Ἕστω χ τὸ ψηφίον τῶν δεκάδων καὶ Υ τὸ ψηφίον τῶν 
μονάδων τοῦ ζητουμένου ἀριϑμοῦ. ᾿Ἐν πρώτοις ἔχομεν τὴν ἐξίσωσιν 
χες Ξ Υ͂ () 
Ὃ ἄροιϑμός, ὁ ὁποῖος ἔχει Χ δεκάδας καὶ Υ μονάδας, γράφεται 
τύχιν. "Ἂν ἐναλλάξωμεν τὴν τάξιν τῶν ψηφίων τον, ὃ νέος ἀριϑμὸς 
ϑὰ ἔχη Υ δεκάδας καὶ χ μονάδας καὶ ἑπομένως ϑὰ γράφεται 10γ-Ἐχ. 
᾿Ἐπειδή, κατὰ τὸ πρόβλημα, ὃ νέος ἀριϑμὸς εἶναι μεγαλύτερος τοῦ ἀρ" 
χικοῦ κατὰ 18, ϑὰ ἔχωμεν τὴν ἐξίσωσιν 
. (τον --χ)ξξίιοχ-Ἐν)-Γ18 (2 
Λύομεν τὸ σύστημα τῶν ἐξισώσεων (1) καὶ (2).  ἐξίσωσις (2) 
γράφεται 
10ν-Ἐχ---Ἰοχ- τ γεπ18 ἢ 9γ--θχ-ς]ὶ8 ἢ γ--χβθ (27) 
᾿Αντικαϑιστῶμεν εἷς αὐτὴν τὸ Χ μὲ τὴν τιμήν του, ποὺ δίδει ἧ 
(1) καὶ ἔχομεν 
Υ -- ὃ τοῦ ἢ 4γ--ϑὅγξξβ,! [ἄρα γεΞ8. 
Τὴν τιμὴν αὐτὴν τοῦ ν ϑέτομεν εἷς τὴν (1) καὶ εὑρίσκομεν 


ΧΞΞ ΕΣ ἐ8πτι6. Ὥστε ὃ ζητούμενος ἀριϑμὸς ἔχει 6 δεκάδας καὶ 8 
μονάδας, δηλ. εἶναι ὁ 68... 


861. Πρόβλημα ϑον. Ὃ Πέτρος ἀπαντᾷ εἷς τὸν Γεώργιον, ὅ 
ὅποῖος τὸν ἠρώτησε περὶ τῆς ἡλικίας του : «" ἔχω τριπλασίαν ἡλικίαν 
ἐκείνης, τὴν ὁποίαν εἴχετε, ὅταν εἶχον τὴν ἡλικίαν, ποὺ ἔχετε τώρα καὶ 
ὅταν ϑὰ ἔχετε τὴν ἡλικίαν ποὺ ἔχω, ϑὰ ἔχονμεν καὶ οἵ δύο ἡλικίαν 98 
ἐτῶν». Νὰ εὑρεϑῇ ἡ ἡλικία τοῦ Πέτρου. 

Αὐσις - Ἔστω χ ἢ ἡλικία τοῦ Πέτρον καὶ Υ ἣ ἡλικία τοῦ Γεωρ- 
τίου. Ἢ διαφορὰ τῶν ἡλικιῶν τῶν εἶναι σταϑερὰ καὶ ἴση μὲ Χ--Υ. 
Ὥστε, ὅταν ὃ Πέτρος εἶχε τὴν ἡλικίαν Υ, ὁ Γεώργιος εἶχε ἡλικίαν 
"-π-(χ---νὶ ἢ 9..---τ καὶ ἐπειδή, κατὰ τὸ πρόβλημα, τὸ τριπλάσιον τῆς 
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ἡλικίας αὐτῆς εἶναι ἴσον μὲ τὴν πραγματικὴν ἡλικίαν τοῦ Πέτρου, ϑὰ 
ἔχωμεν τὴν ἐξίσωσιν χϑ:ϑίῶνυ.--- χ) (4) 
Ὅταν ὁ Γεώργιος ϑὰ ἔχῃ ἡλικίαν χ, ὅ Πέτρος ϑὰ ἔχῃ χ-Ε(χ--ν) ἢ 
2Χχ-ἴἰΊ καὶ κατὰ τὸ πρόβλημα ϑὰ ἔχωμεν καὶ τὴν ἐξίσωσιν 
χα (0 χ--- γ)τ 98 () 
Λύομεν τὸ σύστημα τῶν ἔξισώσεων (1) καὶ (2) μὲ μίαν ἀπὸ τὰς 
γνωστὰς μεϑόδους καὶ εὑρίσκομεν χετ-49 καὶ γξξ28. “Ὥστε ἥ ἡλικία 
τοῦ Πέτρου ἦτο 42 ἔτη. 


902. Πρόβλημα 64ον. Οἰνέμπορος ἔχει δύο ποιότητας οἴνου. Μία 
ὀκᾶ τῆς πρώτης ποιότητος καὶ μία ὀκᾶ τῆς δευτέρας ἀξίξζουν δ ὄρχ. 
᾿Αλλὰ μ ὀκάδες τῆς πρώτης ποιότητος καὶ (. 8μ---10) ὀκάδες τῆς δευτέ 
ρας ἀξίζουν 42,80 ὄρχ. Νὰ εὑρεϑῇ ἣ τιμὴ τῆς δκᾶς κάϑε ποιότητος 
καὶ νὰ διερευνηϑῇ τὸ πρόβλημα, ὡς πρὸς τὴν παράμετρον μ. 
τς Μύσις . Ἕστω, ὅτι ἢ ὁχᾶ τοῦ οἴνου τῆς πρώτης ποιότητος ἀξί- 
ζει Χ δραχμὰς καὶ ἢ ὀκᾶ τῆς δευτέρας ποιότητος ἀξίζει ν δραχμάς. 
Κατὰ τὸ πρόβλημα ϑὰ ἔχωμεν τὰς ἐξισώσεις 

[ ΧΡΈγΞπ 6 () 
μα-Εἰ(8μ--- 10) γε 42,80 (2) 

Λύομεν τὸ σύστημα τῶν ἐξισώσεων (1) καὶ (2) μὲ τὴν μέϑοδον 
τῆς ἀντικαταστάσεως. ᾿Απὸ τὴν ἐξίσωσιν (1) ἔχομεν χ-θ--ν (1Ἴ 

᾿Αντικαϑιστῶμεν εἷς τὴν (2) τὸ χ μὲ τὴν τιμήν του καὶ ἔχομεν 

μίθ---ν) -Ε{(8μ--- 10) γβ49,80 ἢ ὄμ---μγ-8μν --- Ἰθγεε 49,80 
ἢ 2μυ--ἸογεξΞ42,80--θμ ἢ . (2μ--- 10) γε 42,80--- 6 μ (3) 
᾿Εὰν ὥμ--1ύψ0 ἢ μηξῦ, ἡ ἐξίσωσις (3) ἔχει τὴν λύσιν 

᾿ - 42,80πὸμ. 21,40--8μ 

ΠῚ ὥμ- Ὁ μα" 
᾿Αντικαϑιστῶμεν εἷς τὴν ἐξίσωσιν (1) τὸ γ᾽ μὲ τὴν τιμήν του 
αὐτὴν καὶ ἔχομεν χε--β--- 31.40-ὃμ ε- ϑμ--ὅ1μ40 
μ--- μ--ὃ 
Διερεύνησις : "Ἐὰν 9μ---ἸύΞε0, δηλ. μεεῦ, ἡ ἐξίσωσις (8) γίνεται 
οι θγεβξά2,80--ς. 56 ἢ ογεξῖ9,80 
δηλ. εἶναι ἀδύνατος. 

᾿Ἐὰν 3μ--ΙἸύζζ0, δηλ. μηξῦ, τὸ σύστημα ἔχει τὴν εὑρεϑεῖσαν 
. ϑ9μ--51.Μ4Μ0 ᾿ ς 21,40---ᾶῦμ 
πτπξε "αὶ γεε ἜΣ: ΞΣ 

Διὰ νὰ εἶναι ὅμως παραδεχταὶ αἷ τιμαὶ αὐταὶ τῶν χ καὶ Υ πρέ- 
πει νὰ εἶναι ϑετικαί : δηλ, πρέπει νὰ συναληϑεύουν αἱ ἀνισότητες 


λύσιν Χ 
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(6) 


Ἢ ἅἄνισότης (4) εἶναι ἰσοδύναμος μὲ τὴν (μ---δ)(θμ---51,40)»0 
καὶ ἀληϑεύει διὰ μῖ« ὅ καὶ διὰ μ᾿»Ό,11. 
Ἢ ἀνισότης (6) εἶναι ἰσοδύναμος μὲ τὴν 
(μ---Ὁ)(21,40--8μ), »0Ὸ ἢ (μ---ὔ)(8μ---91..0) «0 
καὶ ἀληϑεύει διὰ ὅς μ« 1,18. 
Καὶ αἱ δύο ἀνισότητες συναληϑεύουν διὰ ,ΠΠΦΚμ4 1,18. 


21,40-8μ “0 
μ--ὃΦ 


8. Προβλήματα τοῦ πρώτου βαϑμοῦ 
μὲ τρεῖς ἢ περισσοτέρους ἀγνώστους 


303. Πρόβλημα ἴον. Νὰ᾿ εὑρεϑῇ ἕνας τριψήφιος ἀριϑμός, ὃ 
ὁποῖος αὐξάνει κατὰ 270, ὅταν ἐναλλάξωμεν τὴν ϑέσιν τῶν δύο πρώ- 
τῶν πρὸς τὰ ἀριστερὰ ψηφίων του καὶ ὅ ὁποῖος ἐλαττοῦται κατὰ 99, 
ἐὰν ἐναλλάξωμεν τὴν τάξιν τῶν ἀκραίων ψηφίων του. Τὸ ἄϑροισμα τῶν 
ψηφίων του εἶναι 20, 

Δύσις : "ἔστω χ τὸ ψηφίον τῶν ἑκατοντάδων, Υ τὸ ψηφίον τῶν 
δεκάδων καὶ ὦ τὸ ψηφίον τῶν μονάδων τοῦ ζητουμένου ἀριϑμοῦ. Ὁ 
ἀριϑμός, ποὺ ἔχει Χ ἑκατοντάδας, Υ δεκάδας καὶ ὦ μονάδας γράφεται 

Ι10Οχ- Ίύν-ω. ᾿ 
᾿Εὰν ἐναλλάξωμεν τὰ δύο πρῶτα ψηφία του, ὁ ἀριϑμὸς ϑὰ ἔχῃ Υὶ 
ἑκατοντάδας, χ δεκάδας καὶ ὦ μονάδας καὶ ἑπομένως γράφεται 
100ν -ΕἸΟχ-Έω. 

᾿Επειδὴ ὁ νέος ἀριϑμὸς εἶναι μεγαλύτερος τοῦ ἀρχικοῦ κατὰ 

210 ἔχομεν τὴν ἐξίσωσιν ᾿ 
(Ἰ00ν-Ἰοχ- ὠ)εε(θοχ- ΠΟ ν- ὦ)- 210 ἢ ϑθύ0γ---θθχεεῦτο 
ἢ γ--χεςϑ (1) 

᾿Εὰν ἐναλλάξωμεν τὰ ἄκραῖα ψηφία του, ὁ ἀριϑμὸς ϑὰ ἔχῃ ὦ 
ἑκατοντάδας, Υ δεκάδας καὶ χ μονάδας καὶ ἑπομένως γράφεται 
Ι0ύὼ ἘΙΟΥ-χ. ᾿Επειδὴ δ ἀριϑμὸς αὐτὸς εἶναι κατὰ 99 μικρότερος 
τοῦ ἀρχικοῦ ἀριϑμοῦ ϑὰ ἔχωμεν τὴν ἐξίσωσιν 

10θὼ -ἘἸΟΥ -χ- θθεπ]θοχ- ΕἸ θν-ω ἢ ϑ9θω--θθχε-----99 


ἢ ὠ--χε:-- (2) 

᾿Επειδὴ τὸ ἄϑροισμα τῶν ψηφίων του εἶναι ἴσον μὲ 90 ἔχομεν 

καὶ τὴν ἐξίσωσιν Χ. ν-ωξεθο ᾿ (3) 
ΔΛύομεν τὸ σύστημα τῶν ἐξισώσεων (1), (2), (3). 

᾿Απὸ τὴν (1) ἔχομεν γεεϑ-Ἐ (Ί 


ες ᾿Απὸ τὴν (2) ἔχομεν ὠξεχ----ἴ Ρ 
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Τὰς τιμὰς τῶν Υ καὶ ὦ ϑέτομεν εἷς τὴν (8) καὶ ἔχομεν ᾿ 
χ- 8-Ἐχ  χ-- Ξε ἢ χϑϑθ. 
Τὴν τιμὴν αὐτὴν τοῦ χ ϑέτομεν εἷς τὰς (1) καὶ (9 καὶ εὗοί" 
σχομεν γξϑθ καὶ ωὠΞξΞῦ. 
“Ὥστε ὃ ζητούμενος ἀριϑμὸς ἔχει ὁ ἑκατοντάδας, 9 δεκάδας καὶ 
Ὁ μονάδας, δηλ. εἶναι ὁ 695. 


864. Πρόβλημα 2ον. “νας ϑεῖος ϑέλει νὰ μοιράσῃ 1 768 600 
δραχμὰς εἷς τοὺς τρεῖς ἀνεψιούς του, ἡλικίας 16 ἐτῶν, 11 ἐτῶν καὶ 9 
ἐτῶν εἰς τρόπον, ὥστε, ἂν καταϑέσουν ἀμέσως τὰ μερίδιά των εἰς μίαν 
Τράπεζαν πρὸς 45. νὰ λάβουν κατὰ τὴν ἐνηλικίωσίν τῶν (21ον ἔτος) 
τὸ αὐτὸ ποσόν, τόκους καὶ κεφάλαιον. Πόσον πρέπει νὰ εἶναι τὸ μερί- 
ὅδιον ἑκάστου ; . 

Δύσις : "Ἔστωσαν Χ, Υ, ὦ τὰ μερίδια τῶν ἀνεψιῶν ἀντιστοίχως. 
Ἔν πρώτοις ἔχομεν τὴν ἐξίσωσιν γι χ- ωΞΞ] 168 500. 

Ὃ ποῶτος ἀνεψιός, ἂν καταϑέσῃ χ δοχ. πρὸς 4"͵. ϑὰ λάβῃ, μετὰ 
χ 4.6, 824χ 








21] --- 1 ὄξεξ ἔτη, τόκον πτοῦ ἧ τοῦ καὶ ἑπομένως ϑὰ λάβῃ 
κατὰ τὴν ἐνηλικίωσίν του κεφάλαιον καὶ τόκους 
χι 24χΧ ἢ 1246χ δοχ 
100 100 
ὋὉ δεύτερος ἀνεψιός, ἂν καταϑέσῃ Υ δοχ. πρὸς 4. ϑὰ λάβῃ, μετὰ 
21] -- 11ΞΞ10 ἔτη, τόκον 54:10 ἢ ΒΟ καὶ ἑπομένως ϑὰ 
᾿ 100 100 
λάβῃ κατὰ τὴν ἐνηλικίωσίν του, κεφάλαιον καὶ τόκους 
΄ 4θν 140Υ 





Ὃ τρίτος ἀνεψιός, ἂν καταϑέσῃ ὦ δροχ-. πρὸς 4". ϑὰ λάβῃ, μετὰ 





" 4 " 12 48 . . , 
21 ---θΞΞ12 ἔτη, τόκον “τ - ἢ τοῦ καὶ ἑπομένως ϑὰ λάβῃ 
“χατὰ τὴν ἐνηλικίωσίν τον, κεφάλαιον καὶ τόκους 
4δω 14ϑω 





ΕΟ ἢ “τοῦ “ὰ 
᾿Επειδή, κατὰ τὸ πρόβλημα, τὰ χρήματα ποὺ ϑὰ λάβουν καὶ οἱ 
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᾿Ασκήσεις 868 


Λύομεν τὸ σύστημα τῶν ἐξισώσεων (1) καὶ (2). Τδι  τὐνοί ἐν, τὰ 
ἴσα γινόμενα τῆς (2) μὲ λ καὶ ἔχομεν 81χεεϑῦγεςϑήωξξλ ἀπὸ τὴν 
ὁποίαν εὑρίσκομεν 

λ --λ ω-π.}. 
ΧΞΞ τ’ δ᾽ ΞΞ 85 ᾿ ῶΞΞ 57 (8) 

"Αντικαϑιστῶμεν εἷς τὴν (1) τὰ χ, Υ, ὦ μὲ τὰ ἴσα των καὶ ἔχομεν 


λ λ λ 
ἜΓ 85 57 168 600 


ἢ 1 2900λ-1 141λ- 1 ΟΒδλξξι 168 600 - 40 14 
ἢ 8 ὅ21λ-:-1 168 600. 40 148 
᾿  1Ἴθ8δ00-40146᾽ 
ἄρα λΞξ πρὶ ΞΞ 20 0172 ὅ00. 
᾿Αντικαϑιστῶμεν εἷς τὴν (8) τὸ λ μὲ τὴν τιμήν του καὶ εὑρίσκομεν 
χ-: ΟΖ 500. 7 6ρρ, γ-- “0 τ 500. τ 8 00, 
81 88 
ὡξϑξ ἤεύ μων Ξεεῦ42 500. 


“Ὥστε τὰ μερίδια τῶν ἀνεψιῶν ἦσαν 647 800 δρχ., 518 500 δρχ., 
ὅ42 ὅ00 ὃδρχ. 


"Ασκήσεις 
Ἱ, Προβλήματα μὲ δύο ἀγνώστους 


4866. (1917). Ὃ Α λέγει εἰς τὸν Β: δός μου 10 ἐκ τῶν μήλων σου καὶ 
ϑὰ ἔχω 1,Ὁ τῶν ἰδικῶν σου. Ὃ Β. ἀπαντᾷ : δός μου [0 ἐκ τῶν ἰδικῶν σου, 
διὰ νὰ ἔχω τετραπλάοια τῶν ἰδικῶν σον, Πόσα μῆλα εἶχε καϑείς ; 


1867. (198). ᾿Αγοράζει τις δύο εἴδη ὑφάσματος, ἐκ μὲν τοῦ πρώτου ὅ 
μέτρα, ἐκ δὲ τοῦ δευτέρου 6 μέτρα ἀντὶ 1223 δραχμῶν. ᾿Ἐπειδὴ ὁ ἔμπορος ἐνήλ- 
λαξε τὰ δύο εἴδη, ἐζημιώθη ὁ ἀγοραστὴς 2 δραχμάς. Πόσον ἐτιμᾶτο τὸ μέτρον 
καϑενὸς εἴδους ; 


4868. (199). Θέλων τις νὰ ἀγοράσῃ μίαν οἰκίαν ἀποφασίξζει νὰ ζητήσῃ 
ἀπὸ ἕκαστον ὀφειλέτην τὸ αὐτὸ ποσὸν χρημάτων, διὰ νὰ πληρώσῃ τὴν οἰκίαν. 
"Ἐὰν ζητήσῃ ἀπὸ ἕκαστον ὀφειλέτην 3 360 δραχμάς ϑὰ τοῦ ἐχρειάζοντο ἀχόμη 
6360 δρχ., ἐνῷ ἐὰν ἐξήτει ὃ Ο00 δραχμὰς ἀπὸ ἕκαστον, ϑὰ τοῦ ἐπερίσσευαν 
δ 0000 δρυχ. Πόσον ἐτιμᾶτο ἡ οἰκία καὶ πόσοι ἧσαν οἵ ὀφειλέται ; 

4869. (800). “Ενα χρηματικὸν ποσὸν διενεμήϑη μεταξὺ προσώπιυν τινῶν. 


"Ἐὰν τὰ πρόσωπα ἦσαν 8 ἐπὶ πλέον, ἕκαστον πρόσωπον ϑὰ ἐλάμβανε 1 δραχμὴν 
ὀλιγώτερον καὶ ἐὰν τὰ πρόσωπα ἦσαν κατὰ δύο ὀλιγώτερα ϑὰ ἐλάμβανεν ἔχκα- 
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στον πρόσωπον 1 δραχμὴν ἐπὶ πλέον. Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ διανεμηϑὲν ποσὸν 
καὶ ὃ ἀριϑμὸς τῶν προσώπων. 

1870. (3021). ᾽Εὰν ὁ Α εἶχε 86 βώλους ἀκόμη, ϑὰ εἶχε τριπλασίους τοῦ 
Β. ᾿Αλλὰ ἐὰν ὁ Β εἶχε δ βώλους ἀκόμη, ϑὰ εἶχε τὸ ἥμισυ τῶν βώλων τοῦ Α- 
Πόσους βώλους εἶχεν ἕκαστος ; 

1871. (802). Παιδίον λέγει εἰς ἄλλο: ἐὰν μοῦ δώσῃς τὸ ἥμισυ τῶν μή- 
λῶν σου ϑὰ ἔχω 40 μῆλα. Τὸ ἄλλο ἀπαντᾷ : δός μου σὺ τὸ ἥμισυ τῶν ἰδικῶν 
σου διὰ νὰ ἔχω 86, Πόσα μῆλα εἶχε τὸ καϑέν ; 

1872. (θ08). Οἱ Α καὶ Β ἔβαλον στοίχημα 100 δρχ. ᾿Εὰν ὁ Α ἔχανε, ϑὰ 
εἴχε 300 δρχ. ὀλιγώτερον τοῦ διπλασίου τῶν χρημάτων, τὰ ὁποῖα ϑὰ ἔχῃ ὁ Β' 
Ἔάν, τοὐναντίον, ὁ Β ἔχανε, ϑὰ εἶχε τὰ πέντε δέκατα ἕβδομα τῶν χρημάτων» 
τὰ ὁποῖα ϑὰ εἶχε τότε ὁ Α. Πόσας δραχμὰς εἶχεν ἕκαστος ; 

1878. (804). Οἱ Α καὶ Β παίζουν βώλους. Ἐἰς τὸ πρῶτον παιγνίδι ὁ Α 
κερδίζει τόσους βώλους, ὅσους εἶχε καὶ 4 ἀκόμη καὶ εὐρέϑη μὲ διπλασίους 
βώλους ἀπὸ τὸν Β. Εἰς τὸ δεύτερον παιγνίδι ὁ Β κερδίζει τὸ ἥμισυ τῶν βώ- 
λων, ποὺ εἶχεν ἀρχικῶς καὶ 1 βῶλον ἀκόμη καὶ οὕτω εὐρέϑη νὰ ἔχῃ τριπλα- 
σίους βώλους τοῦ Α. Πόσους βώλους εἶχεν ἀρχικῶς ἕκαστος ; 

1874. (805). Νὰ ὑπολογισϑοῦν οἵ ὅροι ἑνὸς κλάοματος, ἐὰν γνωρίζωμεν, 
ὅτι : ἴον. ἐὰν προσϑέσωμεν 8 εἰς τὸν ἀριϑμητήν του καὶ 1 εἷς τὸν παρονομα- 
στήν του, τὸ νέον κλάσμα γίνεται ἴσον μὲ 2|8: 2ον. ἐὰν ἀφαιρέσωμεν 1 ἀπὸ τὸν 
ἀριϑμητήν του καὶ 8 ἀπὸ τὸν παρονομαστήν του, τὸ κλάσμα γίνεται ἴσον 
μὲ 12. 

1878. (8060). Νὰ εὑρεϑῇ ἕνα κλάσμα τοιοῦτον, ὥστε ἂν προσϑέσωμεν 1 
καὶ εἰς τοὺς δύο ὄρους του νὰ γίνεται ἴσον μὲ δύο τρίτα καὶ ἐὰν ἀφαιρέσωμεν 
ἃ καὶ ἀπὸ τοὺς δύο ὄρους του νὰ γίνεται ἴσον μὲ ἕν δεύτερον. 

167γ6. (801). ᾽Εὰν ὁ Μ, ᾿Αλέξανδρος ἀπέϑνησκε 9 ἔτη ἐνωρίτερον, ϑὰ ἐβα- 
σίλευε κατὰ τὸ 1|8 τῆς ζωῆς του. ᾿Βὰν ὅμως ἀπέϑνησκχεν 9 ἔτη βραδύτερον 
ϑὰ ἐβασίλευε κατὰ τὸ ἥμισυ τῆς ζωῆς του. Εἰς ποίαν ἡλικίαν ἀπέϑανε καὶ ἐπὶ 
πόσον χρόνον ἐβασίλευσεν ; 

1877. (808). Πρὸ 18 ἐτῶν ἣ ἡλικία τοῦ ἃ ἦτο διπλασία τῆς ἡλικίας τοῦ 
Β. Μετὰ 9 ἔτη ἡ ἡλικία τοῦ Α ϑὰ εἶναι τὰ πέντε τέταρτα τῆς ἡλικίας τοῦ Β. 
Νὰ εὑρεϑοῦν αἱ ἡλικίαι τῶν καὶ Β. 

1878. (809). Νὰ εὑρεϑῇ διψήφιος ἀριϑμός, ἐὸν γνωρίζωμεν, ὅτι τὸ ψη: 
φίον τῶν δεκάδων εἶναι ἴσον μὲ τὰ 28 τοῦ ψηφίου τῶν μονάδων καὶ ὅτι, ἐὰν 
ἐναλλάξωμεν τὴν τάξιν τῶν ψηφίων του προκχύπτει ἀριϑμὸς κατὰ 18 μεγαλύτε- 
ρος τοῦ ἀρχικοῦ. 

1879. (810). Νὰ εὑρεϑῇ διψήφιος ἀριϑμός, ἐὰν γνωρίζωμεν, ὅτι τὸ ἄϑροι- 
σμα τῶν ψηφίων του εἶναι 10 καὶ ὅτι, ἐὰν τὸν ἀντιστρέψωμεν προχύπτει νέος 
ἀριϑμός, ὁ ὁποῖος ὑπερβαίνει κατὰ 10 τὸ τετραπλάσιον τοῦ πρώτου. 

4880. (811). Νὰ εὑρεϑῇ τριψήφιος ἀρφιϑμὸς περιεχόμενος μεταξὺ 400 καὶ 
δ00, ὥστε τὸ ἄϑροισμα τῶν ψηφίων του νὰ εἶναι 9. Ἂν ἀντιστραφῇ ἡ τάξις 
τῶν ψηφίων του προχύπτει ἀριϑμὸς ἴσος μὲ τὰ 8647 τοῦ πρώτου. 

1881. (812). Ἐὰν παρεμβάλωμεν μεταξὺ τοῦ ψηφίου τῶν μονάδων καὶ 
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δεκάδων διψηφίου ἀριϑμοῦ τὸν 4, τὸ ἄθροισμα τῶν δύο ἀριϑμῶν εἶναι 604. 
Ἐὰν διαιρέσωμεν τὸν δεύτερον ἀριθμὸν διὰ τοῦ πρώτου, εὑρίσκομεν πηλίκον 
9 καὶ ὑπόλοιπον 84. Νὰ εὑρεϑῇ ὁ ἀριϑμός. 

4882. (818). Τὸ πηλίκον τῆς διαιρέσεως ἑνὸς ἀκεραίου ἀριϑμοῦ Δ διὰ 
τοῦ ἀκεραίου ὃ εἶναι 4 καὶ τὸ ὑπόλοιπον 30. ᾽Εὰν προσϑέσωμεν τὸν διαιρε- 
τέον, τὸν διαιρέτην, τὸ πηλίκον καὶ τὸ ὑπόλοιπον λαμβάνομεν ἄθροισμα 1719. 
Νὰ εὑρεϑῇ ὁ διαιρετέος χαὶ ὃ διαιρέτης. 

1888. (814). ΓἜμπορος ἠγόρασε μίαν ὡρισμένην ποσότητα ἐμπορευμά- 
των, ᾿Επώλησεν ἔπειτα αὐτὰ καὶ ἐκέρδισεν 85. ἐπὶ τῆς τιμῆς τῆς πωλήσεως. 
Ἐὰν ἐπώλει αὐτὰ πρὸς 95. ἐπὶ τῆς τιμῆς τῆς ἀγορᾶς, ϑὰ ἐκέρδιζε 860 δραχ- 
μὰς περισσότερον. Νὰ ὑπολογισϑῇ ἧ τιμὴ τῆς ἀγορᾶς, ἡ τιμὴ τῆς πωλήσεως 
καὶ τὸ κέρδος. 

1884. (816). "Εμπορος ἠγόρασε δύο εἴδη ὑφασμάτων' τὸ μὲν πρῶτον 
πρὸς 40 δρχ. τὸ μέτρον, τὸ δὲ δεύτερον πρὸς 60 ὃρχ τὸ μέτρον' ἐπλήρωσε δὲ 
διὰ τὴν ἀγορὰν αὐτὴν ἐν ὅλῳ 4 400 δραχμάς. 'Επώλησεν ἔπειτα τὸ πρῶτον μὲ 
κέρδος 805. ἐπὶ τῆς τιμῆς τῆς ἀγορᾶς καὶ τὸ δεύτερον μὲ κέρδος 36 99 ἐπὶ 
τῆς τιμῆς τῆς ἀγορᾶς. Νὰ εὑριϑῇ τὸ μῆκος ἑκάστου εἴδους, ἐὰν γνωρίξωμεν, 
ὅτι τὸ συνολικὸν κέρδος παριστάνει τὰ 814 τῆς συνολικῆς τιμῆς τῆς πωλήσεως, 

1885. (816). ᾿Απὸ δύο διάφορα μεταλλεῖα Α καὶ Β ἐξάγομεν μετάλλευμα 
σιδήρου. Τὸ Α περιέχει 1059 σίδηρον καὶ τὸ Β δ 5[.. ᾿Αναμιγνύομεν μίαν 
ὡρισμένην ποσότητα μεταλλεύματος ἀπὸ τὸ Α μὲ μίαν ἄλλην ἀπὸ τὸ Β καὶ 
σχηματίζομεν ἕνα τρίτον μετάλλευμα, τὸ ὁποῖον περιέχει θ0 "9 σιδήρου ᾿Εὰν 
εἴχομεν λάβει 16 γραμμάρια ἐπὶ πλέον ἀπὸ ἕκαστον τῶν δύο μεταλλευμάτων 
τότε τὸ μεῖγμα τοῦ μεταλλεύματος ϑὰ περιεῖχε 61,885. σιδήρου. Νὰ εὑρεϑῇ : 
1ον. Κατὰ ποίαν ἀναλογίαν ἔγινεν ἢ ἀνάμειξις. ον. Πόσα γραμμάρια ἐλήφϑη- 
σαν διὰ νὰ σχηματισϑῇ τὸ μεῖγμα; 

1886. (811). Οἰνέμπορος ἠγόρασε δύο βαρέλια Α καὶ Β οἴνου πρὸς 2,10 
δροχ. τὴν ὀχᾶν. Τὸ Α κοστίζει 62,50 δρχ. περισσότερον τοῦ Β. Ὅταν ἐπώλησεν 


Ξ δ ᾿- ; ἘΡῚ Ἄ 1 
ἐκ τοῦ ἃ τὰ τ τοῦ περιεχομένου οἴνου καὶ ἐκ τοῦ Β τὸ -- τὰ δύο βαρέλια 


εἶχον τὴν αὐτὴν ποσότητα οἴνου. Πόσας ὀκάδας οἴνου περιεῖχε κάϑε βαρέλιον ; 

1887. (818). Κτηματίας πωλεῖ ἕνα κῆπον, μίαν ἄμπελον καὶ ἕνα ἀγρόν. 
Ἢ ἄμπελος εἶναι κατὰ 216 (μ᾽) μικροτέρα τοῦ κήπου, ἀλλὰ τὸ τετραγ. μέτρον 
τῆς ἀμπέλου ἐπωλήϑη κατὰ 8. δρχ, περισσότερον ἀπὸ τὸ τετραγ. μέτρον τοῦ 
κήπου. ᾿Εν τούτοις ἣ ἄμπελος ἐπωλήϑη κατὰ 600 δρχ. ὀλιγώτερον τοῦ κήπου. 
Ὃ ἀγρὸς ἦτο κατὰ 126 τετρ. μέτρα μεγαλύτερος τῆς ἀμπέλου καὶ τὸ τετραγ. 
μέτρον τοῦ ἀγροῦ αὐτοῦ ἐπωλήϑη κατὰ 8,050 ὄρχ. ὀλιγώτερον ἀπὸ τὸ τετραγ. 
μέτρον τῆς ἀμπέλου. “Ο ἀγρὸς οὕτω ἐπωλήϑη κατὰ 1 436 ὄρχ. περισσότερον 
τῆ: ἀμπέλου. Νὰ εὑρεϑῇ τὸ ἐμβαδὸν τοῦ κήπου καὶ ἡ τιμὴ κατὰ τετραγ. μέτρον 
τοῦ κήπου αὐτοῦ. 


Προβλήματα τόκου : 


1888. (819). “Ἔχει τις κεφάλαιον ὅ 400 ὄρχ. καὶ 6 δ00Ό δρχ. Λαμβάνει δὲ 
κατ᾽ ἔτος τόχον 884 δρχ. καὶ ἐκ τῶν δύο. ᾿Εὰἀν τὸ πρῶτον ἐτοκίζετο πρὸς τὸ 
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ἐπιτόκιον τοῦ δευτέρου καὶ τοὐναντίον, ϑὰ ἐλάμβανε δι,00 δρχ. περισσοτέρας 
ὡς τόκον ἢ πρίν. Τίνα εἶναι τὰ ἐπιτόχια ; 


1889. (820). Τοχίζει τις μέρος τοῦ κεφαλαίου του πρὸς 85. καὶ τὸ ὑπό- 
λοιπον πρὸς 3,55. καὶ λαμβάνει ἐτήσιον τόκον 8 800 δραχμάς. ᾿Ἐὰν ἐτόκιζε τὸ 
πρῶτον μέρος πρὸς 3,0 [9 καὶ τὸ ὑπόλοιπον πρὸς 8.5... ϑὰ ἐλάμβανε τόκον 
κατὰ 100 δρχ. περισσότερον. Νὰ εὑρεϑῇ τὸ κεφάλαιόν του. 


890. (821). Ὃ λόγος δύο κεφαλαίων εἶναι ὅ : 8. ᾽Εὰν αὐξήσωμεν ἕκα- 
στον ἐξ αὐτῶν κατὰ 10 000 δραχμάς, ὁ λόγος τῶν γίνεται δ: 17. 

Ζητεῖται: ἴον. Νὰ εὑρεϑοῦν τὰ δύο αὐτὰ κεφάλαια. ϑον. Νὰ εὑρεθῇ τὸ 
ἐπιτόκιον μὲ τὸ ὁποῖον ἐτοκίσϑη τὸ δεύτερον κεφάλαιον, ἐὰν γνωρίζωμεν, ὅτι 
τὸ πρῶτον ἐτοκίσϑη πρὸς 4,550 καὶ ὅτι δ᾽ λόγος τῶν ἐτησίων τόκων τῶν 
εἶναι 9:16. 

1891. (822). Δύο κεφάλαια ἔχουν λόγον 8:9. Κατετέϑησαν δὲ πρὸς ἐπι- 
τόκια τοιαῦτα, ὥστε, ἐὰν προσϑέσωμεν εἰς ἕκαστον τῶν κεφαλαίων αὐτῶν τὸν 
ἐτήσιον τόκον του, τὰ προχκύπτοντα κεφάλαια ἔχουν λόγον 209 : 284, Νὰ ὕπο- 
λογισϑοῦν τὰ κεφάλαια καὶ τὰ ἐπιτόκια, ἐὰν γνωρίζωμεν, ὅτι οἱ ἐτήσιοι τόκοι 
τῶν δύσ κεφαλαίων ἦσαν ἴσοι πρὸς 2 530 δραχμὰς ἕκαστος. 

1892. (828). ᾿Επιχειρηματίας κατέϑεσεν ἕνα κεφάλαιον εἰς μίαν ἐπιχεί- 
ρησιν, ἡ ὁποία τοῦ ἀπέδιδεν 659 καὶ ἕνα δεύτερον κεφάλαιον εἰς μίαν ἄλλην 
ἐπιχείρησιν, ἢ ὁποία τοῦ ἀπέδιδε 19."[.. Ἔκ τοῦ πρώτου κεφαλαίου εἶχεν εἰσό- 
δημα 1200 ὄρχ. ὀλιγώτερον ἀπὸ τὸ εἰσόδημα τοῦ δευτέρου κεφαλαίου. ᾿Εὰν 
ἐνήλλασσε τὰς καταϑέσεις του, ϑὰ ἐλάμβανε τὸ αὐτὸ εἰσόδημα καὶ ἀπὸ τὰς 
δύο ἐπιχειρήσεις. Νὰ εὑρεϑοῦν τὰ κατατεθέντα εἰς τὴν ἐπιχείρησιν κεφάλαια. 


4895. (824) Κεφάλαιον 40000 δραχμῶν ἐτοκίσϑη ἐπὶ 9 μῆνας καὶ 18 
ἡμέρας: ἕνα δεύτερον κεφάλαιον 48 000 δραχμῶν ἐτοκίσϑη ἐπὶ δ μῆνας καὶ 10 
ἡμέρας. Τὸ πρῶτον κεφάλαιον ἔδωσεν 640 δρχ. περισσότερον τόχον τοῦ δεν. 
τέρου Νὰ εὑρεϑοῦν τὰ ἐπιτόκια πρὸς τὰ ὁποῖα ἐτοχίσϑησαν τὰ κεφάλαια, ἐὰν 
γνωρίξζωμεν, ὅτι ϑὰ ἔδιδον τὸν αὐτὸν τόχον, ἐὰν ἐτοκίζοντο ἐπὶ 1 ἔτος. 


1894. ι.825). Κατέϑεσέ τις ἕνα κεφάλαιον καὶ μετὰ δ μῆνας ἔλαβε τόκον 
καὶ κεφάλαιον 24 400 δραχμάς. ᾿Εὰν κατέϑετε τὸ κεφάλαιον ἐπὶ 11 μῆνας, ϑὰ 
ἐλάμβανε τόκον καὶ κεφάλαιον 384 880 ὄδρχ. Νὰ προσδιοριοϑῇ τὸ κεφάλαιον καὶ 
τὸ ἐπιτόχιον. ᾿ 

1895. (826). ᾿Εδανείσϑη τις ἕνα κεφάλαιον πρὸς ὡρισμένον ἐπιτόκιον͵ 
"Ἐὰν ἐπλήρωνε τὸ χρέος του μετὰ 16 μῆνας, ϑὰ ἐπλήρωνε τόκον καὶ κεφάλαιον 
18.810 δρχ. ᾿Εὰν ἐπλήρωνε τὸ χρέος του μετὰ 16 μῆνας, ϑὰ ἐπλήρωνε 19 860 
δρχ. Πόσον κεφάλαιον ἐδανείσϑη καὶ πρὸς ποῖον ἐπιτόκιον : 

1896. (8317). Κατέϑεσέ τις ἕνα κεφάλαιον πρὸς 8.5. καὶ μετά τινα χρόνον 
ἔλαβε τόκον 4820 δραχμάς. ᾿Εὰν τὸ κεφάλαιον ἔμενεν ἐπὶ 1 ἔτος ὀλιγώτερον, 
ἀλλ᾽ ἐτοκίζετο πρὸς 4,55|., ϑὰ ἐλάμβανε τόχον 4 800 δραχμάς. Πόσον κεφά- 
λαιον κατέϑεσε καὶ ἐπὶ πόσον χρόνον ; 

1897. (828). Κατέϑεσέ τις εἰς μίαν Τράπεζαν ἕνα κεφάλαιον πρὸς ὧρι- 
σμένον ἐπιτόκιον. Μετὰ 1 ἔτος ἀποσύρει τὸ κεφάλαιον καὶ καταθέτει αὐτὸ 
ηὐξημένον κατὰ 1 000 δραχμὰς εἰς ἄλλην Τράπεζαν μὲ ἐπιτόκιον κατὰ 159 
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ἀνώτερον τοῦ προη ουμένου. Ὃ ἐτήσιος τόχος, τὸν ὁποῖον ἔλαβεν ἐκ τῆς δευ- 
τέρας Τραπέζης ἦτο μεγαλύτερος κατὰ 290 δραχμὰς τοῦ προηγουμένου. Μετὰ 
ἕνα ἔτος ἀποσύρει τὸ νέον κεφάλαιον καὶ καταϑέτει αὐτό, ηὐξημένον χατὰ 600 
δρχ. εἰς τρίτην Τράπεζαν μὲ ἐπιτόχιον κατὰ 1 9[0 ἀνώτερον τοῦ ἐπιτοχίου τῆς 
δευτέρας Τραπέζης. Ὃ ἐτήσιος τόκος, τὸν ὁποῖον ἔλαβεν ἐκ τῆς τρίτης Τρα- 
πέζης ἦτο κατὰ 2856 δὄρχ. μεγαλύτερος τοῦ τόχου τοῦ δευτέρου ἕτους. Νὰ εὖ- 
οεϑῇ τὸ ἀρχικὸν κεφάλαιον, τὸ ἀρχικὸν ἐπιτόκιον, οἷ διαδοχικοὶ ἐτήσιοι τόκοι 
καὶ νὰ ἐπαληϑευϑῇ, ἐὰν οἱ διάφοροι ὅροι τοῦ προβλήματος ἔχουν ἐκπληρωϑῇ- 


Προβλήματα μείξεως : 


1898. (829). Οἰνοπώλης ἔχει δύο ποιότητας οἴνου. Ὅταν τὰς ἀναμείξῃ μὲ 
ἀναλογίαν 9 πρὸς ὅδ, ἣ ὀκᾶ τοῦ μείγματος τιμᾶται 2,12 δρχ. Ὅταν τὰς ἀνα" 
μείξῃ μὲ ἀναλφγίαν 1 πρὸς 8, ἡ ὀκᾶ τοῦ μείγματος τιμᾶται 2.64. δρχ. Νὰ εὖτ 
οεϑῇ ἡ τιμὴ τῆς ὀκᾶς ἑκάστης ποιότητος. 


1899. (880). ᾿Ανέμειξέ τις 1 χιλιόγραμμα οἰνοπνεύματος μετὰ 6 χιλιο- 
γράμμων οἰνοπνεύματος διαφόρου τίτλου καὶ ἔλαβε μεῖγμα 189," Ἐὰν ὅμως ἀνε. 
μείγνυε 9 χιλιόγραμμα τοῦ πρώτου οἰνοπνεύματος μετὰ 4 χιλιογράμμων τοῦ 
δευτέρου, ϑὰ ἐλάμβανὲ μεῖγμα 169, Ποῖος ὅ βαϑμὸς τοῦ πρώτου καὶ ποῖος ὁ 
βαϑμὸς τοῦ δευτέρου οἰνοπνεύματος. 


4900. (881). “Ἔχομεν δύο βαρέλια Α καὶ Β οἴνου. Χύνομεν ἐκ τοῦ Α βα- 
ρελίου εἰς τὸ Β τόσας ὀκάδας, ὅσας ἔχει τὸ Β. Χύνομεν ἔπειτα ἐκ τοῦ Β βα- 
ρελίον εἰς τὸ Α, τόσας ὀκάδας, ὅσας ἔχει ἤδη τὸ Α. “Ἑπειτα χύνομεν ἐκ τοῦ 
Α βαρελίου εἰς τὸ Β, τόσας ὀκάδας ὅσας εἶχε ἤδη τὸ Β. Μένουν τότε εἷς ἕκα-“ 
στὸν βαρέλιον α ὀκάδες οἴνου. Νὰ εὑρεϑῇ πόσας ὁκάδας οἴνου περιεῖχε ἕκα- 
στον βαρέλιον. 


901. (889). "“Ο ᾿Ιέρων τῶν Συρακουσῶν ἔδωκε νὰ τοῦ κάνουν στέφανον 
ἐκ χρυσοῦ βάρους 7 460 γραμ. Ἵνα εὕρῃ ὁ ᾿Αρχιμήδης, ἂν ὁ χρυσοχόος ἀντι- 
κατέστησε χρυσὸν δι’ ἀργύρου, ἐβύϑισε τὸν στέφανον εἰς τὸ ὕδωρ καὶ παρε- 
τήρησεν, ὅτι οὗτος ἔχασε 461 γραμ. τοῦ βάρους του. ΓΤ νωστοῦ ὄντος, ὅτι ὁ 
χρυσὸς χάνει εἰς τὸ ὕδωρ τὰ ΟΟδ8 καὶ ὁ ἄργυρος 0.096 τοῦ βάρους του, πόσος 
ἧτο ὁ χρυσὸς τοῦ στεφάνου καὶ πόσος ὁ ἄργυρος ; 


1902. (888). Χρυσοχόος ἔχει δύο κοσμήματα, ἐκ τῶν ὁποίων τὸ πρῶτον 
περιέχει 310 γραμ. χρυσοῦ καὶ 80 γραμ. χαλκοῦ καὶ τὸ δεύτερον περιέχει 00 
γραμ. χαλκοῦ. Νὰ εὑρεϑῇ πόσην ποσότητα πρέπει νὰ λάβῃ ἀπὸ ἕκαστον τῶν 
χοσμημάτων αὐτῶν διὰ νὰ σχηματίσῃ ἕνα κρᾶμα 400 γραμ. καὶ τίτλον 0,826. 


1903. (881). Χρυσοχόος συνέτηξε ἕνα κρᾶμα ἀργύρου καὶ χαλκοῦ τίτλον 
0,9 μὲ ἕνα δεύτερον κρᾶμα τῶν αὐτῶν μετάλλων καὶ τίτλου 0,86 καὶ μὲ 400 
γραμ. χαλκοῦ καὶ ἔλαβε ἕνα νέον κρᾶμα βάρους 1 δ00 γραμμαρίων καὶ τίτλον 
0.610, Νὰ εὑρεθῇ τὸ βάρος ἑκόστου τῶν δύο πρώτων κραμάτων. 

4904. (885). Χρουσοχόος συνέτηξε δύο κυάματα χρυσοῦ καὶ χαλκοῦ τίτλων 
72,950 καὶ 0,800, μὲ 8 γραμ. καϑαροῦ χρυσοῦ καὶ ἐσχημάτισεν ἕνα κρᾶμα βά- 
γους 325 γραμ. καὶ τίτλου 0,896. Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ βάρη τῶν δύο πρώτων 
κραμάτων. 
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1905. (826). Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ βάρος καὶ ὃ τίτλος ἑνὸς κράματος ἀργύ- 
Ὁου καὶ χαλκοῦ, ἐὰν γνωρίζωμεν, ὅτι, ἐὰν συντήξωμεν αὐτὸ μὲ 800 γραμ. κα- 
ϑαροῦ ἀργύρου, λαμβάνομεν ἕνα νέον κρᾶμα τίτλου 0,300: ἐνῷ, ἐὰν τὸ συντή- 
ἕωμεν μὲ 300 γραμ. ἑνὸς ἄλλου κράματος, τίτλον 0.900, ϑὰ λάβωμεν ἕνα ἄλλο 
πρᾶμα τίτλου“0,840. 


Προβλήματα κινήσεως : 


4906. (881). Νὰ ὑπολογισθῇ ἣ ταχύτης καὶ τὸ μῆκος μιᾶς ἁμαξοστοιχίας 
ἣ ὁποία χρειάζεται 7 δευτερόλεπτα τῆς ὥρας διὰ νὰ διέλϑῃ ἔμπροσϑεν παρα- 
τηρητοῦ καὶ 26 δευτερόλεπτα διὰ νὰ διέλθῃ ἔμπροσθεν σταϑμοῦ μήκους 818 
“μέτρων. 


1907. (888). ᾿Εὰν μία ἁμαξοστοιχία αὐξήσῃ τὴν ταχύτητά της κατὰ 6 
χιλιόμετρα τὴνδῶραν, ϑὰ φϑάσῃ εἰς τὸν προορισμόν τῆς 48 λεπτὰ τῆς ὥρας 
ἐνωρίτερον. ᾿Εὰν ἐλαττώσῃ τὴν ταχύτητά της χατὰ [10 χιλιόμετρα τὴν ὥραν’ 
ϑὰ φϑάσῃ 14: λεπτὰ τῆς ὥρας βραδύτερον εἰς τὸν προσρισμόν της. Νὰ ὑπο- 
λογισϑῇ ἣ ταχύτης τῆς ἁμαξοστοιχίας καὶ τὸ διανυϑὲν ὑπ᾽ αὐτῆς διάστημα. 


1908. (829). Δύο κινητά, τὰ ὁποῖα ἀπέχουν μεταξύ τῶν 86 χλμ. ἀναχω- 
οῦν ταυτοχρόνως ἐκ δύο σημείων Α καὶ Β, κινούμενα ἐπὶ τῆς εὐθείας ΑΒ. Τὰ 
κινητὰ αὐτὰ συναντῶνται μετὰ 4 ὥρας, ἐὰν κινοῦνται ἀντιϑέτως καὶ μετὰ 8 
ὥρας, ἐὰν κινοῦνται πρὸς τὴν αὐτὴν φυράν.. Νὰ εὑρεϑοῦν αἱ ταχύτητές των. 


1909. (840). Δύο αὐτοκίνητα πρόκειται νὰ διανύσουν μίαν ἀπόστασιν ΑΒ 
ἡ ὁποία παρουσιάζει μίαν ἀνωφέρειαν ΑΜ καὶ μίαν κατωφέρειαν ΜΒ. Τὸ 
πρῶτον αὐτοκίνητον ἔχει ταχύτητα 18 χλμ. τὴν ὥραν κατὰ τὴν ἄνοδόν του 
καὶ 86 χλμ, κατὰ τὴν κάϑοδόν του. Αἴ ταχύτητες τοῦ δευτέρου εἶναι ἀντιστοί: 
χως ἰδ χλμ. καὶ 40 χλμ. τὴν ὦραν. Κατὰ τὴν μετάβασίν των ἀπὸ τοῦ Α εἰς τὸ 
καὶ τὰ δύο αὐτοκίνητα ἔφϑασαν συγχρόνως εἰς τὸ Β. Κατὰ τὴν ἐπιστροφήν 
τῶν ὅμως ἀπὸ Β εἰς Α, τὸ πρῶτον αὐτοκίνητον ἔφϑασεν 8ῦ λεπτὰ ἐνωρίτερον 
τοῦ ἄλλου. Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ μήκη ΑΜ καὶ ΜΒ. 


1910. (641). Τέσσαρες ἐπιβάται ϑέλουν νὰ μεταβοῦν ἐκ μιᾶς πόλεως Α 
εἰς ἄλλην Β, αἱ ὁποῖαι ἀπέχουν 839,6 χλμ. Διαϑέτουν δὲ πρὸς τοῦτο ἕνα αὗτο- 
κίνητον, τὸ ὁποῖον κινεῖται μὲ ταχύτητα 86 χλμ. καϑ' ὥραν καὶ τὸ ὁποῖον ἔχει 
δύο μόνον ϑέσεις ἐπιβατῶν, ἐκτὸς τῆς ϑέσεως τοῦ σωφέρ. Οἱ δύο νεώτεροι ἐκ 
τῶν ἐπιβατῶν δύνανται νὰ διανύσουν ὁ χλμ. καϑ᾽ ὥραν πεζῇ καὶ οἱ ἄλλοι δύο 
πλέον ἡλικιωμένοι, δύνανται νὰ διανύσουν μόνον 4 χλμ. καϑ᾽ ὥραν. 

Διὰ τὴν χρησιμοποίησιν τοῦ αὐτοκινήτου ἔκαμον τὴν ἑξῆς συμφωνίαν : 
Τὸ αὐτοκίνητον ϑὰ ἀναχωρήσῃ μὲ τοὺς δύο ἡλικιωμένους ἐπιβάτας καὶ ϑὰ 
τοὺς ἀφήσῃ εἰς ἕνα σημεῖον Μ τῆς ὁδοῦ ΑΒ, ἀπὸ τοῦ ὁποίου ϑὰ ἐξακολουϑή- 
σουν τὴν πορείαν των πεζῇ μέχρι τῆς πόλεως Β. Τὸ αὐτοκίνητον ϑὰ ἐπιστρέψῃ 
ἀμέσως ὀπίσω διὰ νὰ παραλάβῃ τοὺς δύο νεωτέρους ἐπιβάτας, οἱ ὁποῖοι ἐν τῷ 
μεταξὺ ἐβάδιζον πεξῇ καὶ εἶχον φϑάσει εἰς ἕνα σημεῖον Σ καὶ ϑὰ τοὺς μετα. 
φέρῃ εἰς τὴν πόλιν Β, Νὰ προσδιορισϑῇ ἡ ϑέσις τοῦ σημείου Μ ἐπὶ τῆς 
ὁδοῦ ΑΒ οὕτως, ὥστε οἱ 4 ἐπιβάται, οἱ ὁποῖοι ἀνεχώρησαν συγχρόνως ἐκ τοῦ 
(, νὰ φϑάσουν ταυτοχρόνως εἰς τὸ Β. 
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- 4Φ41 (343). Ἕνας σωφὲρ αὐτοκινήτου, διερχόμενος ἔμπροσθεν ἑνὸς χι- 
λιομετρικοῦ δείκτου σημειώνει μίαν ἀπόστασιν, ἣ ὁποία ἐκφράζεται μὲ ἕνα δι’ 
ψήφιον ἀριϑμόν. Συνεχίζων τὸν δρόμον του, μὲ τὴν αὐτὴν ταχύτητα, διέρχεται 
μετὰ μίαν ὥὠραν ἔμπροσθεν ἑνὸς ἄλλου δείκτου, ὁ ὁποῖος φέρει τὰ αὐτὰ ψη- 
φία, ἀλλὰ κατ᾽ ἀντίστροφον τάξιν: Τέλος μετὰ μίαν ὥραν ἀργότερον φϑάνει 
ἔμπροσϑεν ἑνὸς τρίτου δείκτου, ὁποῖος ἔχει τὰ αὐτὰ ψηφία μὲ τὸν πρῶτον, 
ἀλλὰ μὲ ἕνα μηδὲν μεταξὺ αὐτῶν. Νὰ εὑρεθῇ ἣ ταχύτης τοῦ αὐτοκινήτου καὶ 
οἱ ἀριϑμοὶ τῶν δεικτῶν, ἐὰν γνωρίζωμεν, ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν ψηφίων ἑκά- 
στου ἀριϑμοῦ εἶναι ἴ. 


191... (548). “ἕνας λεμβοῦχος διήνυσε 16 χλμ. εἰς 1 ὥραν 18 λ., ἀκολου- 
ϑῶν τὸ ρεῦμα ἑνὸς ποταμοῦ καὶ μένων διαρκῶς εἷς τὸ μέσον τοῦ ρεύματος 
τοῦ ποταμοῦ. “Ὅταν ἐπέστρεφεν, ἠκολούϑησε τὴν ὄχϑην τοῦ ποταμοῦ, ὅπου 
ἡ ταχύτης τοῦ ρεύματος εἶναι τὰ 86 τῆς ταχύτητος αὐτοῦ εἰς τὸ μέσον καὶ 
ἐχρειάσϑη 3 ὥρας ὅ λ. διὰ τὸ αὐτὸ διάστημα. Νὰ εὐρεϑῇ ἣ ταχύτης τοῦ ρεύ- 
ματος τοῦ ποταμοῦ εἰς τὸ μέσον. 


Προβλήματα διάφορα: 


4913. (844). Δύο οἰνέμποροι α καὶ Β εἰσέρχονται εἰς μίαν πόλιν φέρον- 
τες ὁ μὲν δά βαρέλια οἴνου, ὁ δὲ 90 βαρέλια τῆς αὐτῆς ἀξίας. ᾿Αλλ᾽ ἐπειδὴ 
δὲν εἶχον ἀρκετὰ χρήματα διὰ νὰ πληρώσουν τὸν φόρον τῆς εἰσαγωγῆς, δὰ 
ἐπλήρωσε τὸν φόρον μὲ ὃ βαρέλια καὶ μὲ 40 δρχ. ἀκόμη’ ὅ Β ἐπλήρωσε τὸν 
φόρον μὲ 3 βαρέλια, ἀλλ᾽ ἔλαβεν ὀπίσω 40 δρχ. Νὰ εὑρεϑῇ ἡ ἀξία ἑκάστον 
βαρελίου καὶ ὁ φόρος εἰσαγωγῆς ἑκάστου βαρελίον. (Πρόβλημα παγίδος). 


4914. (846) ᾿Οκτὼ βώδια ἔφαγον εἰς ἴ ἑβδομάδας τὸ χόρτον 4 στρεμ- 
μάτων καὶ ὅσον ἐβλάστησε κατὰ τὸ διάστημα τοῦτο’ 9 βώδια ἔφαγον εἰς 8 
ἑβδομάδας τὸ χόρτον ὅ στρεμμάτων καὶ ὅσον ἐβλάστησε κατὰ τὸ διάστημα 
τοῦτο. Ζητεῖται νὰ εὑρεϑῇ πόσα βώδια δύνανται νὰ βοσκήσουν ἐπὶ 12 ἑβδομά» 
δας εἰς 8 στρέμματα, συμπεριλαμβανομένου καὶ τοῦ χόρτου, τὸ ὁποῖον ϑὰ βλα- 
στήσῃ κατὰ τὸ διάστημα τοῦτο. 


1915. (846). “Ἕνας ἐργάτης καὶ μία ἐργάτρια ἀνέλαβον νὰ ἐκτελέσουν 
ἕνα ἔργον εἰς 20 ἡμέρας. Τὴν ἑβδόμην ἡμέραν ἣ ἐργάτρια ἀσϑενεῖ καὶ ὁ ἐρ- 
γάτης συνεχίζει μόνος του τὸ ἔργον, τὸ ὁποῖον ἐτελείωσεν εἰς 12 ἡμέρας. Πό- 
σας ἡμέρας ϑὰ ἐχρειάζετο μόνος του ὁ ἐργάτης ἢ ἣ ἐργάτρια διὰ νὰ τελειώσῃ 
τὸ ἔργον ; , 


4916. (841). Δεξαμενὴ πλήρης ὕδατος κενοῦται ὑπὸ δύο ἀνίσων χρουνῶν 
Α καὶ Β. ᾿Ανοίγομεν τὸν κρουνὸν Α καὶ ἔπειτα, ὅταν ἐχύϑη τὸ τέταρτον τοῦ 
περιεχομένου εἰς τὴν δεξαμενὴν ὕδατος, ἀνοίγομεν καὶ τὸν κρουνὸν Β. Οὕτω 
τὸ ὑπόλοιπον τῆς δεξαμενῆς ἐκενώϑη εἷς χρόνον κατὰ 1 ὥραν περισσότερον 
ἐκείνου, τὸν ὁποῖον ϑὰ ἐχρειάζετο ὁ κρουνὸς ἃ διὰ νὰ κενώσῃ τὸ τέταρτον 
τῆς δεξαμενῆς. ᾿Εὰν καὶ οἱ δύο κρουνοὶ ἠνοίγοντο συγχρόνως, ἧ δεξαμενὴ θὰ 
ἐκενοῦτο ἡμίσειαν ὥραν ταχύτερον. Νὰ εὑρεϑῇ πόσον χρόνον χρειάζεται ἕκα- 
στος κρουνὸς διὰ νὰ κενώσῃ μόνος του τὴν δεξαμενήν. 


θυ ᾿Ασκήσεις 
Προβλήματα Γεωμετρίας : 


1917. (848). Αἱ διαστάσεις ἑνὸς ὀρϑογωνίου εἶναι 40 μέτρα καὶ 80 μέ- 
τρα. Νὰ εὑρεϑοῦν αἱ διαστάσεις ἑνὸς ἄλλου ὀρϑογωνίου ὁμοίον πρὸς τὸ πρῶ- 
τον καὶ τοῦ ὁποίου ἡ περίμετρος εἶναι 84 μέτρα. 

, 1918. (8409). Δύο κύκλων, ἐφαπτομένων ἐξωτερικῶς, ἡ ἀπόστασις τῶν κέν- 
τρῶν τῶν εἶναι 0,80 μ, Πόσαι εἶναι αἱ ἀκτῖνες τῶν, ἐὰν ἔχουν λόγον 3:8: 

1919. (660). Εἰς ἕνα κύκλον ἀκτῖνος 19 Μ. μία χορδὴ 30 μ. τέμνεται ἀπὸ 
μίαν διάμετρον εἰς τρόπον, ὥστε τὸ σημεῖον τῆς τομῆς ἀπέχει ἴσον ἀπὸ τὸ 
κέντρον καὶ ἀπὸ τὰ ἄκρα τῆς χορδῆς. Νὰ ὑπολογιοθοῦν τὰ δύο τμήματα τῆς 
χορδῆς. 

1920, (861). Η ἐπιφάνεια ἑνὸς ὀρθογωνίου αὐξάνει κατὰ 8 450 (μ᾽). ὅταν 
διπλασιάσωμεν καὶ τὰς δύο διαστάσεις του. Αὐξάνει ἐπίσης κατὰ 1100 (μὴ), 
ὅταν ἐλαττώσωμεν τὸ μῆκος κατὰ 18 μέτρα καὶ τριπλασιάσωμεν τὸ πλάτος. Νὰ 
εὑρεϑοῦν αἱ διαστάσεις τοῦ ὀρϑογωνίου. 

1921. (852). ᾿Εὰν αὐξηϑῇ ἡ βάσις τριγώνου κατὰ 1 μέτρον καὶ ἐλαττωθῇ, 
τὸ ὕψος αὐτοῦ κατὰ 2 μέτρα, ἐλαττοῦται τὸ ἐμβαδόν του κατὰ Τ (μ᾽. Ἐὰν 
ἐλαττωϑῇ ἡ βάσις του κατὰ 3 καὶ αὐξηϑῇ τὸ ὕψος τοι κατὰ 8, τὸ ἐμβαδόν του. 
ἐλαττοῦται κατὰ 10 (μ᾽). Πόση εἶναι ἡ βάσις καὶ τὸ ὕψος του; 

1922. (808). Νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοϑὲν τρίγωνον ΑΒΙ' ἕνα ὀρϑογώνιον 
ΔΕΖΗ, τοῦ ὁποίου ἡ πλευρὰ ΕΖ νὰ κεῖται ἐπὶ τῆς βάσεως ΒΓ τοῦ τριγώνου. 
ΑΒΓ καὶ τοῦ ὁποίου αἱ διαστάσεις νὰ ἔχουν διαφορὰν ὃ. 

1925. (864). Νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοϑὲν τρίγωνον ἕνα ὀρθογώνιον ὅμοιον πρὸς. 
δοϑὲν ὀρϑογώνιον. 

1924. (866). Νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοϑὲν τρίγωνον ἕνα ὀρϑογώνιον, τοῦ ὁποίου 
ἡ διαφορὰ τῶν δύο προσκειμένων πλευρῶν νὰ εἶναι ἴση μὲ δοϑὲν μῆκος λ. 

1925. (856). Νὰ εὑρεθῇ ἧ περίμετρος ἑνὸς τριγώνου, ἐὰν γνωρίζωμεν τὴν 
διαφορὰν ὃ δύο πλευρῶν του καὶ τὰ δύο τμήματα μ καὶ ν, εἷς τὰ ὁποῖα διαι- 
ρεῖται ἣ τρίτη πλευρὰ ὑπὸ τῆς διχοτόμου τῆς γωνίας τῆς περιεχομένης μεταξὺ 
τῶν δύο πρώτων πλευρῶν. ε ᾿ 

1926. (861). Νὰ ὑπολογισϑοῦν αἱ πλευραὶ ΑΒ-εχ͵ ΑΓΞξν ἑνὸς τριγώνου 
ΑΒΓ, ἐὰν γνωρίζωμεν τὴν πλευρὰν ΒΓΞ-ξα, καὶ τὸ ἄϑροισμα ΑΒ-ΑΓΞΕΚ καὶ 
ὅτι ἣ διχοτύμος τῆς γωνίας Β συναντᾷ τὴν ἀπέναντι πλευρὰν ΑΤ' εἷς. ἕνα ση- 
μεῖον Δ τοιοῦτον, ὥστε ΒΔ-.-ΔΙ', 


1927. (818). Δίδεται ἕνα ὀρθογώνιον ΑΒΓΔ, εἰς τὸ ὁποῖον εἶναι 
ΑΒΞΞΕΓΔεξα, ΒΓ-ε᾿λεξβ, α;»β. Νὰ ἐγγραφῇ εἰς τὸ ὀρϑογώνιον αὐτὸ ἕνα 


ἄλλο ὀρϑογώνιον ΕΖΗΘ, τοῦ ὁποίου ὁ λόγος ΕΖ τῶν πλευρῶν νὰ εἶγαι 





ἴσος μὲ δοϑέντα ἀριϑμὸν μ, μεγαλύτερον τῆς μονάδος. 

1928. (8ὅ9). Νὰ ἐγγραφῇ εἰς δοϑέντα ρόμβον, τοῦ ὁποίου δίδονται αἱ 
διαγώνιοι ΑΓΞΞα, ΒΔεΞβ, ἕνα ὀρϑογώνιον δοϑείσης περιμέτρου ὃ:τ. 

1929. (860). Εἰς ποῖον ὕψος πρέπει νὰ ἀνυψωθῇ ἀεροναύτης διὰ νὰ ἴδῃ 
μίαν σφαιρικὴν ξώνην ἐμβαδοῦ Ε; 
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2. Προβλήματα πρὸς λύσιν μὲ τρεῖς ἢ περισσοτέρους ἀγνώστους 


1950. (861). Νὰ εὑρεϑοῦν τρεῖς ἀριϑμοὶ τοιοῦτοι, ὥστε ὁ πρῶτος καὶ 
τὸ ἥμισυ τοῦ δευτέρου, ὁ δεύτερος καὶ τὸ τρίτον τοῦ τρίτου καὶ ὁ τρίτος καὶ 
τὸ τέταρτον τοῦ πρώτου νὰ εἶναι πάντοτε 1 000, 

1951. (862). Νὰ εὑρεϑοῦν τρεῖς ἀριϑμοὶ τοιοῦτοι, ὥστε ὃ πρῶτος καὶ τὸ 
ἡμιάϑροισμα τῶν δύο ἄλλων νὰ εἶναι 120, ὁ δεύτερος καὶ τὸ δέκατον πέμπτον 
τῆς διαφορᾶς τοῦ πρώτου ἀπὸ τοῦ τρίτου νὰ ἰσοῦται μὲ 62 καὶ τὸ ἡμιάϑροι- 
σμα τῶν τριῶν νὰ ἰσοῦται μὲ 9. 

952. (368). Νὰ εὑρεϑῇ τριψήφιος ἀριϑμός, τοῦ ὁποίου τὸ ἄϑροισμα τῶν 
ψηφίων εἶναι 17, Τὸ ψηφίον τῶν ἑκατοντάδων εἶναι διπλάσιον τοῦ ψηφίου 
τῶν μονάδων καὶ ὅταν ἀφαιρεϑῇ ἀπ᾽ αὐτοῦ ὁ 8396 εὑρίσκομεν τὸν ἀριϑμόν, τὸν 
προκχύπτοντα δι’ ἐναλλαγῆς τῶν ψηφίων του. 

1955. (864). Νὰ εὑρεϑῇ τριψήφιος ἀριϑμός, τοῦ. ὁποίου τὸ μὲν ψηφίον 
τῶν ἑκατοντάδων εἶναι τὸ τρίτον τοῦ ἀϑροίσματος τῶν δύο ἄλλων τὸ δὲ ψη: 
φίον τῶν δεκάδων εἶναι τὸ ἥμισυ τοῦ ἀϑροίσματος τῶν δύο ἄλλων. ᾿Ἂν γρα- 

. φοῦν τὰ ψηφία τοῦ κατ᾽ ἀντίστροφον τάξιν προχύπτει ἀριϑμὸς κατὰ 198 με- 
γαλύτερος αὐτοῦ. 

4954. (865). Νὰ εὑρεθῇ τροιψήφιος ἀριϑμός, ἐὰν γνωρίζωμεν : α) ὅτι τὸ 
ψηφίον τῶν ἑκατοντάδων εἶναι ἴσον μὲ τὰ 8. τοῦ ψηφίου τῶν μονάδων: β) τὸ 
ψηφίον τῶν δεκάδων εἶναι ἴσον μὲ τὸ ἡμιάϑροισμα τῶν δύο ἄλλων καὶ Υ) ὅτι, 
ἐὰν προσϑέσωμεν 198 εἰς τὸν ξητούμενον ἀριϑμόν͵ λαμβάνομεν τὸν ἀριϑμόν, ὁ 
ὁποῖος προχύπτει, ἂν γραφοῦν τὰ ψηφία του κατ᾽ ἀντίστροφον τάξιν. 

4935. (866), Νὰ εὑρεϑῇ τριψήφιος ἀριϑμός, ἐὰν γνωρίξωμεν : α) ὅτι 
αὐξάνει κατὰ 180, ἐὰν ἐναλλάξωμεν τὴν ϑέσιν τῶν δύο πρώτων ψηφίων του" 
β) ἐλαττοῦται κατὰ 99, ὅταν ἐναλλάξωμεν τὴν θέσιν τῶν ἄχρων ψηφίων του 
καὶ γὴ ἐλαττοῦται κατὰ 81, ὅταν ἐναλλάξωμεν τὴν ϑέσιν τῶν δύο τελευταίων 
ψηφίων του. 

1936. (867). Ὁ Νεύτων ἐγεννήθη τὸν 17ον αἰῶνα καὶ ἀπέϑανε τὸν 18ον. 
Νὰ εὑρεϑῇ τὸ ἔτος κατὰ τὸ ὁποῖον ἐγεννήϑη καὶ τὸ ἔτος κατὰ τὸ ὁποῖον ἀπέ- 
ϑανε, ἐὰν γνωρίξζωμεν, ὅτι ὁ ἀριϑμός, ὁ ὁποῖος σχηματίζεται ἀπὸ τὰ δύο τε- 
λευταῖα ψηφία τοῦ ἔτους τῆς γεννήσεώς του, αὐξανόμενος κατὰ 12, ἰσοῦται μὲ 
τὸ διπλάσιων τοῦ ἀριϑμοῦ, ὁ ὁποῖος σχηματίζεται ἀπὸ τὰ δύο τελευταῖα ψηφία 
τοῦ ἔτους τοῦ ϑανάτου του καὶ ὅτι ὃ τελευταῖος οὗτος ἀριϑμὸς (δηλ. τῶν δύο 
τελευταίων ψηφίων τοῦ ἔτους τοῦ ϑανάτου τοῦ) αὐξανόμενος κατὰ 1 εἶναι 
ἴσος μὲ τὰ 23,8 τοῦ πρώτου ἀριϑμοῦ. 

1937. (568). Νὰ εὑρεϑῇ τὸ ἔτος τῆς ἀνακαλύψεως τῆς τυπογραφίας, ἐὰν 
γνωρίξωμεν : α) ὅτι εἶναι ἀριθμὸς τετραψήφιος" β) ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν ψη- 
φίων τοῦυ εἶναι [4 γ) ὅτι τὸ ψηφίον τῶν δεχάδων εἶναι ἴσον μὲ τὸ ἥμισυ τοῦ 
ψηφίου τῶν μονάδων' δὴ) ὅτι τὸ ψηφίον τῶν χιλιάδων ἰσοῦται μὲ τὴν διαφορὰν 
τοῦ ψηφίου τῶν δεκάδων ἀπὸ τοῦ ψηφίου τῶν ἑκατοντάδων καὶ ε) ὅτι, ἐὰν 
γραφοῦν τὰ ψηφία του κατ᾽ ἀντίστροφον τάξιν προκύπτει ἀριϑμὸς μεγαλύτερος 
κατὰ 4 905, (Πανεπιστήμιον 1939). 

4958. (869). Νὰ εὑρεϑῇ τετραψήφιος ἀριϑμός, ἐὰν γνωρίζωμεν : αὐ) ὅτι 
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ὁ ἀριϑμὸς δέν μεταβάλλεται, ἐὰν γράψωμεν τὰ ψηφία του κατ᾽ ἀντίστροφον 
τάξιν, β) ὅτι τὸ ἄϑροισμα τῶν ψηφίων του εἶναι 16, γ) ὅτι ὁ ἀριϑμός, ὃ ὁποῖος 
σχηματίζεται ἀπὸ τὰ δύο τελευταῖα ψηφία του εἶναι μεγαλύτερος κατὰ 18 τοῦ 
ἀριϑμοῦ, τὸν ὁποῖον σχηματίζουν τὰ δύο πρῶτα ψηφία του. 


1989. (810). Ποσὸν 810000 δραχμῶν νὰ μοιρασθῇ εἰς τρία πρόσωπα͵ 
ὥστε τὰ μερίδια τοῦ α΄ καὶ β΄ νὰ εἶναι ὡς 23:8, τοῦ δὲ β΄ καὶ γ΄ ὡς 8 : 4, 
Ποῖα τὰ μερίδια; 

1940. (811). Τρεῖς γυναῖκες πωλοῦν αὐγά. ᾽Εὰν ἣ πρώτη ἔδιδε τὸ ἕβδο- 
μον καὶ ἧ τρίτη τὸ δέκατον τρίτον τῶν ἰδικῶν των εἰς τὴν δευτέραν, ϑὰ εἶχον 
καὶ αἱ τρεῖς τὸν αὐτὸν ἀριϑμὸν αὐγῶν. ᾿Εὰν καὶ αἱ τρεῖς εἶχον ἐξ ἀρχῆς 860 
αὐγά, πόσα εἶχεν ἑκάστη ; 

1941. (812). Τρεῖς συνεταῖροι ἐμοίρασαν τὸ κέρδος μιᾶς ἐπιχειρήσεως" ὁ 
πρῶτος ὄλαβε τὸ ἥμισυ τοῦ κέρδους πλὴν τὰ 318 τῶν μεριδίων τὰ ὁποῖα 
εἶχον λάβει καὶ οἱ δύο ἄλλοι συνεταῖροι: ὁ δεύτερος ἔλαβε τὸ τέταρτον τοῦ 
κέρδους καὶ τὸ 1{10 τῶν μεριδίων τῶν δύο ἄλλων συνεταίρων' ὃ τρίτος ἔλαβε 
80 000 δρχ. Νὰ εὑρεϑῇ τὸ μερίδιον ἑκάστου καὶ τὸ διανεμηϑὲν κέρδος. 


4942. (818). Η ἡλικία ἑνὸς πατρὸς εἶναι κατὰ 2 ἔτη μεγαλυτέρα τοῦ 
ἀϑροίσματος τῶν ἡλικιῶν τῶν τριῶν υἱῶν του. Μετὰ 10 ἔτη ἡ ἡλικία του ϑὰ 
εἶναι διπλασία τῆς ἡλικίας τοῦ μεγαλυτέρου υἱοῦ μετὰ 18 ἔτη ϑὰ εἶναι διπλα- 
σία τῆς ἡλικίας τοῦ δευτέρου υἱοῦ καὶ μετὰ 96 ἔτη ϑὰ εἶναι διπλασία τῆς ἧἣλι- 
κίας τοῦ μικροτέρου υἱοῦ. Νὰ εὑρεϑοῦν αἱ πραγματικαὶ ἡλικίαι τοῦ πατρὸς 
καὶ ἑκάστου υἱοῦ. 

1943, (814. Ἢ διαφορὰ τῶν τιμῶν δύο εἰδῶν ὑφάσματος τοῦ αὐτοῦ 
μήκους εἶναι 1 280 δρχ. 4 μέτρα τοῦ πρώτου εἴδους κοστίζουν 180 δρχ. περισ- 
σότερον ἀπὸ ὅσον κοστίζουν 8 μέτρα τοῦ δευτέρον" ἐνῷ 8 μέτρα τοῦ πρώτου 
εἴδους καὶ 4 μέτρα τοῦ δευτέρον κοστίζουν μαζὶ 160 ὄρχ. Νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ 
μῆκος τοῦ ὑφάσματος ἑκάστου εἴδους καὶ ἣ τιμὴ τοῦ μέτρου ἑκάστου. 


1944. (816). Τρία κεφάλαια Α, Β, Γ' κατετέϑησαν πρὸς 89, 8,0 "[ε καὶ 
495 καὶ ἔδωσαν συνολικὸν τόκον, ἴσον μὲ τὸν τόκον, τὸν ὁποῖον ϑὰ ἔδιδον τὰ 
1112 καὶ τῶν τριῶν κεφαλαίων, ἐὰν ἐτοκίξοντο πρὸς 4 57.. ᾿Εὰν τὸ Α ἐτοχί" 
ἵετο πρὸς 450 καὶ τὸ Γ' πρὸς 8,5 50, ὁ τόκος αὐτῶν μαζὶ ϑὰ ἠλαττοῦτο κατὰ 
ὅ0 δραχμάς. Τέλος ἐὰν τὸ Β ἐχωρίζετο εἰς δύο μέρη τοιαῦτα, ὥστε τοκιζόμενα 
πρὸς 85}υ καὶ 2590 ἀντιστοίχως, νὰ δώσουν ἴσους τόκους, ὁ ἐτήσιος τόχος τοῦ 
Β ϑὰ ἠλαττοῦτο κατὰ 220 δραχμάς. Νὰ εὑρεϑοῦν τὰ τρία κεφάλαια. 

4945. (516). Τρεῖς ἄνθρωποι εἶχον ποσόν τι χρημάτων ἕκαστος καὶ συ- 
νεφώνησαν κατὰ σειρὰν νὰ διπλασιάζῃ καϑεὶς τὰ χρήματα τῶν δύο ἄλλων, 
Εἰς τὸ τέλος εὑρέϑη ἕκαστος μὲ 160 δρχ. Τί ποσὸν εἶχεν ἕκαστος κατ᾽ ἀρχάς ; 


1946. (811). Τρεῖς φίλοι Α, Β, Γ' συζητοῦν διὰ τὴν ἡλικίαν των. Ὁ Α 
λέγει εἰς τὸν Β΄: «ταν εἶχον τὴν ἡλικίαν σας, ὁ Γ' ἦτο 10 ἐτῶν». ᾿Αλλὰ ὁ Β 
ἀπαντᾷ : «ὅταν ϑὰ ἔχω τὴν ἡλικίαν σας, ὃ Γ ϑὰ εἶναι 26 ἐτῶν». “Ο Γ' συμ- 
περαίνει: «ὅταν ἐγεννήϑην τὸ ἄϑροισμα τῶν ἡλικιῶν σας ἦτο διπλάσιον τῆς 
σημερινῆς ἡλικίας μου». Νὰ ὑπολογισϑοῦν αἷ ἡλικίαι τῶν Α, Β, Γ. 


1947. (818). Δύο στρατιαὶ Α καὶ Β πολεμοῦν ἧ μία ἐναντίον τῆς ἄλλης. 
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Κατὰ τὴν πρώτην μάχην ἡ ὀλιγαριϑμοτέρα στρατιὰ χάνει τὸ 1[6 καὶ ἣ ἄλλη 
Β τὸ 17 τῆς δυνάμεώς της. Κατὰ μίαν δευτέραν μάχην αἱ ἀπώλειαι ἦσαν ἴσαι. 
Εἰς τὸ τέλος τοῦ πολέμου εὑρέϑη, ὅτι ἧ στρατιὰ Α εἶχεν ἀπωλέσει ἐν ὅλῳ 
59 Ο00 ἄνδρας καὶ ἡ Β 61 000 καὶ ὅτι ἧἡ στρατιὰ Β ἦτο τὴν στιγμὴν ἐκείνην. 
διπλασία τῆς στρατιᾶς Α. Πόση ἦτο ἣ δύναμις ἑκάστης στρατιᾶς κατὰ τὴν 
ἔναρξιν τοῦ πολέμου ; ᾿ 

4948. (819). Δύο δοχεῖα Α καὶ Β, τοῦ αὐτοῦ βάρους, περιέχουν διαφό- 
ρους ποσότητας ὕδατος. Τὸ συνολικὸν βάρος τοῦ Α εἶναι τὰ 4{Ὁ τοῦ βάρους 
τοῦ Β. ᾿Εὰν χύσωμεν τὸ περιεχόμενον τοῦ Β εἰς τὸ Α, τότε τὸ Α ϑὰ εἶναι ὃ 
φορὰς βαρύτερον τοῦ κενοῦ δοχείου Β. ᾿Εὰν γνωρίζωμεν, ὅτι τὸ βάρος τοῦ 
ὕδατος, ποὺ περιέχεται εἰς τὸ Β ὑπερβαίνει κατὰ δ0 γραμμάρια τὸ βάρος τοῦ 
ὕδατος τοῦ Α, νὰ εὑρεϑῇ τὸ βάρος ἑκάστου δοχείου καὶ τὸ βάρος τοῦ ὕδατος, 
τὸ ὁποῖον περιείχετο ἀρχικῶς εἰς αὐτά. 

1949. (880). Τρεῖς κρουνοὶ Α, Β, Γ τροφοδοτοῦν μίαν δεξαμενήν, Οἱ Β 
καὶ ΤΓ' δύνανται νὰ γεμίσουν τὴν δεξαμενὴν εἰς α ὥρας" οἵ Γ' καὶ Α τὴν γεμί: 
ἕουν εἰς βὶ ὥρας, οἱ Α καὶ Β τὴν γεμίζουν εἰς γ ὥρας. ᾿Εὰν ἀνοιχϑοῦν συγ- 
χρόνως καὶ οἱ τρεῖς κρουνοί, εἰς πόσον χρόνον ϑὰ γεμίοῃ ἡ δεξαμενή ; 

4950. (881) Τρεῖς κρουνοὶ Α, Β, Γ,, ἐκ τῶν ὁποίων οἱ μιχρότεροι Β καὶ 
Γ παρέχουν τὴν αὐτὴν ποσότητα ὕδατος, ἀνοίγονται συγχρόνως διὰ νὰ γεμί- 
σουν μίαν δεξαμενήν, Νὰ εὑρεϑῇ εἰς πόσον χρόνον ϑὰ γεμίσῃ ἣ δεξαμενή, ἐὰν 
γνωρίζωμεν, ὅτι: ἴον. ἐὰν ἐκλείετο ὁ ἕνας ἐκ τῶν χρουνῶν Β, Γ τὴν στιγμήν, 
καϑ' ἣν ἢ δεξαμενὴ εἶχε γεμίσει κατὰ τὸ ἥμισυ, ϑὰ ηὔξανε ἧ διάρκεια τῆς 
πληρώσεως τῆς δεξαμενῆς κατὰ 1 ὥραν' 2ον. ἐὰν ἐκλείετο καὶ ὁ ἄλλος ἐκ τῶν 
χρουνῶν Β, Γ τὴν στιγμήν, καϑ' ἣν ἡ δεξαμενὴ εἴχε γεμίσει κατὰ τὰ 8,4, ἣ 
διάρκεια τῆς πληρώσεως τῆς δεξαμενῆς ϑὰ ηὔξανε ἀκόμη κατὰ μίαν ὥραν; 

4951. (882). Χρυσοχόος ἔχει τρία κράματα ἀργύρου καὶ χαλκοῦ, βάρους 
δ0 γραμ., 80 γραμ. καὶ 20 γραμ. Νὰ ὑπολογισθοῦν οἱ τίτλοι τῶν κραμάτον 
αὐτῶν, ἐὰν γνωρίζωμεν, ὅτι, ἐὰν συντήξῃ τὸ πρῶτον μὲ τὸ δεύτερον, θὰ λάβῃ 
κρᾶμα τίτλου 0,180, τὸ πρῶτον μὲ τὸ τρίτον ϑὰ λάβῃ κρᾶμα τίτλου 0,180, καὶ 
ἐὰν συντήξῃ τὸ δεύτερον μὲ τὸ τρίτον ϑὰ λάβῃ κρᾶμα τίτλου 0,862. 

1952. (888). Δύο κράματα, ἀργύρου καὶ χαλκοῦ, ἔχουν τὸν αὐτὸν τίνλων. 
Συντήκομεν ἕκαστον ἐξ αὐτῶν τῶν χραμάτων μὲ μίαν ποσότητα χαλκοῦ ἴσην 
μὲ ἐκείνην, ποὺ περιέχεται εἰς τὸ κρᾶμα. Λαμβάνομεν οὕτω δύο νέα κράμαια, 
τῶν ὁποίων τὰ βάρη ἔχουν λόγον 1 : 2 καὶ οἱ τίτλοι τῶν ἔχουν λόγον ἃ: 
Νὰ εὑρεϑῇ ὁ κοινὸς τίτλος τῶν δύο πρώτων κραμάτων. 

1955. (θ84). Χρυσοχόος ἔχει τρία κράματα, τὰ ὁποῖα συνίστανται : 

Τὸ πρῶτον ἀπὸ 30 γρ. χρυσοῦ, 80 γρ. ἀργύρου καὶ 40 γρ. χαλκοῦ. 

᾿Τὸ δεύτερον » 80 ) 40 2 . δ0 » 

Τὸ τρίτον » 40 . 80 » » 90 » 

Νὰ εὑρεϑῇ πόσον βάρος πρέπει νὰ λάβῃ ἀπὸ ἕκαστον τῶν τριῶν κραμά- 
τῶν, διὰ νὰ σχηματίσῃ ἕνα ἄλλο, τὸ ὁποῖον νὰ πεῤιέχῃ 84 γραμ. χρυσοῦ, 46 
ἀργύρου καὶ 61 γραμ. χαλκοῦ. 

1954. (5885) Χουσοχόος ἔχει δύο κράματα, Α καὶ Β, ἀργύρου καὶ χαλ- 
κοῦ. ᾿Εὰν προσϑέσῃ 100 γραμ. χαλκοῦ εἰς τὸ Α καὶ 200 γραμ. χαλκοῦ εἰς τὸ 
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Β, τὰ δύο κράματα ϑὰ ἔχουν ἴσα βάρη. ᾿Εὰν προσϑέσῃ 200 γραμ. χαλκοῦ εἰς 
τὸ Α καὶ 100 γραμ. χαλκοῦ εἰς τὸ Β, τὰ δύο κράματα ϑὰ ἔχουν τὸν οὐτὸν 
τίτλον. Τέλος ἐὰν συντήξῃ τὸ ἥμισυ τοῦ Α μὲ τὸ τυίτον τοῦ Β, ϑὰ λάβῃ ἕνα 
 χρᾶμα τίτλου 0,815 καὶ βάρους 800 γραμ. Νὰ εὑρεϑοῦν τὰ βάρη καὶ οἱ τίτλοι 
τῶν κραμότων Α καὶ Β. 


1955. (886). Οἰνοπώλης ἐγέμισε ἕνα βαρέλιον οἴνου, χωρητικότητος 228 
ὄκ., μὲ τρία εἴδη οἴνου, τῶν 2 ὄρχ., τῶν 8 δρχ. καὶ τῶν 8,20 ὄρχ. κατ᾽ ὀκᾶν 
καὶ μὲ μίαν ὡρισμένην ποσότητα ὕδατος. Πωλεῖ τὸν οἶνον τοῦ βαρελίου αὐτοῦ 
πρὸς 3,80 δρχ. τὴν ὀχᾶν καὶ κερδίζει 0,440 ὄδρχ. κατ' ὀκᾶν. Νὰ εὑρεϑῇ πόσας 
ὀκάδας ὕδατος καὶ πόσας ὀκάδας ἐξ ἑκάστου οἴνου ἔϑεσεν εἰς τὸ βαρέλιον, 
ἐὰν γνωρίζωμεν, ὅτι ἦ περιεχομένη εἰς τὸ πρῶτον βαρέλιον ποσότης οἴνου 
εἶναι πενταπλασία ἐκείνης τοῦ ὕδατος καὶ ὅτι ἧ ποσότης τοῦ οἴνου τῶν 2 δρχ. 
εἶναι διπλασία ἐκείνης τῶν 8 δραχμῶν. 

4956. (881). Μία λεωφόρος, ἣ ὁποία συνδέει δύο πόλεις Α καὶ Β, παρου- 
σιάζει δριζόντια, ἀνωφερῆ καὶ κατωφερῆ τμήματα. “Η ἀπόστασις ΑΒ εἶναι 18 
χιλιόμετρα καὶ τὸ κατωφερικὸν τμῆμα αὐτῆς, ἐκ τῆς Α πρὸς τὴν Β, εἶναι ἴσον 
μὲ τὰ 1.10 τοῦ ἀνωφερικοῦ τμήματος αὐτῆς. Ἕνας ποδηλάτης, ὁ ὁποῖος ἔχει 
ταχύτητα 36 χιλιομέτρων καϑ᾽ ὥραν ἐπὶ τοῦ ὁριζοντίου τμήματος τῆς λεωφό- 
ρου, 1 χιλιόμετρα ἐπὶ τοῦ ἀνωφερικοῦ καὶ 80 χιλιόμετρα ἐπὶ τοῦ κατωφερι- 
κοῦ, μεταβαίνει ἐκ τῆς πόλεως Α εἰς τὴν Β καὶ ἐπιστρέφει ἐκ τῆς Β πρὸς τὴν 
Α. Ἐν γνωρίζωμεν, ὅτι ἣ διαφορὰ τῶν χρόνων, τοὺς ὁποίους χρειάζξειαι ὁ 
ποδηλάτης, διὰ νὰ κάμῃ τὰς δύο αὐτὸς διαδρομάς, εἶναι 234 λεπτὰ τῆς ὥρας, 
ζητεῖται νὰ εὑρεϑοῦν : 1ον. τὰ μήκη τῶν ὁριζοντίων, ἀνωφερικῶν καὶ κατω- 
φερικῶν τμημάτων τῆς λεωφόρου ἐκ τῆς Α πρὸς τὴν Β' καὶ 2ον. οἱ χρόνοι 
τοὺς ὁποίους ἐχρειάσϑη διὰ νὰ μεταβῇ ἀπὸ τὴν Α πρὸς τὴν Β καὶ νὰ ἐπι- 
στρέψῃ ἐκ τῆς Β πρὸς τὴν Α. 

4957. (888). “ἱππεὺς καὶ πεξοπόρος ἀναχωροῦν συγχρόνως ἐκ τῆς αὐτῆς 
πόλεως Α καὶ διευθύνονται πρὸς τὴν πόλιν Β. Ὃ ἱππεὺς φϑάσας εἷς τὴν πόλιν 
Β, ὅ0 λεπτὰ τῆς ὥρας πρὸ τοῦ πεζοπόρου, ἐπιστρέφει ἀμέσως εἰς τὴν πόλιν ΄" 
Α καὶ διαοταυροῦται μὲ τὸν πεζοπόρον εἰς ἀπόστασιν 2 000 μέτρων ἀπὸ τὴν 
Β. ᾽Εὰν γνωρίζωμεν, ὅτι ὁ ἱππεὺς ἐχρειάσθη ἐν ὅλῳ 100 λεπτὰ τῆς ὥρας διὰ 
τὴν μετάβασιν καὶ ἐπιστροφήν του, νὰ εὑρεϑῇ ἢ ἀπόστασις ΑΒ τῶν δύο πό- 
λεων καὶ αἷ ταχύτητες (εἰς μέτρα ---λεπτὸν) τοῦ ἱππέως καὶ τοῦ πεζοπόρου. 

1958. (889). ᾿Αμαξοστοιχία Α, ἔχουσα ταχύτητα υ, ἀναχωρεῖ ἐκ τοῦ ση" 
μείου, ἐκ τοῦ ὁποίου ἀνεχώρησε πρότερον ἄλλη ἁμαξοστοιχία Β μὲ ταχύτητα 
υ΄. Ὑπελογίσϑη δὲ ὁ μεταξὺ τῶν ἀναχωρήσεων τούτων χρόνος κατὰ τοιοῦτον 
τρόπον, ὥστε νὰ φϑάσουν συγχρόνως αἱ ἁμαξοστοιχίαι εἰς τὸ τέρμα. Ἢ ἅμα- 
Ἑοστοιχία Β διήνυσε κατ᾽ ἀρχὰς τὰ 2[8 τοῦ δρόμου της μὲ τὴν ταχύτητά τῆς υ' 
καὶ ἔπειτα ἠλάττωσε αὐτὴν κατὰ τὸ ἥμισυ καὶ οὕτω ἧ συνάντησις τῶν δύο 
ἁμαξοστοιχιῶν ἔγινε ὃ χλμ. πρὸ τοῦ τέρματος. Νὰ εὑρεθῇ τὸ μῆκος τῆς δια- 
δρομῆς (ἐφαρμογὴ υξείθ, υ'ξξεϑά4, δε--1δ χλμ.). 

1959. (890). Δύο δρομεῖς διατρέχουν ἕνα κυκλικὸν στίβον, μὲ ὡρισμένην 
ταχύτητα ἕκαστος. ᾿Αναχωροῦν συγχρόνως ἐκ δύο σημείων Α καὶ Β, ἐκ διαμέ- 
τρου ἀντιϑέτων, καὶ διευθυνόμενοι ἀντιϑέτως διασταυροῦνται διὰ πρώτην φο- 
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ἀν εἰς ἕνα σημεῖον Μ τοῦ στίβον, τὸ ὁποῖον ἀπέχει 120 μέτρα ἀπὸ τὸ Β. 
ἔπειτα διὰ δευτέραν φορὰν εἰς ἕνα σημεῖον Σ, τὸ ὁποῖον ἀπέχει 60 μέτρο. ἀπὸ 
τὸ Α. Νὰ εὐρεϑῇ τὸ μῆκος τῆς περιφερείας τοῦ κυκλικοῦ στίβου. ᾿Εὰν γνω" 
οἰξζωμεν, ὅτι ἐμεσολάβησαν 60 δευτερόλεπτα μετεξὺ τῶν δύο διασταυρώσεων, 
ζητεῖται νὰ εὑρεϑῇ ἡ ταχύτης ἑκάστου δρομέως εἰς μέτρα---δευτερόλεπτα. 


4960. (892). Δύο αὐτοχίνητα ἀναχωροῦν ἐκ δύο πόλεων Α καὶ Β καὶ 
διευϑύνονται πρὸς συνάντησίν των. Εἷς τὸ σημεῖον τῆς συναντήσεώς τῶν Σ 
ὑπελόγισαν, ὅτι τὸ πρῶτον εἶχε διανύσει 80 χιλιόμετρα περισσότερον ἀπὸ τὸ 
δεύτερον καὶ ὅτι, ἐὰν ἐξηκολούϑουν νὰ κινοῦνται μὲ τὴν τοχύτητα τῆς πο- 
ρείας των, ϑὰ ἐχρειάζετο τὸ πρῶτον 2 ὥρ. 16 λ. τῆς ὥρας διὰ νὰ φϑάσῃ εἰς 
τὴν πόλιν Β καὶ τὸ δεύτερον 4 ὧρ. διὰ νὰ φϑάσῃ εἰς τὴν Α. Νὰ εὑρεϑῇ : 1ον" 
μετὰ πόσον χρόνον ἀπὸ τῆς ἐκκινήσεώς τῶν συνηντήϑησαν' ῶον. ἡ ταχύτης 
(εἰς χιλιόμετρα--ὦρα) ἑκάστου αὐτοκινήτου’ δον. ἧ ἀπόστασις ΑΒ. 

4961. (892). Ἔκ δύο σημείων ἀπεχόντων 1 δ00 μέτρα ἀναχωροῦν συγ- 
χρόνως δύο κινητά, ὁμαλῶς καὶ ἀντιϑέτως κινούμενα. “Ὅταν συνηντήϑησαν,. 
τὸ πρῶτον εἶχε διατρέξει 800 μέτρα περισσότερον τοῦ ἄλλου. Τὶς ὁ λόγος τῶν 
ταχυτήτων ; 

1962. (898). Δύο ἁμαξοστοιχίαι ἀναχωροῦν συγχρόνως ἐκ δύο πόλεων Α 
χκαὶ Β καὶ διευϑύνονται πρὸς συνάντησίν των. Ἢ ἀπόστασις τῶν πόλεων εἶναι 
860 χιλιόμετρα. Μετὰ τὴν διασταύρωσίν τῶν εἰς τὸ σημεῖον Σ, ἧ πρώτη 
ἐχρειάσϑη 3}. ὥρας διὰ νὰ φϑάσῃ εἷς τὴν πόλιν Β καὶ ἡ δευτέρα 10 ὥρα 
διὰ νὰ φϑάσῃ εἰς τὴν πόλιν Α. Νὰ εὑρεϑῇ εἰς ποίαν ἀπόστασιν ἀπὸ τῆς πόλεως 
Α διεσταυρώϑτσαν αἱ ἁμαξοστοιχίαι καὶ ποῖαι ἦσαν αἷ ταχύτητές τῶν (εἰς 
χιλιόμετρα--ὦρα). 

1968. (894). Δύο ἁμαξοστοιχίαι ἀναχωροῦν ἐκ δύο πόλεων Α καὶ Β καὶ 
διευϑύνονται πρὸς συνάντησίν των. Μετὰ τὴν διασταύρωσίν τῶν εἷς τὸ σημεῖον 
Σ, ἢ πρώτη ἁμαξοστοιχία ἐχρειάσϑη 1 ὥρ. δ2 λ. καὶ ἡ δευτέρα 2 ὥρ. δὅ8 λ. 
διὰ νὰ τελειώσουν τὴν διαδρομήν των. Νὰ εὑρεϑῇ μετὰ πόσον χρόνον ἀπὸ τῆς 
ἀκκινήσεώς τῶν συνηντήϑησαν εἰς τὸ σημεῖον Σ καὶ ποία εἶναι ἣ ἀπόστασις 
ΑΒ τῶν δύο πόλεων, ἐὰν γνωρίζωμεν, ὅτι αἱ ταχύτητές των διαφέρουν 12 
χιλιόμετρα, - 

1964. (896). Ἱππεὺς ἀναχωρεῖ ἐκ τοῦ σημείου Α μιᾶς εὐθείας ΑΒ συγ- 
χρόνως μὲ δύο πεζούς, οἱ ὁποῖοι ἀναχωροῦν ἐκ τοῦ σημείου Β κατ' ἀντιϑέ- 
τους φορὰς ἐπὶ τῆς εὐθείας ΑΒ. Ὃ ἱππεὺ: συναντᾷ τὸν πρῶτον εἰς ἕνα 
σημεῖον Σ καὶ τὸν δεύτερον εἰς τὸ Σ΄, Ζητεῖται νὰ ὑπολογισϑῇ τὸ μῆκος ΑΒ, 
ἐὰν γνωρίζωμεν : ἴον. ὅτι οἱ δύο πεζοὶ ἔχουν τὴν αὐτὴν ταχύτητα καὶ ὅτι ὁ 
ἱππεὺς ἔχει τριπλασίαν ταχύτητα τῶν πεζῶν: 2ον. ὅτι ἢ ἀπόστασις ΣΣ΄ εἶναι 
ἴση μὲ 34 χιλιόμετρα. 

4965. (896). Πεζοπόρος ἀναχωρεῖ ἐκ τῆς πόλεως Α καὶ διευϑύνεται εἰς 
τὴν Ἀόλιν Β μὲ ταχύτητα ὃ χλμ. καϑ᾽ ὥραν. Μετὰ ἕνα τέταρτον τῆς ὥρας 
ἀναχωρεῖ ἐκ τῆς αὐτῆς πόλεως Α καὶ διευθύνεται πρὸς τὴν Β, ἕνας ποδηλά" 
της, ὁ ὁποῖος συνήντησε τὸν πεζοπόρον εἷς ἀπόστασιν ΑΣΞΞα χλμ. Ὃ ποδη- 
λάτης μετὰ τὴν ἄφιξίν του εἰς τὴν πόλιν Β, καὶ παραμονὴν ἐκεῖ ἐπὶ ἡμίσειαν 
ὥραν, ἐπιστρέφει εἰς τὴν πόλιν Α καὶ συναντᾷ ἐκ δευτέρου τὸν πεζοπόρον εἰς 
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τὸ σημεῖον Σ΄, τὸ ὁποῖον ἀπέχει ἀπὸ τοῦ Σ ἀπόστασιν ΣΣ΄ΞΞβ χλμ. Νὰ ὑπο- 
λογισϑῇ ἧ ταχύτης υ' τοῦ ποδηλάτου καὶ ἣ ἀπόστασις ΣΒΞεχ. 


1966. (591), Δύο φίλοι ὁ Πέτρος καὶ ὁ Παῦλος βαδίζουν, ὁ ἕνας παρα- 
πλεύρως τοῦ ἄλλον, ἐπὶ μιᾶς ὁδοῦ ΑΒ, ἧ ὁποία συνδέει δύο συνοικισμοὺς Α 
καὶ Β. Εἰς ἕνα ὡρισμένον σημεῖον Σ τῆς ὁδοῦ ΑΒ, τοὺς ἔφϑασε ἕνα τράμ, τὸ 
ὁποῖον ἐκτελεῖ τὴν συγκοινωνίαν τῶν δύο συνοικισμῶν. “Δμέσως ὁ Πέτρος 
ἐπιστρέφει αἰφνιδίως πρὸς τὸν συνοικισμὸν Α, ὃ δὲ Παῦλος συνεχίζει τὸν 
δρόμον του πεζῇ πρὸς τὴν διεύϑυνσιν Β. Τὸ τρὰμ φϑάνει εἰς τὸν συνοικισμὸν 
Β, παραμένει ἐκεῖ ἐπὶ ν λεπτὰ τῆς ὥρας καὶ ἔπειτα ἐπιστρέφει εἰς τὸν Α. Συ- 
ναντᾷ εἰς τὸ σημεῖον Σ΄ τὸν Παῦλον, ὃ ὅποῖος ἀνέρχεται ἐπ᾽ αὐτοῦ καὶ φϑά- 
γει εἷς τὸν Α συγχρόνως μὲ τὸν φίλον του. 

᾿Βὰν αἱ ταχύτητες τῶν πεζοπόρων καὶ τρὰμ εἶναι ἀντιστοίχως νυ καὶ 
ν΄ εἰς (μέτρα--- ὥρα) καὶ ὃ ἢ ἀπόστασις ΑΒ εἰς μέτρα, νὰ προσδιορισϑοῦν τὰ 
σημεῖα Σ καὶ Σ΄ τῆς ὁδοῦ. 

1967. (898). Τρεῖς ἁμαξοστοιχίαι Α΄, Β΄, Γ" ἀναχωροῦν τὴν μεσημβρίαν 
ἀντιστοίχως ἐκ τῶν στοϑμῶν Α, Β, Γ΄. Ὁ σταϑμὸς Β κεῖται μεταξὺ τῶν Α καὶ 
Γ καὶ εἶναι ΑΒ-εβά χλμ. καὶ ΒΓ-ε:ϑ84 χλμ. Αἱ ἁμαξοστοιχίαι, αἱ ὁποῖαι ἀνε" 
χώρησαν ἐκ τῶν σταϑμῶν Α καὶ Β διευϑύνονται πρὸς τὸν Γ, ἡ δὲ τρίτη, 
ἁμαξοσταιχία διευϑύνεται πρὸς τὸν σταϑμὸν Α. ᾿Εὰν γνωρίξωμεν, ὅτι αἱ ταχύ- 
τητές τῶν εἶναι 82 χλμ., 40 χλμ., 48 χλμ. τὴν ὥραν ἀντιστοίχως, νὰ εὑρεϑῇ : 
1ον. μετὰ πόσον χρόνον ἣ ἁμαξοστοιχία, ἣ ὁποία ἀνεχώρησεν ἐκ τοῦ σταϑμοῦ 
Β ϑὰ ἀπέχῃ ἴσην ἀπόστασιν ἀπὸ τὰς ἄλλας δύο ἁμαξοαστοιχίας καὶ 3ον. πόσον 
ϑὰ ἀπέχῃ ἀπ᾽ αὐτῶν. 

1968. (899). Δύο ἁμαξοστοιχίαι ἀναχωροῦν ἐκ Πειραιῶς καὶ διευϑύνονταν 
πρὸς τὰς Καλάμας. Ἢ πρώτη, ΔΑ, ἀνεχώρησε τὴν 8 ὥρ. πρωϊνὴν μὲ μίαν ταχύ- 
τητα δ] χλμ. καϑ’ ὥραν καὶ ἡ δευτέρα Β, τὴν 8 ὥρ. 80 λ. πρωϊνὴν μὲ μίαν 
ταχύτητα 45 χλμ. καϑ' ὥραν. Ἢ ἀπόστασις τῶν ᾿Αϑηνῶν--- Καλαμῶν εἶναι 981 
χλμ. Μία τρίτη ἁμαξοστοιχία, Γ,, ἀνεχώρησε τὴν 8 ὥρ. πρωϊνὴν ἐκ Καλαμῶν 
καὶ διευϑύνεται πρὸς τὰς ᾿Αϑήνας μὲ ταχύτητα δ4 χλμ. καϑ' ὥραν. Ζητεῖται: 
1ον. Μετὰ πόσον χρόνον ἣ ἁμαξοστοιχία Α ϑὰ ἀπέχῃ ἴσην ἀπόστασιν ἀπὸ τὰς 
Β καὶ Γ. δον. Πόσον ϑὰ ἀπέχουν ἀπὸ τῶν ᾿Αϑηνῶν αἱ τρεῖς ἁμαξοστοιχίαι 
κατ᾽ ἐκείνην τὴν στιγμήν. 

1969. (Θ00). Δύο κινητὰ κινοῦνται πρὸ ἀορίστου χρόνου ἐπὶ εὐϑείας 
γραμμῆς κατὰ τὴν διεύϑυνσιν χ'Χ. Τὸ πρῶτον κινητὸν διέρχεται διὰ τοῦ ση- 
μείου Α, ἰ ὥρας πρὶν τὸ δεύτερον κινητὸν διέλϑῃ διὰ τοῦ σημείου Β. Ζητεῖται 
τὸ σημεῖον Σ τῆς συναντήσεώς των, ἐὰν γνωρίζωμεν, ὅτι ἣ ἀπόστασις ΑΒ 
εἶναι ἴση μὲ τὸ ὃ καὶ ὅτι αἱ ταχύτητές τῶν εἶναι υ καὶ υ'. 

1970. Τὸ ἄθροισμα τῶν ψηφίων τριψηφίου ἀριϑμοῦ. εἶναι 15. ᾿Εὰν 
ἐναλλάξωμεν τὴν τάξιν τῶν ψηφίων του προκύπτει ἀριϑμός, ὁ ὁποῖος διαιρού- 
μενος μὲν διὰ τοῦ ζητουμένου δίδει πηλίκον 8 καὶ ὑπόλοιπον 198, προστιϑέ- 
μένος δὲ εἰς τὸν ζητούμενον δίδει ἄϑροισμα 1191. Νὰ εὑρεθῇ ὁ ἀριϑμὸς 
αὐτός. 

1971. '᾽Ο δρόμος ἀπὸ μίαν πόλιν Α εἰς ἄλλην Β εἶναι ἀνωφερής, ὁριζόν- 
τιος καὶ κατωφερής. Τὸ ὁριξζόντιον τμῆμα του εἶναι τὸ 1|8 τοῦ κατωφεροῦς. 
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ἊΑν ποδηλάτης ἔρχεται ἀπὸ Α εἰς Β καὶ ἔχῃ εἰς τὴν ἀνωφέρειαν ταχύτητα 8 
χλμ., εἰς τὸν δριζόντιον 10 χλμ. καὶ εἰς τὴν κατωφέρειαν 13 χλμ. τὴν ὥραν, 
χρειάζεται 18 ὥρας διὰ νὰ φϑάσῃ εἰς τὴν πόλιν Β. ᾽Αν ὅμως ἔρχεται ἀπὸ τὸ 
Β ἔχων τὰς αὐτὰς ταχύτητας ἀντιστοίχω:, χρειάζεται ἀκόμη ἡμίσειαν ὥραν 
διὰ νὰ φϑάσῃ εἰς τὴν Α. Νὰ εὑὐὑρεϑῇ τὸ μῆχος τοῦ ἀνωφεροῦς, τοῦ ὁριξοντίου 
καὶ τοῦ κατωφεροῦς τμήματος τοῦ δρόμου. 

1972. (901). Τρεῖς κύκλοι ἐφάπτονται μεταξύ τῶν ἐξωτερικῶς. Πόσαι 
εἶναι αἱ ἀκτῖνες των, ἐὰν αἱ ἀποστάσεις τῶν κέντρων των εἶναι α, β, Υ μέτρα. 

1975. (902). Αἱ πλευραὶ τριγώνου εἶναι 8 μέτρο, 10 μέτρα, 12 μέτρα. 
Πόσον εἶναι τὸ μῆκος τῶν πλευρῶν ὁμοίου πρὸς αὐτὸ τριγώνου ἔχοντος περί- 
μετρον 60 μέτρα; ᾿ 

1974. (908). ᾿Επὶ τῶν πλευρῶν α, β, Ὑ ἑνὸς τριγώνου ΑΒΓ κατασκευά-. 
ἴομεν τρία ὀρϑογώνια ὅμοια καὶ τοιαῦτα, ὥστε τὸ ὀρϑογώνιον, τὸ κατασχευνα- 
τόμενον ἐπὶ τῆς πλευρᾶς α νὰ ὑπερβαίνῃ (κατὰ τὴν ἐπιφάνειαν) κατὰ μίαν 
ποσότητα Κ᾽ τὸ ἄϑροισμα τῶν δύο ἄλλων. Νὰ ὑπολογισϑοῦν τὰ ὕψη τῶν 
τριῶν ὀρϑογωνίων. 

1975. (904). Δίδεται ἕνα ἰσόπλευρον τρίγωνον ΑΒΓ πλευρᾶς α. Νὰ ἀχϑῇ 
μία εὐθεῖα, ἡ ὁποία νὰ συναντᾷ τὰς ΑΒ καὶ ΑΓ εἰς τὰ σημεῖα Δ καὶ Ἐ καὶ 
τὴν προέκτασιν τῆ. ΒΓ εἷς τὸ Ζ καὶ τοιαύτη, ὥστε τὰ ἐμβαδὰ τῶν τριγώνων 
ΑΔΕ, ΓΕΖ καὶ τοῦ τετραπλεύρου ΒΓ ῈΔ νὰ εἶναι ἰσοδύναμα. 

1976. (906). Τριγώνου γνωρίζομεν δύο πλευρὰς α καὶ β καὶ ὅτι τὸ ἄϑροι- 
σμα τῶν ὑψῶν, τὰ ὁποῖα ἀντιστοιχοῦν εἰς τὰς πλευρὰς αὐτὰς εἶναι ἴσον μὲ τὸ 
τρίτον ὕψος. Νὰ ὑπολογισϑῇ ἡ τρίτη πλευρὰ τοῦ τριγώνου. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΣΤ’ 


ΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


1, Ὁρισμοὶ καὶ γενικότητες ἐπὶ τῶν συναρτήσεων 


866. Μεταβλητὰ καὶ σταϑερὰ ποσά. "Ἔστω ἕνα τρίγωνον 
ΑΒΓ (σχ. 18), τοῦ ὁποίου ἣ βάσις ΒΓ εἶναι ὡρισμένη κατὰ τὴν ϑέσιν 
καὶ τὸ μέγεϑος, ἧ δὲ ἀπέναντι τῆς βάσεως κορυφὴ Α κινεῖται ἐπ᾽ εὖ- 
ϑείας παραλλήλου πρὸς τὴν βάσιν. 
Εἶναι φανερόν, ὅτι κάϑε μία ἀπὸ 
τὰς τρεῖς γωνίας τον Α, Β, Γ ἀλ- 
λάσσει συνεχῶς τιμήν, τὸ ἄϑροισμα 
ὅμως τῶν γωνιῶν αὐτῶν εἶναι στα" 
ϑερὸν καὶ ἴσον μὲ 180", δι᾽ οἷαν" 
δήποτε ϑέσιν τῆς κινητῆς κορυφῆς 
ἐπὶ τῆς εὐϑείας. 

᾿Επίσης ἧ περίμετρος τοῦ τορι" 
γώνου μεταβάλλεται, ὅταν ἧ κορυφὴ Α κινῆται ἐπὶ τῆς παραλλήλου 
εὐθείας Ε, ἐνῷ τὸ ἐμβαδόν τον μένει σταϑερόν. 

Ἔχ τῶν ἀνωτέρω παρατηροῦμεν, ὅτι ὑπάρχουν δύο εἴδη ποσῶν : 
ἐκεῖνα, τὰ ὁποῖα λαμβάνουν διαφόρους τιμάς, ὅπως αἱ γωνίαι τοῦ τρι" 
γώνου, ἣ περίμετρος καὶ τὰ ὁποῖα καλοῦνται μεταβλητὰ ποσὰ 
ἢ ἁπλῶς μεταβληταὶ καὶ ἐκεῖνα, τὰ ὁποῖα διατηροῦν πάντοτε 
τὴν αὐτὴν τιμήν, ὅπως τὸ ἄϑροισμα τῶν γωνιῶν τοῦ τριγώνον, καὶ 
τὰ ὁποῖα καλοῦνται σταϑερὰ ποσὰ ἢ σταϑεραί. 

Γενικῶς: Μεταβλητὸν ποσὸν ἢ ἁπλῶς μετα- 
βλη τὴ λέγεται κάϑε ποσόν, τὸ ὅποῖον δύναται νὰ λαμβάνῃ διαφό- 
ρους τιμάς. 

Κατ᾽ ἀντίϑεσιν: Κάϑε ποσόν, τὸ ὅποῖον διατηρεῖ τὴν αὐτὴν τι- 





μήν, δηλ. μένει ἀμετάβλητον, λέγεται σταϑερὸν ποσόν... 
Π.χ. ἡ ἀκτὶς ἑνὸς κύκλου, τὸ μῆκος τῆς περιφερείας του, τὸ ἐμβαδόν 
τοῦ εἶναι μεταβλητὰ ποσά. 
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ὋὉ λόγος ὅμως τῆς περιφερείας τοῦ πρὸς τὴν διάμετρόν του, δηλ. ὁ 
τῷό εἷναι σταθερὸν ποσόν. 


866. Στοιχειώδης ἔννοια τῆς συναρτήσεως. ΓΕστω ἡ ἀλγε- 
βρικὴ παράστασις 2χ---ῦ. ᾿Εὰν τὴν παραστήσωμεν μὲ Υ,, ϑὰ εἶναι 

γϑεῦχ--ῦ () 

Διὰ χεΞῚ, ἡ (1) δίδει γεξῷ. 1---ὅ----ἢ 

Διὰ χεξῷ, ἢ (1) δίδει Ξε --ἴἰ κιο.κ. 

Π.αρατηροῦμεν, ὅτι ἧ ἰσότης (1) συνδέει δύο μεταβλητὰς Χ καὶ ν 
καὶ ὅτι ἦ τιμὴ τῆς μεταβλητῆς Υ ἐξαρτᾶται ἀπὸ τὴν τιμὴν τῆς μετα" 
βλητῆς χ. 

Ἢ μεταβλητὴ χ, εἰς τὴν ὅποίαν δίδομεν αὐϑαιρέτως οἷανδήποτε 
τιμὴν λέγεται ἀνεξάρτητος μεταβλη τή, ἡ δὲ μεταβλητὴ ψ, 
τῆς ὁποίας ἢ τιμὴ ἐξαρτᾶται᾽ ἀτιὸ τὴν τιμὴν τῆς ὦ, λέγεται συν ἄρ- 
τησις τῆς «. 

“Ὥστε ἡ δοϑεῖσα ἀλγεβρικὴ παράστασις 23χ---ὅ εἶναι συνάρτησις 
τῆς μεταβλητῆς Χ. 

"Ἐπίσης ἦ παράστασις 9χ'---ῦχ-[[1 εἶναι συνάρτησις τῆς Χ. 
᾿Ἐκτὸς τῶν ἀλγεβοιχῶν παραστάσεων ὑπάρχουν καὶ ἄλλα ποσά, τὰ 
ὁποῖα εἶναι συναρτήσεις ἄλλων ποσῶν. 

Π.χ. ἡ ἀξία ἑνὸς ὑφάσματος εἶναι συνάρτησις τοῦ μ΄ή- 
κους του. 

Τὸ μῆκος μιᾶς μεταλλικῆς ράβδου εἶναι συνάρτησις τῆς 
θερμοκρασίας τῆς. 

Τὸ διάστημα, τὸ ὁποῖον διανύει ἕνα κινητόν, εἶναι σὺν ἀρ- 
τησις τῆς ταχύτητός τοὺ καὶ τοῦ χρόνου, κατὰ τὸν 
ὁποῖον κινεῖται. 

Τὸ ἐμβαδὸν ἑνὸς τετραγώνου εἶναι συνάρτησις τῆς 
πλευρᾶς του. 

Τό ἐμβαδὸν ἑνὸς κύκλου εἶναι συὐνάρτησις τῆς ἀκτῖ- 
νος του. 

"Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν, ὅτι : 

᾿Εὰν δύο μεταβληταὶ αὶ καὶ ψΨ συνδέωνται μεταξύ των κατὰ τοιοῦ- 





τον τρόπον, ὥστε εἷς κάϑε δοϑεῖσαν τιμὴν τῆς αὶ νὰ ἀντιστοιχῇ ὧρι- 
σμένῃ τιμὴ τῆς ψΨ. τότε ἡ ψ λέγεται συνάρτησις τῆς 5. 

Μία συνάρτησις μιᾶς μεταβλητῆς παρίσταται συνήϑως μὲ τὸ 
γράμμα Υ᾽ ἢ μὲ τὰ σύμβολα σ(χ), φίχ), ἔ(χ) ...., τὰ ὁποῖα ἀπαγγέλ- 
λονται : , 

σίγμα τοῦ χί, φὶ τοῦ χί, ἔφ τοῦ χί... 

Π.χ. αἱ γξξβξχ- Ἰ, σί(χ)εξ2χ"-5χ-4 

εἶναι συναρτήσεις τῆς μεταβλητῆς χ. ᾿ 


᾿ 
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3θ7. Συνάρτησις ὡρισμένη εἰς ἕνα διάστημα. 1ον. "Ἔστω ἧ 
συνάρτησις γεεϑχ- ἢ, 

Ὁ ποιανδήποτε ἀριϑμητικὴν τιμὴν καὶ ἐὰν δώσωμεν εἷς τὴν με- 
ταβλητὴν χ, δυνάμεϑα νὰ ὑπολογίσωμεν τὴν τιμὴν τοῦ 8χ-ὅ. Διὰ 
τοῦτο λέγομεν, ὅτι ἧ συνάρτησις γ---8χ-[-ὃ εἶναι ὡρισμένη δι᾽ ὅλας 
τὰς τιμὰς τῆς μεταβλητῆς χ. 

2ον. Ἔστω ἡ συνάρτησις γε-κ--5 (2. Ἐδῶ ἡ τιμὴ τῆς Υ εἶναι 
ὡρισμένη δι᾽ ὅλας τὰς τιμὰς τῆς χ, αἱ ὁποῖαι καθιστοῦν τὴν ὑπόρριζον 
ποσότητα Χ--5 θετικὴν ἢ ἴσην μὲ μηδέν. “Ὥστε ἡ συνάρτησις (2) εἶναι 
ὡρισμένη διὰ χ 5. 





3χ--ἴ 

χ- Δ ϑ 
Ἐδῶ ἡ τιμὴ τῆς ν᾽ (δηλ. ἡ συνάρτησις) εἶναι ὡρισμένη δι᾽ ὅλας τὰς 

τιμὰς τοῦ χ, ἐκτὸς τῆς τιμῆς χ----4, ἡ ὁποία μηδενίζει τὸν παρονομαστὴν 


Χ- 4. Διότι διὰ χεΞ---4, ἡ συνάρτησις γίνεται γ᾽ Ξξ ΞΞ, ἡ ὁποία δὲν ἔχει 


3ον. Ἔστω ἡ συνάρτησις γ᾽ -Ξ 


καμμίαν ἔννοιαν. “ὥστε ἡ συνάρτησις (3) εἶναι ὡρισμένη διὰ τιμὰς τοῦ Χν 
αἱ ὁποῖαι εἶναι διάφοροι τοῦ ---4᾽ ἤτοι διὰ τιμὰς μικροτέρας τοῦ --4 καὶ 
μεγαλυτέρας τοῦ ---4, Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν λέγομεν, ὅτι ἡ συνάρτησις 
(3 εἶναι ὡρισμένη διὰ τιμὰς τοῦ χ κειμένας εἰς τὰ διαστήματα 

(-- ,-4ὦ καὶ (-4, ἝΩ). 

Ἐκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν : 

Δία συνάρτησις ψξξσί(α) εἶναι ὡρισμένη εἷς ἕνα διάστημα Ἢ θ) 
ὅταν λαμβάνῃ μίαν τελείως ὡρισμένην τιμὴν διὰ κάϑε τιμὴν τοῦ ὦ πε- 
ριεχομένην εἰς τὸ διάστημα (α, β). 

᾿Επίσης ἐκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν : 

1. Μία ἀκεραία συνάρτησις εἶναι ὡρισμένη δὲ ὅλας τὰς τιμὰς τῆς 
μεταβλητῆς της. 

1]. Μία κλασματικὴ συνάρτησις εἶναι ὡρισμένη δι᾿ ὅλας τὰς τιμὰς 
τῆς μεταβλητῆς τῆς ἐκτὸς ἐκείνων αἷ ὁποῖαι μηδενίζουν τὸν παρονομα- 
στήν της. 


868. Αὔξησις μιᾶς μεταβλητῆς. Ὅταν μία μεταβλητὴ κ λάβῃ 
κατ᾽ ἀρχὰς μίαν τιμὴν χ, (ἀρχικὴ τιμὴ) καὶ ἔπειτα μίαν δευ- 
τέραν τιμὴν χ, (τελικὴ τιμὴ) λέγομεν, ὅ ὅτι μεταβλητὴ Χ ἔλαβε 
μίᾳιν αὔξησιν Χ,--Χ,. 

. Π,χ. ἐὰν ἡ μεταβλητὴ χα ἔλαβε δύο τιμὰς Χ,ΞΕῚ καὶ χιε-3, ἡ ἀρ- 
χικὴ τιμὴ εἶναι 1 καὶ ἡ τελικὴ τιμὴ εἶναι 3 καὶ ἡ α ὄξ η- 
σις εἶναι Χ,--χ,ΞΞ3---ἴΞ:2, ὁ 

Ἢ αὔξησις μιᾶς μεταβλητῆς εἶναι ϑετική, ἀρνητικὴ ἢ μηδέν, 
καϑόσον ἦ τελικὴ τιμὴ εἶναι μεγαλυτέρα, μικροτέρα ἢ ἴση μὲ τὴν ἄρ- 
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χικὴν τιμήν. Η λέξις λοιπὸν «α ὕξησι ς» δὲν ἔχει ἐδῶ τὴν κοινὴν 
σημασίαν τῆς λέξεως, ἀλλ᾽ ἔχει τὴν ἔννοιαν τῆς μεταβολῆς. 

Διὰ νὰ παραστήσωμεν τὴν αὔξησιν μιᾶς μεταβλητῆς προτάσσο- 
μεν τοῦ γράμματος, τὸ ὁποῖον παριστάνει τὴν μεταβλητήν, τὸ γράμμα 
Δ. Οὕτω τὸ ΔΧχ παριστᾷ τὴν αὔξησιν τῆς μεταβλητῆς χ. Δηλ. 
εἶναι ἄχξεεχ, --χ,. 

Κατ᾽ ἀνάλογον τρόπον συμπεραίνομεν, ὅτι ἧ αὔξησις τῆς συναρ- 
τήσεως γεεσίχ), ὅταν ἦ μεταβλητὴ Χ διέρχεται ἀπὸ τὴν τιμὴν χ, εἷς 
τὴν χ, εἶν δλυβαν, τ, ἢ ἀλγυξξσίχι) --σ(χ,). 

Σημ. Τὰ ΔΧ καὶ ΔΥΡ εἶναι σύμβολα καὶ παριστάνουν ἕνα μόνον ἀριϑμὸν 
καὶ ὄχι τὸ γινόμενον τοῦ Δ ἐπὶ Χ ἢ ἐπὶ ν. 

969. Αὔξουσα συνάρτησις. ἔστω ἢ συνάρτησις 

γξξῦχ---4 (4) 

᾽Εὰν δώσωμεν εἷς τὴν ἀνεξάρτητον μεταβλητὴν Χ τὰς τιμὰς 

1, 2, 8... ἡ συνάρτησις Υ λαμβάνει ἄντιστοίχως τὰς τιμὰς 1, 6, 11... 
"Επίσης, ἂν δώσωμεν εἷς τὴν Χχ τὰς τιμὰς --Ἰ, --- 2, --ο 8... 

- ἢ συνάρτησις Υὶ λαμβάνει ἀντιστοίχως τὰς τιμὰς ---9, ---14, --ἸἨἘΞ 9... 

Ὃ κάτωϑι πίναξ δεικνύει τὴν ἀντιστοιχίαν τῶν τιμῶν τῆς μετα- 
βλητῆς Χ καὶ τῆς συναρτήσεως Γ΄. 





Χ 1 2 8 ,..- “Δ --Σ --ὅ.... 





Υ͂ 1 6 11.... --ϑ --Ἰά “--Ι9.... 


Παρατηροῦμεν, ὅτι, ὅταν αἱ τιμαὶ τῆς χ αὐξάνουν, τότε αὐξάνουν 
καὶ αἷ ἀντίστοιχοι τιμαὶ τῆς Υ καὶ ὅταν αἷ τιμαὶ τῆς ΣΧ ἐλατταῦνται, 
τότε καὶ, αἱ ἄντίστοιχοι τιμαὶ τῆς Υ ἐλαττοῦνται. Εἷς τὴν περίπτωσιν 
αὐτὴν λέγομεν, ὅτι ἧ συνάρτησις (1) εἶναι αὔξουσα. Ὥστε: 

Δία συνάρτησις εἶναι αὔ ξου σα, ὅταν μεταβάλλεται κατὰ τὴν 
αὐτὴν φορὰν μετὰ τῆς ἀνεξαρτήτου μεταβλητῆς. 

Οὕτω ἡ τιμὴ ἑνὸς ἐμπορεύματος εἶναι αὔξου σα συνάρτησις τοῦ 
βάρους του᾽ διότι, ὅταν τὸ βάρος αὐξάνῃ καὶ ἡ τιμή του αὐξάνει. 

᾿ἘἘπίσης τὸ μῆκος μιᾶς μεταλλικῆς ράβδου εἶναι α ὔξουσ α συνάρ- 
τησις τῆς θερμοκρασίας᾽ διότι, ὅταν ἡ θερμοκρασία “ἀνυψοῦται, τὸ μῆκος τῆς 
ράβδου ἐπιμηκύνεται. 

Τὸ ἐμβαδὸν “ἑνὸς τετραγώνου εἶναι αὔξουσα συνάρτησις 
τῆς πλευρᾶς του. 


870. Φϑίνουσα συνάρτησις. “Εστω ἧ συνάρτησις 
γεΞ----ῶχ- [-8 4) 
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᾿Εὰν δώσωμεν εἷς τὴν Χ τὰς τιμὰς 1, 2, 8ὃ,... ἧ συνάρτησις Υ 
λαμβάνει ἄντιστοίχως τὰς τιμὰς 1, --ἴῷὦ --8. 

"᾿Εὰν δώσωμεν εἷς τὴν Χ τὰς τιμὰς ---ἰ, --ὥ, -ϑ,... ἡ συνάρ»" 
τησις Υ λαμβάνει ἀντιστοίχως τὰς τιμὰς ὕ, 7, 9,... 

Ὃ κάτωϑι πίναξ δίδει τὴν ἀντιστοιχίαν τῶν τιμῶν τῆς ἀνεξαρ- 
τήτου μεταβλητῆς Χ καὶ τῆς συναρτήσεως Υ.΄. 


Ι: ὃ. 8... [|ς,μὟζὅ᾽᾽Ἷὦ --αὸ τἴϑιννς 





[ 


Παρατηροῦμεν, ὅτι, ὅταν αἷ τιμαὶ τῆς Χ αὐξάνουν, αἱ ἀντίστοιχοι 
τιμαὶ τῆς ν ἐλαττοῦνται καὶ ὅταν αἵ τιμαὶ τῆς Χ ἐλαττοῦνται, αἱ ἄν- 
τίστοιχοι τιμαὶ τῆς Υ αὐξάνουν. ." 

Εἰς τὴν περίπτωσιν αὑτὴν λέγομεν, ὅτι ἦἧ συνάρτησις (). εἶναι 
φϑίνουσα συνάρτησις. Ὥστε: 

ΔΙία συνάρτησις εἶναι φϑίνου σα, ὅταν μεταβάλλεται κατ᾽ ἀν- 
τίϑετον φορὰν μετὰ τῆς ἀνεξαρτήτου μεταβλητῆς. : 

Οὕτω ὁ ὄγκος τοῦ ἀέρος, ὁ ὁποῖος εὑρίσκεται ἐντὸς κυλινδρικοῦ δο- 
χείου, τὸ ὁποῖον ἔχει κλεισθῆ μὲ ἕνα ἔμβολον, εἶναι μἱα φθίνουσα 
συνάρτησις τῆς πιέσεως, τὴν ὁποίαν ἐξασκοῦμεν ἐπὶ τοῦ ἐμβόλου, 
διότι, ὅσον αὐξάνει ἡ πίεσις ἐπὶ τοῦ ἐμβόλου, τόσον καὶ ὁ ὄγκος τοῦ ἀέρος 
ἐλαττοῦται. 

3971. Σπουδὴ τῆς μεταβολῆς μιᾶς συναρτήσεως. Ὅταν λέ- 
γῶμεν, ὅτι ϑὶι σπουδάσωμεν τὴν μεταβολὴ ν 'μιᾶς συ- 
γαρτήσεως σ(χ) σημαίνει, ὅτι ϑὰ ζητήσωμεν νὰ εὕρωμεν τὰς τιμὰς τῆς 
Χ, διὰ τὰς ὁποίας ἣ συνάρτησις σ(χ) εἶναι αὔξουσα καὶ τὰς τιμὰς τῆς 
'Χ, διὰ τὰς ὁποίας αὕτη εἶναι φϑίνουσα. 

Εἷς τὰς 8 369 καὶ 810 εἴδομεν πότε μία συνάρτησις εἶναι αὖὔ- 
ξουσα καὶ πότε φϑίνουσα. 

Κατωτέρω ϑὰ ἐξετάσωμεν γενικώτερον τὸ ζήτημα αὗτό. 

"Ἔστω ἡ συνάρτησις γεεσί(χ), ἡ ὁποία εἶναι ὡρισμένη εἷς ἕνα 
διάστημα (α, β). "Ἔστωσαν χ, καὶ Χ, δύο τιμαὶ τοῦ διαστήματος 


αὑτοῦ. 
Ι. ᾽Εὰν ἦ ἀνισότης χ,Φχ, συνεπάγεται" τὴν ἀνισότητα 
σ(κ,) « σ(ίχ,), 
ϑὰ λέγωμεν, ὅτι ἧ συνάρτησις νΞεσίχ) εἶναι αὔξουσα εἷς τὸ ἔξετα- 
ζόμενον διάστημα. . 
11. ᾽Εὰν ἡ ἀνισότης χ,Φχ, συνεπάγεται τὴν ἀνισότητα 


σίχι) » σίκι), 
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ϑὰ λέγωμεν, ὅτι ἧ συνάρτησις γεΞσί(χ) εἶναι φϑίνουσα εἷς τὸ ἐξε- 
ταζόμενον διάστημα. 

Δυνάμεϑα ἐξ ἴσου νὰ εἴπωμεν, ὅτι εἷς τὸ ἐξεταζόμενον διά- 
στημα ἧ συνάρτησις σί(χ) εἶναι αὔξουσα, ἐὰν εἷς κάϑε αὔξησιν 
Δχβξεχ,--τχ, τῆς μεταβλητῆς χ, ἀντιστοιχεῖ μια ὅὁμόσημος α ὕ" 
ξησις Δνγεεσίχ,)---σίχ,) τῆς συναρτήσεως Υ, δηλ. ἐὰν ὁ λόγος 

ΔῪ σσί(κχι)--σί(χ,) 
Δκχ " Χ,-τΧ, 

Ὅμοίως ϑὰ λέγωμεν, ὅτι ἦ συνάρτησις γεεσί(χ) εἶναι ῳϑί- 
νουσα, ἐὰν αἷ ἀντίστοιχοι αὐξήσεις ΔΧ καὶ ΔΥῪ εἶναι ἑἕτερόσ 
μοι καὶ συνεπῶς ἐὰν ὃ λόγος 

ΔΡ σσίκ,)--σ(κ ) 
Δ. Χ,--χ, 
Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν τὸν κάτωϑι κανόνα : 





εἶναι ϑετικός. 





εἶναι ἀρνητικός. 


Κανών: Διὰ νὰ σπουδάσωμεν τὴν μειαβολὴν μιᾶς συναρτήσεως 


ψεεσία) πρέπει νὰ ὑπολογίσωμεν τὸν λόγον 


ἂψ σ(αι) --σί(τι) 
διἝ8ι:.͵. ἄντα, ἢ 
᾽Εὰν ὃ λόγος αὐτὸς εἶναι ϑετικὸς ἣ συνάρτησις εἶναι α ὔ- 
ξουσα εἷς ὅλον τὸ ἐξεταζόμενον διάστημα. 
᾿Εὰν ὅ λόγος αὐτὸς εἶναι ἄρνητικός, ἦ συνάρτησις εἶναε 
φϑίνουσα εἷς ὅλον τὸ ἐξεταζόμενον διάστημα. 
Σήμ. Ἑΐς περίπτωσιν κατὰ τὴν ὁποίαν ἣ τιμὴ τῆς συναρτήσεως εἶναι 
ἀνεξάρτητος τῆς τιμῆς τῆς χ, ϑὰ λέγωμεν, ὅτι ἧ συνάρτῃσις εἶναι στα ϑ ερ ά. 
3 





Οὕτω ἡἧ συνάρτησις γΞΞ εἶναι σταϑερὰ καὶ ἄση μὲ ΕἸ, ἐὰν τὸ 


Χ εἶναι ϑετικὸν καὶ ἴση μὲ --Ἰ, ἐὰν τὸ χ εἶναι ἀρνητικόν. 
4. Διανύσματα 


872. Διάνυσμα. Διάνυσμα λέγεται ἕνα εὐθύγραμμον τμῆμα 
προσανατολισμένον. ᾿ 


Π.χ. τὸ εὐθύγραμμον τμῆμα ΑΒ (σχ. 14), τὸ ὁποῖον εἶναι προσανατο- 
λισμένον ἐκ τοῦ Α πρὸς τὸ Β ὄρί: 


»-- ---- ϑ ὕ ---.--.... 0. 5ὃ6ὨΆΩΣῳ7ῳὦὉ 
ζει τὸ διάνυσμα ΑΒ (ἀπαγγέλλε- χ 4 ὃ 

ται: διάνυσμα ΑΒ). ΤΑ 

εἶναι ἡ ἀρχὴ τοῦ διανύσματος Σχ. 14 


καὶ τὸ Β τὸ πέρας του. 
Ἢ ἀπεριόριστος εὐθεῖα ΧΨ, ἐπὶ τῆς ὁποίας κεῖται τὸ διάνυσμα, 
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Ξ »-» 
ὀνομάξεταιυι φορεὺς τοῦ διανύσματος ΑΒ καὶ δρίξει τὴν 
διεύϑυνσίν του. 


»-ν» 
Ἢ ἀπόστασις ΑΒ εἶναι τὸ μῆκος τοῦ διανύσματος ΛΒ. 


878, Λόγος δύο παραλλήλων διανυσμάτων. 4 όγος δύο 
παραλλήλων διανυσμάτων εἶναι ὅ ἀριϑμός, ὃ ὁποῖος ἔχει ἀπόλυτον 
τιμὴν τὸν λόγον τῶν μηκῶν τῶν δύο διανυσμάτων καὶ ὡς σημεῖον τὸ 


-Ἔ ἢ -- καϑόσον τὰ δύο ἄνύσματα ἔχουν τὴν αὐτὴν φορὰν ἢ ἀντιϑέ- 
τους φοράς. 
ὰ Β Οὕτω τὰ παράλληλα διανύ"» 
.-....»».»- ὲβ.΄ς--..:-.-..- - ς -ἐ--α--. 


τ σματα ΑΒ καὶ ΓΔ (σχ. 16) ἔχουν 


λόγον ἘΠῚ 
Σχ. 15 4 
Γράφομεν 
ΠΟΘ 
ΓΔ 


Δύο παράλληλα διανύσματα εἶναι ἴσα ἐὰν ἔχουν τὸ αὐτὸ μῆκος 
καὶ τὴν αὐτὴν φοράν. 

Δύο παράλληλα διανύσματα εἶναι ἀντίϑετα, ἐὰν ἔχουν τὸ 
αὐτὸ μῆκος καὶ ἀντιϑέτους φοράς. ᾿ 

Οὕτω τὰ παράλληλα διανύσματα 


φ- »»-»- Α ; Β 
ἊΒ καὶ ΓΔ (σχ. 16) εἶναι ἴσα. Ὃ λόγος ὃ 
τῶν εἶναι Γ Δ 


ἀβ καὶ ϑὰ εἶναι ΑΒ-ΞΕΓΔ. ὼ 
ΓᾺΔ 
Τὰ παράλληλα διανύσματα ΕΖ καὶ ὸ 
ΗΘ εἶναι ἀντίϑετα. Ὃ λόγος των εἶναι ΄ 


᾿»- αν Σχ. 16 
Ζ Ξε ---1 καὶ ϑὰ εἶναι ΕΖ----Ηθ. 


ΗΘ 


Παρατήρησις. Οἱ προηγούμενοι δοισμοὶ ἰσχύουν καὶ εἷς τὴν πε’ 
οίπτωσιν, ποὺ τὰ διανύσματα κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὑτοῦ φορέως. 
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Αξων. Εἰς τὴν 8 238 ἐδώσαμεν τὸν δρισμὸν τοῦ ἄξονος. Εἴδο- 
μεν, ὅτι : "Α ξω ν εἶναι μία προσανατολισμένη εὐϑεῖα. 

Οὕτω ἣ εὐϑεῖα χ'χ (σχ. 11), ἦ προσανατολισμένη ἐκ τοῦ χ΄ πρὸς 
τὸ χ, εἶναι ὁ ἄξων Χ'Χ. 





᾿ 


Χ Χ 
Σχ. 17 


Ἢ ϑετικὴ φορὰ τοῦ ἄξονος χ΄Χ εἶναι ἦ ἐκ τοῦ χ΄ πρὸς 
τὸχ. Ἡ ἀρνητικὴ φορά τοῦ εἶναι ἡ ἐκ τοῦ Χ πρὸς τὸ χ΄. 


8714. ᾿Αλγεβρικὴ τιμὴ ἑνὸς διανύσματος τοῦ ἄξονος π΄ ΣΧ’ 
ἘΠς τὴν 8 26 ὠνομάσαμεν ἀλγεβρικὴν τιμὴν ἑνὸς διανύσματος τὸν 
ἀριϑμόν, ὃ ὅποῖος ἔχει ὡς ἀπόλυτον τιμὴν τὸν ἀριϑμόν, ὁ ὁποῖος ἔκ" 
φράζει τὸ μῆκος του, μετρηϑὲν διὰ δοϑείσης μονάδος, καὶ ὧς σημεῖον 
τὸ -[ἰ ἢ τὸ --- καϑ᾽ ὅσον τὸ διάνυσμα ἔχει τὴν αὑτὴν φορὰν μὲ τὸν 
ἄξονα ἢ φορὰν ἀντίϑετον. 


ἱπττττ ἰπειστοιιστ[ιστιι -ἰ-τ-τἰτΞ πι-Ξι- 44 


Χ Γ Χ 
Σχ. 18 


"Ἔστω χ'χΧ ἕνας ἄξων ἐπὶ τοῦ ὁποίου ἔχομεν ἐκλέξει μίαν μο»" 

νάδα μήκους (σχ. 18). | 
»-» 

Ἢ ἀλγεβοικὴ τιμὴ τοῦ διανύσματος ΑΒ τοῦ ἄξονος Χ΄Χ εἶναι 
-Ε4. Γράφομεν ΑΒΞΞ- 4. 

"Ὁμοίως εἶναι ΓΔ----8, ΒΑΞΞ--4. 

Παρατηροῦμεν, ὅτι οἵ ΑΒ καὶ ΒΑ εἶναι δύο ἀριϑμοὶ ἀντίϑετοι. 
Δηλ. ϑὰ εἶναι ΑΒ-Ξ--- ΒΑ. 

"-» .--- 

Σημ. Διὰ νὰ μὴ γίνεται σύγχυσις τῶν συμβόλων ΑΒ, ΑΒ, ΑΒ ἀναφέ- 
φομεν ὅτι: 

ΑΒ: παριστάνει τὸ εὐθύγραμμον τμῆμα ἢ τὸ μῆκος ΑΒ. 

»»-- 

ΑΒ Σ τὸ διάνυσμα, τὸ ὁποῖον ἔχει ἀρχὴν τὸ Α καὶ πέρας τὸ Β, 

-..... - »-» 

ΑΒ 2 τὴν ἀλγεβρικὴν τιμὴν τοῦ διανύσματος ΑΒ. 

8375. Διαδοχικὰ διανύσματα. Δύο ἢ περισσότερα διανύσματα 
λέγονται διαδοχικά, ὅταν τὸ πέρας ἑκάστου εἶναι ἀρχὴ τοῦ 
ἑπομένου. 

"Αλγεβροα--Π Γ. Τόγκα Τόμος Α 18. 


886 


᾿ 
Σχ. 19 


-» 


Διανύσματα 


Π.χ. τὰ διανύσματα (σχ. 19) 
»ν βν Ρ»»οΟν 


ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ 
εἶναι διαδοχικά, 


876. ᾿Αϑροισμα δύο διανυσμά- 
τῶν. Ἔστωσαν δύο διαδοχικὰ διανύ- 


σματα ΑΒ καὶ ΒΓ (σχ. 20). 


Τὸ διάνυσμα ΑΓ, τὸ ὅποϊῖον ἔχει ἀρχὴν 
τὴν ἀρχὴν τοῦ πρώτου διανύσματος καὶ πέρας 
τὸ πέρας τοῦ δευτέρου διανύσματος λέγεται 
γεωμετρικὸν ἄϑροισμα τῶν διανυ- 


σμάτων αὐτῶν. 


Γράφομεν ΑΓΞΞΕΑΒ-ΕΒΓ. 


Ὃ δρισμὸς αὐτὸς ἰσχύει καὶ ὅταν τὰ δια- 


νύσματα κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὑτοῦ φορέως. 


Εἶναι πάντοτε (σχ. 21) ΑΒΈΒΓΞΑΓ, 





Α Β 
Σχ. 206 
Β Γ 
--- ---» 
βασεσασα πον τονε τ πΠἢ ἜΡΕΞΞΙ, 
Β ; 
--- 
Εἢ ὩΣ τ το ἀν ἀδτε κε 
Γ 
Σχ. 21 


Διὰ νὰ κατασκενάσωμεν τὸ ἄϑροισμα δύο ἀμαγυο θανον τὰ ὁποῖα 


Β 





δὲν εἶναι διαδοχικά, ὅπως τὰ ΑΒ καὶ Γὰ Δ 
(σχ. 239) πρέπει νὰ κατασκευάσωμεν δύο 
διαδοχικὰ διανύσματα ἴσα ἀντιστοίχως 
πρὸς αὗτά. 


»-» 
Τὸ ἄϑροισμα δύο διανυσμάτων ΟΑ 
».-» 
ΟΒ, τὰ ὅποῖα ἔχουν τὴν αὐτὴν ἀρχήν, 
ϑὰ εὑρεϑῇ, ἐὰν κατασκευάσωμεν τὸ πα’ 
ραλληλόγραμμον ΑΟΒΓ (σχ. 28). 


"Ἔχομεν δΓ--ΟΑ ΑΓ 
καὶ ἐπειδὴ ΑΓΞΞΟΒ, ϑὰ εἶναι 


»» »-᾿ »-- 
ΟΓΞΞΟΑ-ΟΒ. 
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Τὸ ἄϑροισμα πολλῶν διαδοχικῶν διανυσμάτων εἶναι διάνυσμα, τὸ 


ῃ 





ΣΧ. 23 ᾿ Σχ. 24 


ὁποῖον ἔχει ἀρχὴν τὴν ἀρχὴν τοῦ πρώτου καὶ πέρας τὸ πέρας τοῦ 
τελευταίου. 


Οὕτω τὸ ἄϑροισμα τῶν διανυσμάτωγν ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ (σχ. 34) 


»-» »-»" » »--» »ῬὍ»Ὸ 
εἶναι τὸ διάνυσμα ΑΔ, δηλ. ΑΒΈΒΓΈΓΔΕΕΑΔ, 
Εἶναι φανερόν, ὅτι τὸ μῆκος τοῦ ἀϑροίσματος δύο ἢ περισσοτέ-: 
ρῶν διανυσμάτων δὲν εἶναι γενικῶς ἴσον μὲ τὸ ἄϑροισμα τῶν μηκῶν 
τῶν διανυσμάτων αὑτῶν. 


877. Θεώρημα τοῦ ΟΠαδ5ῖ6ς5. Η ἀλγεβοικὴ τιμὴ τοῦ ἀϑροίσμα- 
τος δύο διαδοχικῶν διανυσμάτων, τὰ ὁποῖα κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἄξο- 
νος εἶναι ἴση μὲ τὸ ἄϑροισμα τῶν ἀλγεβρικῶν τιμῶν τῶν διανυσμάτων 
αὐτῶν. 

»»: ἢ» 


«Υπόϑεσις : "Ἔστωσαν τὰ διαδοχικὰ διανύσματα ΑΒ, ΒΓ", τὰ 


᾿-» 
ὅποϊῖα κεῖνται ἐπὶ τοῦ αὑτοῦ ἄξονος χ΄Χ καὶ ΑΓΓ τὸ γεωμετρικόν τῶν 
ἄϑροισμα. 
Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι ΑΓΕΞΞΑΒΕΒΓ. 
"Απόδειξις : ᾿Επειδὴ ἕκαστον τῶν σημείων Α, Β, ΓΤ δύναται νὰ 
κεῖται μεταξὺ τῶν δύο ἄλλων, διαχρίνομεν τρεῖς περιπτώσεις σχήματος. 
ον. Τὸ σημεῖον Β κεῖται μεταξὺ τῶν Α καὶ Γ (σχ. 25). 


»» »Ὲπ»Ῥ)"Ώ)ν »ν» 


Τὰ διανύσματα ΑΒ, ΒΓ, ΑΓ ἔχουν τὴν αὑτὴν φοράν, ἕπομέ- 


- μοι -  πῸτ'ἃ --- 
χ΄ Α Β Γ Χ 
χ΄ Γ Β Α Χ 


Σχ. 25 


'γως αἵ ἀλγεβοικαί των τιμαὶ ΑΒ, ΒΓ, ΔΤ’ εἶναι ὁμόσημοι. Εἷς 
τὴν περίπτωσιν αὑτήν, ἀπὸ τὴν προφανῆ ἀριϑμητικὴν ἰσότητα 


8388 Διανύσματα 


ΑΓΞΞΕΑΒΈΈΒΓ μεταξὺ τῶν ἀπολύτων τιμῶν τῶν διανυσμάτων 

»-᾿ο. 3-» »-» -«-... -Ξ-. -«“«,“,͵ἡ 

ΑΓ, ΑΒ, ΒΓ, συνάγομεν καὶ τὴν ΑΓΞΕΑΒ-ΈΒΓ, δηλ., ὅτι ἢ 
---.- »-» 

ἀλγεβροικὴ τιμὴ ΑΓ τοῦ διανύσματος ΑΤ᾽ εἶναι ἴση μὲ τὸ ἄϑροισμα 


-..» ---» »ν» »-- 
τῶν ἀλγεβριχῶν τιμῶν ΑΒ καὶ ΒΓ τῶν διανυσμάτων ΑΒ καὶ ΒΓ. 
ϑον. Τὸ σημεῖον 4 κεῖται μεταξὺ τῶν Β καὶ Γ' (σχ. 96). 

"Ἐπειδὴ τὸ Α κεῖται μεταξὺ τῶν" Βὶ καὶ Γ, ϑὰ ἔχωμεν 














ΒΓ--ΒΆ ΑΓ 
Ι Ι ι--------» 
χ' Β Α Χ 
-τ--πτ 1------------ἰ----- Ὁ 
χ' Γ Χ 
Σχ. 26 


συμφώνως μὲ τὴν περίπτωσιν 1ην. ᾿Αλλὰ ΒΑ----ΑΒ᾿ ἑπομένως 
ἡ προηγουμένη ἰσότης γίνεται : 
ΒΓ----ΑΒΊΕΑΓ ἣ ΑΓΞΞΑΒ-ΕΒΓ. 
ὅον. Τὸ σημεῖον Γ κεῖται αι μεταξὺ τῶν Α καὶ Β (σχ. 2). 


Θὰ εἶναι ΑΓ-ΈΓΒ-- ΑΒ, ἐπειδὴ τὸ Γ κεῖται μεταξὺ τῶν Α΄ 











Ι Ϊ ἱ ---ἡ» 

χ΄ Α Γ Β Χ 

[---.---- ------ἕ -» 

χ΄ Β ΙΝ᾿ Α Χ 
Σχ. 27 


καὶ Β. ᾿Αλλὰ ΓΒ----ΒΤ', ἑπομένως ἧ προηγουμένη ἰσότης γρά" 
φεται : ΑΓ--ΒΙ--ΑΒ ἢ ΑΓΞΞΑΒ-ΒΓ, 

Παρατηροῦμεν, ὅτι οἷανδήποτε ϑέσιν καὶ ἂν ἔχουν τὰ σημεῖα 
Α, Β, Γ᾽ ἐπὶ τοῦ ἄξονος χ'χ, ϑὰ ὑφίσταται πάντοτε ἢ σχέσις 
ΑΓΞΞΑΒΈΒΓ, ἡ ὅποία καλεῖται σχέσις τοῦ Ομα5ῖε5. Ἢ σχέσις 
αὐτὴ γράφεται καὶ ὡς ἑξῆς : 


ἈΒΈΒΓΈΓΑΞΕΟ 


Τὸ ϑεώρημα τοῦ (45]65 εἶναι ἀληϑὲς καὶ διὰ περισσότερα τῶν 
δύο διαδοχικὰ διανύσματα ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ἄξονος. 


378. Θεώρημα. Ἢ ἀλγεβοικὴ τιμὴ ἑνὸς διανύσματος, τὸ 
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ὁποῖον κεῖται ἐπὶ ἑνὸς ἄξονος, εἶναι ἴση μὲ τὴν τετμημένην τοῦ 
σέρατός τον ἠἡλαττωμένην κατὰ τὴν τετμημένην τῆς ἀρχῆς του. 


“Υπόϑεσις : “Ἔστω τὸ διάνυσμα ΑΒ (σχ. 28), τὸ ὁποῖον κεῖται 
ἐπὶ τοῦ ἄξονος χ΄χ, καὶ Ο ἢ ἀρχὴ τῶν τετμημένων. 
Α Β 
-ΠΠμψ-- -- --α 
Χ ο Χ 
Σχ. 28 
Συμπέρασμα : Θὰ δείξωμεν, ὅτι Α8--ΟΒ--ΟΑ. 
, ᾿Απόδειξις : "Εὰν ἐφαρμόσωμεν τὸ ϑεώρημα τοῦ (8565 εἰς τὰ 
σημεῖα Ο, Α, Β (σχ. 28), ϑὰ ἔχωμεν 
ΟΑ-ΚΑΒΕΞΞΟΒ ἢ ΑΒΞ--ΟΒ--ΟΑ. 


᾿Εὰν παραστήσωμεν μὲ α καὶ β τὰς τετμημένας τῶν σημείων Α 





καὶ Β, ϑὰ ἔχωμεν ΑΒ--β--α 


Παράδειγμα. “Ἕστω (σχ. 29), ὅτι εἶναι ΟΑκξαξξῷ, ΟΒ--βετῦ 


Ο Α Β Β Ο Α 
- μπρὸς -τ -|πο]-τιππει-ει--ν 
Χ ὃ. 3 4 ὃ δὐχίεεςς 
ΣΧ. 29 ΣΧ. 30. 
ϑὰ εἶναι ὁ ΑΒ-Ξρ--9--3. 


Ἔστω, ὅτι εἶναι (σχ. 80) 

Οά-Ξα---83 καὶ ΟΒ-εβ----9, 
ϑὰ εἶναι ΑΒΞΞβ-αΞεί---ἢ)---ἰ-8)Ξ:----2---8-:----ῦ, 

879. Τετμημένη τοῦ μέσου ἑνὸς εὐθϑυγοάμμου τμήματος. 
Ἔστω τὸ διάνυσμα ΑΒ, τὸ ὅποῖον κεῖται ἐπὶ τοῦ ἄξονος χ΄Χχ, ἀρχῆς 
Ο, καὶ Μ τὸ μέσον τοῦ εὐϑυγράμμου τμήματος ΑΒ (σχ. 81). 

| Μ 
ν--Ἰ ᾿ Ι |---ν 
Χ Ο Α : Β Χ 
ΣΧ. 31 

Ἔστω, ὅτι α εἶναι ἣ τετμημένη τοῦ Α, β ἧ τετμημένη τοῦ Β καὶ 
χ τοῦ Μ᾿ ἐπειδὴ τὸ Μ εἶναι μέσον τοῦ ΑΒ, ϑὰ εἶναι ΑΜ-ΜΒ ἢ 
απ 

- 





χ-τ-ἀΞπεβ---χ ἢ ὄχξξα- β ΠῚ χϑϑ 


3890 Συντεταγμέναι καὶ γραφικαὶ σταραστάσεις. 
“Ὥστε: ἡ τετμημένη τοῦ μέσου εὐθυγράμμου τμήματος ἰσοῦται μὲ 
τὸ ἡμιάϑροισμα τῶν τετμημένων τῶν ἄκρων τοῦ τμήματος τούτου. 


380. Πρόβλημα. .᾿ πὶ τοῦ ἄξονος τῶν τετμημένων δίδονται δύο 
σημεῖα Α καὶ Β μὲ τετμημένας α καὶ β ἀντιστοίχως. Νὰ εὑρεϑῇ ἐπὶ 


- . ΑΜ 
τοῦ ἄξονος τούτου σημεῖον Δῖ, ὥστε νὰ εἶναι --[33Ξ-- τεελ, ὅπου ἃ τυ- 


χὼν πραγματικὸς ἀριϑμός. 
᾿Ἐὰν χ εἶναι ἦ τετμημένη τοῦ ζητουμένου σημείου Μ, ἢ δοϑεῖσα 





σχέσις ΑΜ λ γράφεται 
ι --------.- ἈΞ: 
ὡ ΜΒ 





πξα ι 


᾿Επειδὴ τὸ λ εἶναι δοϑεὶς ἀριϑμός, ϑὰ εἶναι β--- χοῦ ἑπομένως 
ἐκ τῆς (1) ἔχομεν : 


χα-αξΞελί(β--χ) ἢ χ-ξλχβξα-λβ ἢ χϑξ ἵπτὶ (2) 
᾽Ἔκ τῆς (2) συνάγομεν, ὅτι: 
ἴον. ᾽Εὰν λεξθ, ϑὰ εἶναι χεξα, δηλ. τὸ Μ συμπίπτει μὲ τὸ Α. 
2ον. ᾿Εὰν λεξ-ἰ, τὸ Μ ἀπομακρύνεται εἰς τὸ ἄπειρον τοῦ ἄξο- 
γος Χ΄Χ. 
8ον. ᾿Εὰν λξξὶ, τὸ Μ συμπίπτει μὲ τὸ μέσον τοῦ τμήματος ΑΒ. 





8. Συντεταγμέναι καὶ γραφικαὶ παραστάσεις 


381. Συντεταγμέναι ἑνὸς σημείου ᾿Επὶ ἑνὸς ἐπιπέδου γρά- 
φομὲν δύο ἄξονας χ΄χ καὶ γ'ν 
(σχ. 82) καϑέτους μεταξύ των καὶ 
προσανατολισμένους κατὰ τὴν 
φοράν, ποὺ δεικνύει τὸ βέλος. Οἱ 
ἄξονες αὐτοὶ λέγονται ὁ ρ ὃ ο" 
γώνιοι ἄξονες. 

Ἔστω Μ ἕνα σημεῖον τοῦ 
ἐπιπέδου, ἐπὶ τοῦ ὁποίου κεῖνται 
οἱ ἄξονες. ᾿Απὸ τὸ σημεῖον Μ 
φέρομεν τὰς καϑέτους ΜΠ καὶ 
ΜΡ ἐπὶ τοὺς ἄξονας χ'χ καὶ γν. 

Κάϑε σημεῖον Μ τοῦ ἐπι- 
πέδου εἶναι τελείως ὡρισμένον, ὅταν γνωρίζωμεν τὰς ἀλγεβρικὰς τι" 





ΣΧ. 32 
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μὰς τῶν εὐϑυγράμμων τμημάτων ΟΠ καὶ ΟΡ. Ἢ ἀλγεβοικὴ τιμὴ τοῦ 
εὐθυγοάμμου τμήματος ΟΠΓΙ, τὸ ὁποῖον κεῖται ἐπὶ τοῦ ἄξονος χ΄ Χ’ 
λέγεται τετμημένη τοῦ σημείον Μ καὶ παρίσταται πάν- 
τοτε μὲ τὸ γράμμα χ΄ δηλ. εἶναι χΞΞ --ΟΠ. 

Ἢ ἀλγεβοικὴ τιμὴ τοῦ εὐϑυγράμμου τμήματος ΟΡ, τὸ ὁποῖον 
κεῖται ἐπὶ τοῦ ἄξονος ν΄ Υ, λέγεται τεταγμένη τοῦ σῆη μείον 
Ν καὶ παρίσταται μὲ τὸ γράμμα γ᾽ δηλ. εἶναι γ-ΞΌΡ. 

: Ἢ τετμημένη καὶ ἧ τεταγμένη ἑνὸς σημείου Μ, λέγονται σὺ ν" 
τεταγμέναι τοῦ σημείου Μ. 

Διὰ νὰ δείξωμεν, ὅτι ἕνα σημεῖον Μ ἔχει τετμημένην χ καὶ τε" 
ταγμένην ν, γοάφομεν Μίχ, γ). 

Οἱ ἄξονες χίχ καὶ ΥγΎ λέγονται ἄξονες τῶν συντετα: 
γμένω ν. 

Ὁ ἄξων χ' χ λέγεται ἄξων τῶν τετμημένων ἢ ἄξων 
τῶν χ καὶ ὃ ἄξων γ'ν λέγεται ἄξων τῶν τεταγμένων ἢ 
ἄξων τῶν ν. 

Τὸ σημεῖον Ο λέγεται. ἀοχὴ τῶν συντεταγ μένω ν. 

Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν, ὅτι : Εἰς κάϑε σημεῖον τοῦ ἐπιπέ- 
δου ἀντιστοιχοῦν δύο ἀριϑμοὶ “ καὶ ψ, οἱ ὁποῖοι εἶναι αἷ συντεταγμέναι 
τοῦ σημείου Μ. 

Πχ. Αἱ συντεταγμέναι τοῦ σημείου Μ (σχ. 33) εἶναι χεΞ--3, γξξ-Ὸ 4 


» » » Σ Μ’' » χεΞ---2, γΞΞ-Ὁ3 
ΝΕῚ ΕΣ » » Μ' » χ-----5, νξξ--3 
» ) » » Μι » στ θη, γε---4. 


9382. Προσδιορισμὸς ἑνὸς σημείου διὰ τῶν συντεταγμένων 
του. ᾿Ανωτέρω εἴδομεν, ὅτι εἰς κάϑε σημεῖον τοῦ ἐπιπέδου ἀντιστοι-" 
χοῦν δύο συντεταγμέναι του τελείως ὧὡρισμέναι. 

᾿Αντιστρόφως : Εἰς δύο συντεταγμένας ὦ καὶ ψ ἀντιστοιχεῖ ἕνα καὶ 
μόνον σημεῖον τοῦ ἐπιπέδου. 

Πράγματι. ᾿Επὶ τοῦ ἄξονος τῶν Χ λαμβάνομεν ἕνα σημεῖον [Π 


(σχ. ἀν τοῦ ποιόν ἢ τετμημένη ὉΠΑΣ καὶ ἐπὶ τοῦ ὅξονὺς τῶν " 





Π καὶ Ρ ἘΝ ΜΡΚΙ ΜΝ παραλλήλους, ἀντιστοίχως, πρὸς τοὺς ἄξονας τῶν 
ΨΎ καὶ χ'χ, αἵ ὁποῖαι τέμνονται εἷς ἕνα σημεῖον Μ᾽ τὸ σημεῖον 
αὐτὸ εἶναι τὸ μόνον σημεῖον τοῦ ἐπιπέδον, τὸ ὁποῖον ἔχει τετμημέ" 
γὴν Χ καὶ τεταγμένην Υ. 

388. Παρατηρήσεις. 1η. Κάϑε σημεῖον τοῦ ἄξονος χ᾽ ἔχει 
τεταγμένην μηδὲν (ψτξΞ 0) καὶ ἀντιστρόφως : 
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Κάϑε σημεῖον, τὸ ὅποῖον ἔχει τεταγμένην μηδέν, κεῖται ἐπὶ τοῦ 
ἄξονος τῶν Σ. Ε 

2α. Κάϑε σημεῖον τοῦ ἄξονος ψ΄ψ ἔχει τετμημένην μηδὲν (χΞΞ0} 
καὶ ἀντιστρόφως : 

Κάϑε σημεῖονν τὸ ὅποῖον ἔχει τεὴν μηδέν, κεῖται ἐπὶ τοῦ 
ἄξονος τῶν γ. 

Ἢ ἀρχὴ Ο ἔχει συντεταγμένας χξξ0 καὶ ψεξῦ. 


8η. Οἱ ἄξονες τῶν συντεταγμένων διαιροῦν τὸ ἐπίπεδον, ἐπὶ τοῦ 
ὁποίου κεῖνται, εἷς τέσσαρας γω- 
νίας χΟν, νΟχ΄, χΟγν', ΥΌχ, 
αἴ ὁποῖαι ὀνομάζονται κατὰ σει- 
ον πρώτη γωνία (1), δευ- 
τέρα γωνία (1), τοίτη γω 
νία (111) καὶ τετάρτη γω- 
νία ([Ν) (σχ. 88). 

Τὰ σημεῖα, τὰ ὁποῖα κεῖν- 
ται εἷς τὴν πρώτην γωνίαν ἔχουν 
καὶ τὰς δύο συντεταγμένας Χ 
καὶ Υ ϑετικάς. 

Τὰ σημεῖα, τὰ ὁποῖα κεῖν" 
ται εἷς τὴν δευτέραν γωνίαν 
ἔχουν τὴν τετμημένην των αὶ 
ἀρνητικὴν καὶ τὴν τεταγμένην 
τῶν Υ̓ ϑετικήν. 

Τὰ σημεῖα, τὰ ὁποῖα κεῖν- 
ται εἷς τὴν τρίτην γωνίαν ἔχουν καὶ τὰς δύο συντεταγμένας τῶν Χ 
καὶ Υ ἀρνητικάς. 

Τὰ σημεῖα, τὰ ὁποῖα κεῖνται εἰς τὴν τετάρτην γωνίαν ἔχουν τὴν 
τετμημένην των χ ϑετικὴν καὶ τὴν τεταγμένην των Υ᾽ ἀρνητικήν. 





Σχ. 33 


4η. Ἢ διχοτόμος τῶν γωνιῶν χΟν καὶ χ΄ΟΥ΄ λέγεται πρώτη 
διχοτόμος τῶν γωνιῶν, ἦ δὲ διχοτόμος τῶν γωνιῶν χ΄Ον καὶ 
ΧΟγ΄ λέγεται δευτέρα διχοτόμος τῶν γωνιῶν, τῶν σχημα- 
τιζομένων ὑπὸ τῶν ἀξόνων τῶν συντεταγμένων. 


384, ᾿Απόστασις δύο σημείων Α(κχ,, νι) καὶ Βίκ,, νἱ.)- 
"Ἔστωσαν δύο σημεῖα Α(κ,ν γ,) καὶ Βίχ,, γ,) τοῦ ἐπιπέδου (σχ. 84) 
τὰ ὁποῖα κεῖνται εἷς τὴν 1 γωνίαν τῶν ἀξόνων τῶν συντεταγμένων. 
Φέρομεν τὴν εὐθεῖαν ΑΒ. ᾿Απὸ τὰ σημεῖα Α, Β φέρομεν τὰς καϑέ- 
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τους ΑΑ΄, ΒΒ΄ ἐπὶ τὸν ἄξονα τῶν χΧ καὶ τὰς καϑέτους ΑΑ΄΄, ΒΒ΄΄ ἐπὶ 
τὸν ἄξονα τῶν Υ. 

Προεκτείνομεν τὴν ΑΑ΄ μέχρις ὅτου συναντήσῃ τὴν ΒΒ΄ εἷς τὸ Γ΄. 

᾿Απὸ τὸ δρϑογώνιον τρίγωνον ΑΓΒ ἔχομεν 

ἈΒΞΞΑΓ ΓΒ’ ἢ ΑΒΞΞΑ Β΄ Α΄ ΒΒ» ω 

"Ἐπειδὴ . 

Α΄Β΄ -ΞΌΒ΄ --ΟΑ Ξεσχ,--χ, 
χαὶ Α΄ Β΄ ΞΞΟΒ΄ --ΟΑ ἴξξυ,--ν,, 
ἢ (1) γίνεται 














ΑΒ'-ε(ς,--π )"-Εἰν.-τ-ν)}" τ' 


᾽Εὰν ϑέλωμεν νὰ εὕρωμεν τὴν 
ἀπόστασιν ἕνὸς σημείου Νίκ, γ) ) 
ἀπὸ τὴν ἀρχὴν Ο(0, 0) τῶν συν" ΣΧ. 34 

τεταγμένων, ϑὰ ἔχωμεν 
ΟΝ’ Ξεχ" -Ἐγ". 


385. Συντεταγμέναι τοῦ μέσου Μ ἑνὸς διανύσματος ΑΒ. 
"Ἔστωσαν δύο σημεῖα Α(χ,, γΥ,) καὶ Βίκ,, γι) τοῦ ἐπιπέδου τῶν ὀρϑο- 
γωνίων ἀξόνων ΧΟΥ (σχ. 84). 

Ἔστω Μ τὸ μέσον τοῦ τμήματος ΑΒ, τὸ ὁποῖον ἔχει συντε- 
ταγμένας ΟἤτΞεκ, ΟΡξξεν. "Ἐπειδὴ αἷ προβὺλαὶ τοῦ Μ ἐπὶ τῶν 
ἀξόνων ϑὰ εἶναι τὰ μέσα τῶν προβολῶν τοῦ τμήματος ΑΒ ἐπὶ τῶν 
αὐτῶν ἀξόνων, ϑὰ ἔχωμεν (8 819) 

τς ΘΑ" ΕΒ’ τ ὈΑ’ ΕΒ’ 
θη: τὸ τ “πὰ ρα 9 1 100. 
2 2 
δι ΧΙ ἜΧ, ἣ ΣΝ 
ἢ πο καὶ ἐττοστ' 


Χ-:-Ε 


γ:Ξ:-Ξ 


ν - » 

Ὥστε : Α{ συντεταγμέναι τοῦ μέσου ἑνὸς διανύσματος . εἶναι ἴσαε 
μὲ τὸ ἡμιάϑροισμα τῶν ὁμωνύμων συντεταγμένων τῶν ἄκρων τοῦ δια- 
ψύσματος τούτου. 


386. Γραφικὴ παράστασις τῆς μεταβολῆς τῶν συναρτή- 
σεων. Ἢ μεταβολὴ μιᾶς συναρτήσεως γεεσ(χ) δύναται νὰ παρα- 
σταϑῇ γραφικῶς μὲ τὴν βοήϑειαν τῶν ὀρϑογωνίων συντεταγμένων. 

Πρὸς τοῦτο ἀκολουϑοῦμεν τὴν κάτωϑι πορείαν : 

Δίδομεν εἷς τὴν μεταβλητὴν Χχ διαφόρους τιμὰς καὶ εὑρίσκομεν 
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τὰς ἀντιστοίχους τιμὰς τῆς γ. Τὰς τιμὰς τῆς μεταβλητῆς χ ϑεωροῦμεν 
ὧς τετμημένας εἷς ἕνα σύστημα ὀρϑογωνίων ἀξόνων χ΄Οχ καὶ 
γ᾽ΌΟν καὶ τὰς τιμὰς τῆς Υ ὧς τεταγμένας εἷς τὸ αὐτὸ σύστημα 
ἀξόνων. ᾿Ορίζομεν ἔπειτα τὰ σημεῖα τοῦ ἐπιπέδου, τὰ ὁποῖα ἔχουν ὥς 
συντεταγμένας τὰς ἀντιστοίχους τιμὰς τῶν χΧ καὶ ν΄. 

Ἥ εὐϑεῖα γραμμὴ ἢ ἡ καμπύλη, ἡ ὁποία συνδέει τὰ σημεῖα αὐτά, 
εἶναι ἣ γραφικὴ παράστασις τῆς μεταβολῆς τῆς συναρτήσεως. 

Παράδειγμα. Νὰ παρασταϑῇ γραφικῶς ἡἦ συνάρτησις ψεεθα-- Ὁ, 
ὅταν τὸ ὦ μεταβάλλεται ἀπὸ ---] ἕως 7. 

Δίδομεν εἰς τὸ χ διαφόρους τιμὰς ---͵Ἰ, 0, 1, 2, ....ὕ.Ψ ς καὶ εὑρίσκομεν 
τὰς ἀντιστοίχους τιμὰς τοῦ γ. 


ὋὉ κάτωθι πίναξ δεικνύει τὰς διαδοχικὰς τιμάς, τὰς ὁποίας δίδομεν 
εἰς τὸν χ καὶ τὰς ἀντιστοίχους τιμὰς τοῦ ν΄. 





Υ -- 0 5 8 9 8 5 0 “ῷὌὄ 


Χαράσσομεν ἔπειτα δύο ὀρθογωνίους ἄξονας χΌΧ καὶ γΌΥ καὶ εὑρί- 
σκομεν τὰ σημεῖα τοῦ ἐπιπέ- 
δου, τὰ ὁποῖα ἔχουν συντετα- 
Ὑμένας τὰς τιμὰς τοῦ ἀνωτέρω 
πίνακος. 

Εὑρίσκομεν τὰ σημεῖα 
Α(-Ι,--ἢ, Βί0,0), Γ(Ί,5), ΔΙΩ,8), 
Εθ.9), Ζί4.8), Πί5,5, Θι6,0), 
{{7,-- (σχ. 35). 

Συνδέομεν ἔπειτα τὰ διά- 
φορα αὐτὰ σημεῖα μὲ μίαν συ- 
νεχῇ καμπύλην. 

Ἢ καμπύλη αὐτὴ πα- 
ριστᾷ γραφικῶς τὴν μεταβολὴν 
τῆς συναρτήσεως γ--ΞΞόχ---χϑ εἰς 
τὸ διάστημα (--ῇῖ, -Ἐ 7). 

Ἢ σχέσις γεΞ-εσί(χ) ὄνο-: 
μάζεται ἐπίσης καὶ ἐξίσ ὦ- 
σις τῆς καμπύλης, 
τὴν ὁποίαν παριστάνει ἧ συ- 
νάρτησις σ(χ). 

, Σχ. 35 Ἔκ τῶν προηγουμένων 

συνάγομεν, ὅτι : 

Διὰ νὰ κεῖται ἕνα σημεῖον Μίαι, ψυ) ἐπὶ τῆς καμπύλης ψΞΞσ(α) 
πρέπει καὶ ἀρκεῖ νὰ εἶναι ψι-Ξεσ(α,). 
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4. Σπουδὴ τῆς συναρτήσεως γξΞξαχ 


- 887. Συνάρτησις τοῦ πρώτου βαϑμοῦ. Συνάρτησις 
τοῦ πρώτου βαϑμοῦ λέγεται κάϑε συνάρτησις τῆς μορφῆς 
ψξεαα-Ἐβ () 
Οἱ συντελεσταὶ α καὶ β εἶναι σταϑεροὶ ἀριϑμοὶ καὶ ἧ μεταβλητὴ 
χ δύναται νὰ λάβῃ ὅλας τὰς τιμὰς ἀπὸ ---οὐ ἕως Ἕω. 
ΠΧ. αἱ συναρτήσεις 
γεξῶχ- 3, ντεδχ--1, γε:---α 4 
εἶναι συναρτήσεις τοῦ πρώτου βαθμοῦ. 
᾿Ἐὰν ὁ συντελεότὴς βὶ εἶναι ἴσος μὲ τὸ μηδέν, ἡ συνάοτησις () 
λαμβάνει τὴν μορφὴν " γξξεαχ. 


888. Μεταβολὴ τῆς συναρτήσεως γΞΞακ. ἴον. [ἔστω ἣ συ" 
νάρτησις γεϑχ 4) 

Οἰἱανδήποτε τιμὴν καὶ ἂν δώσωμεν εἷς τὴν μεταβλητὴν Χ δυνά- 
μεϑα νὰ ὑπολογίσωμεν τὴν συνάρτησιν Υ᾽ ἄρα ἧ συνάρτησις γΞΞ8Χ 
εἶναι ὡρισμένη δι᾽ ὅλος τὰς τιμὰς τῆς Χ. 

Δίδομεν εἷς τὴν χ διαφόρους τιμάς, αἷ ὁποῖαι νὰ βαίνουν αὗξα- 
γόμεναι καὶ ὑπολογίζομεν τὰς ἄντιστοίχους τιμὰς τῆς Υ΄. 

Ὃ κχάτωϑι πίναξ δίδει τὰς τιμὰς τῆς χ καὶ τὰς ἀντιστοίχους 
τιμὰς τῆς γ. 


ιἰχ πὰά -τὖἢ πι ὁὉϑΘὃὔᾷϑ᾽ 2. 8...ὅ 





ΙΥ̓͂ -ὋὋ πὸ -᾿πὸΆῦ Ὁ 8ὃ8 96. 9...16 
᾿ Παρατηροῦμεν, ὅτι, ὅταν αἱ τιμαὶ τῆς Χ βαίνουν αὐξανόμεναι, 
βαίνουν ἐπίσης αὐξανόμεναι καὶ αἷ τιμαὶ τῆς γ᾽ ἄρα ἣ συνάρτησις 
γξξϑδχ εἶναι αὔξουσα. 
ον. Ἔστω ἤδη ἦ συνάρτησις γε---χ. Ἢ συνάρτησις αὑτὴ 
εἶναι ἐπίσης ὡρισμένη δι᾽ ὅλας τὰς τιμὰς τῆς Χ. 
Δίδομεν ἐπίσης εἷς τὴν μεταβλητὴν χ διαφόρους τιμάς, αἷ ὁποῖαι 
βαίνουν αὐξανόμεναι καὶ ὑπολογίζομεν τὰς ἀντιστοίχους τιμὰς τῆς Υ. 
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Παρατηροῦμεν, ὅτι, ὅταν αἷ τιμαὶ τῆς χ βαίνουν αὐξανόμεναι, αἷ 
ἀντίστοιχοι τιμαὶ τῆς Υ βαίνουν ἐλαττούμεναι᾽ ἄρα ἧ συνάρτησις 
γεξ- --ῶχ εἶναι φϑίνουν σα. 


889. Θεώορημα. Ἢ συνάρτησις γεκας εἶναι ὡρισμένη δι 
ὅλας τὰς τιμὰς τῆς “. Εἶναι αὔξουσα,͵, ὅταν ὃ συντελεστὴς α εἶναι 
ϑετικὸς καὶ φϑίνουσα, ὅταν ὃ α εἶναι ἀρνητικός. 

᾿Απόδειξις : Η συνάρτησις γεξεαχ εἶναι ὡρισμένη διότι, οἷανδή- 
ποτε τιμὴν καὶ ἂν δώσωμεν εἷς τὴν χ, δυνάμεϑα νὰ ὑπολογίσωμεν τὸ 
γινόμενον αχ καὶ ἑπομένως νὰ δρίσωμεν τὴν ν. 

Ἔστωσαν ἤδη δύο ἰδιαίτεραι τιμαὶ χ, καὶ χ, τῆς Χ καὶ γ,ν, Υ, 
αἷ ἀντίστοιχοι τιμαὶ τῆς ν. 

"ἕστω, ὅτι εἶναι ΧΦ Χ, () 

Πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἀνισότητος (1) ἐπὶ α. 

1ον. ᾿Εὰν α εἶναι ϑετικόν, ϑὰ εἶναι 

αχ,ζαχ, καὶ συνεπῶς γιᾷ(Υγ.. 

Εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν ἣ συνάρτησις γεκαχ εἶναι α ὕ- 
ξἕουσα. 

3ον. ᾿Εὰν α εἶναι ἀρνητικόν, ϑὰ εἶναι 


αΧ, »αχ, καὶ συνεπῶ »"»,. 
ι 


Εἷς τὴν περίπτωσιν αὑτὴν ἢ συνάρτησις εἶναι φϑίνου σα. 
᾿Εδείχϑη λοιπόν, ὅτι: ᾿(Η͂ συνάρτησις γεΞξαχ... 


390. ᾿Ιδιαίτεραι τιμαί. Διὰ χεΞὼ ἢ συνάρτησις γεΞαχ δίδει 
γξξο. 

ἜΣ ἄλλου ἣ γ᾽ ἔχει τὸ σημεῖον τῆς χ, ἐὰν α εἶναι ϑετικὸν καὶ 
ἔχει σημεῖον ἀντίϑετον τῆς χ, ἐὰν α εἶναι ἀρνητικόν. 

"Ἐὰν χ τείνῃ εἷς τὸ οὐ καὶ ἦ Υ τείνει εἷς τὸ οὐ. 

Π0χ. ἐὰν ἔχωμεν τὴν συνάρτησιν γεΞδχ, διὰ νὰ λάβωμεν γν»»1 000 000 


ἀρκεῖ νὰ λάβωμεν ΧΡ» ἐπτοΝ 


391. Πίναξ μεταβολῆς τῆς συναρτήσεως γεΞακχ. ᾿Εκ τῶν 
ἀνωτέρω συνάγομεν, ὅτι : ᾿ 

Ὅταν ἣ χ αὐξάνῃ ἀπὸ ---οὐ ἕως -[ οὐ, ἣ συνάρτησις γξξαχ: 

ἴον. αὐξάνει ἀπὸ ---ο ἕως -Ἐο, ἐὰν α εἶναι ϑετικόν. 

2ον. ἐλαττοῦται ἀπὸ οὐ ἕως ---οο, ἐὰν α εἶναι ἃ ρ- 
γνητικόν. 

Ὃ κάτωϑι πίναξ δεικνύει τὴν μεταβολὴν τῆς συναρτήσεως γξξαχ: 
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Μεταβολὴ τῆς συναρτήσεως γΞΞαχ 














χ |πὸ Ζ ἝΩ 
α»Ὸ 

γξξαχ 1 --οῦ Ζ ἝΩ 

χ πὸ Ζ πη ν 
ας0 

γτεαχ -ἰο ς]ἷρ πο 





392. Γενίκευσις. Εἴδομεν ἀνωτέρω, ὅτι ἧ συνάρτησις γΞΞαχ 
μεταβάλλεται κατὰ τὴν αὐτὴν φοράν, ἐὰν ὃ συντελεστὴς α εἶναι ϑετι- 
κὸς καὶ κατ᾽ ἀντίϑετον φοράν, ἐὰν ὁ α εἶναι ἄρνητικός. 

Γενικῶς: “Η συνάρτησις ψΞΞασία), ὅπου α εἶναι σταϑερὸς ἀρι- 
ϑμός, μεταβάλλεται κατὰ τὴν αὐτὴν φορὰν μὲ τὴν συνάρτησιν ψεεεσ(α), 
ξὰν ὃ α εἶναι ϑετικὸς καὶ καϑ ἀντίϑετον φοράν, ἐὰν ὅ α εἶναι ἀρνητικός.. 

Πράγματι᾽ ἢ ἀνισότης σ(χ ) « σίκ.) συνεπάγεται τὴν ἀνισότητα Ι 
ασίκι) « ασίκ,), ἐὰν ὃ α εἶναι ϑετικὸς καὶ τὴν ἀνισότητα ασίχι) »»ασί(χε), ἡ 
ἐὰν ὃ α εἶναι ἀρνητικός. 


393. Γραφικὴ παράστασις τῆς μεταβολῆς τῆς συναρτήσεως 
γσξαχ: Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ παραστήσωμεν γραφικῶς τὴν μεταβο- 


λὴν τῆς συναρτήσεως γΞ τῇ Χ' 
Δίδομεν εἷς τὴν χ διαφόρους τιμὰς καὶ ὑπολογίζομεν τὰς ἄντι- 


στοίχους τιμὰς τῆς ν. 





Χ --2 -Ἰ 0 1 2 8 4 
γ --αὶ,ὅ --οτῦ 0 Ο,15 1,ὅ 2,28 8 








Κατασκευάζομεν τὰ σημεῖα (σχ. 36) 
Α(--, --1,5), Β(--Ξ, --ο,Τδ), Ο(0,0), . Γ(Ὶ, 0,18), Δίῶ, 1,8), 
Ε(8, 23,235), ΖΙ4,3). 
᾿ἘΕὰν συνδέσωμεν τὰ σημεῖα αὑτὰ μὲ μίαν συνεχῆ γραμμήν, ϑὰ 
ἴδωμεν, ὅτι τὰ σημεῖα αὐτὰ κεῖνται ἐπ᾽ εὐϑείας γραμμῆς, ἧ ὁποία 
διέρχεται ἀπὸ τὴν ἀρχὴν Ο(0,0) τῶν συντεταγμένων. 
Θὰ δείξωμεν τώρα, ὅτι τὸ συμπέρασμα, εἷς τὸ ὅποῖον κατελήξαμεν 
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Σχ. 36 


μὲ τὸ παράδειγμα τῆς. 


συναρτήσεως 
.Ό 8 
γε χα. 


εἶναι γενικόν. 


394. Θεώρημα. 
Ἃ συνάρτησις γΞεαχ 
παριστᾷ μίαν εὐθεῖαν, 
ἡ ὁποία διέρχεται ἀπὸ 
τὴν ἀρχὴν τῶν συντε- 
ταγμένων. 

Δίδομεν εἷς τὴν Χ 
τὴν ἰδιαιτέραν τιμὴν 
χΞΞΙ καὶ εὑρίσκομεν, 
ὅτι γϑξξσα. 


Κατασκευάζομεν τὸ σημεῖον Α, τὸ ὁποῖον ἔχει τετμημένην ΟΒΞΞῚΙ 


καὶ τεταγμένην τ Ξεα. Φέρομεν τὴν εὐθεῖαν ΟΑ. 


1ον. Θὰ δείξωμεν, ὅτι αἵ συντεταγμέναι ΟΠ-χ καὶ ΟΡ-εν 


τυχόντος σημείου Μ τῆς εὖ: 
ϑείας ΟΑ, ἐπαληϑεύουν τὴν 
σχέσιν. γεξξαχ (σχ. 37). 

Τὰ ὀρϑογώνια τρίγωνα 
ΟΠΜ καὶ ΟΒΑ εἶναι ὅμοια᾽ 
ἐκ τῆς ὁμοιότητος αὑτῶν ἔχο- 

ὉΠ ΟΜ ἢ 

ΟΒ ΟΑ 

Ὁμοίως ἀπὸ τὰ ὅμοια 

ὀρϑογώνια τοίγωνα ΟΡΜ καὶ 
ΟΓΑ ἔχομεν 

ΟΡ ΟΜΝ 

ὉΓ ΟΑ᾽ 

᾿Απὸ τὰς ἰσότητας (1) 
καὶ (2) συνάγομεν, ὅτι 


μεν 


() 








ΖΦ πουδὴ τῆς συναρτησεως ταν ὦ 


“Ὥστε αἷ συντεταγμέναι τοῦ τυχόντος σημείου Μ τῆς εὐϑείας 
ΟΑ ἐπαληϑεύουν τὴν σχέσιν γεξαχ. 

᾽ ᾿ ΄ν , , [τὰ , “ Ν ε - 

ἀντιστρόφως : Θὰ δείξωμεν τώρα, ὅτι κάϑε σημεῖον, τὸ ὁποῖον 
ἔχει τετμημένην χ΄ καὶ τεταγμένην ν΄ ΞΞαχ΄, κεῖται ἐπὶ τῆς εὐθείας ΟΑ. 

Ἔστω Π’ τὸ σημεῖον τοῦ ἄξονος τῶν χ, τὸ ὁποῖον ἔχει τετμη" 
μένην ΟΠ’ --χ΄. ᾿Απὸ τὸ Π΄ φέρομεν κάϑετον ἐπὶ τὸν ἄξονα τῶν χ, 
Ἂ ς , ᾿ ΕῚ 59 - 9 »Ὶ - ΄ ἔ 
ἡ ὁποία τέμνει τὴν εὐϑεῖαν ΟΑ εἷς τὸ σημεῖον Μ΄. 

"Απὸ τὸ σημεῖον Μ΄ φέρομεν κάϑετον ἐπὶ τὸν ἄξονα τῶν Υ, ἣ 
ξ ’ , ἐ- "Ὶ "ἂ; ᾿Ὶ - ᾿ ΝῚ ’ Ὁ , 
ὅποία τέμνει αὐτὸν εἰς τὸ σημεῖον Ρ΄. Θὰ δείξωμεν, ὅτι ἧ τεταγμένη 


ΟΡ΄ -ον' τοῦ Μ΄ εἶναι ἴση μὲ αχ΄, δηλ. ϑὰ δείξωμεν, ὅτι 


ΟΡ Ξξγ' -ξεαχ΄. 
"Ἀπὸ τὰ ὅμοια ὀρϑογώνια τρίγωνα ΟΒΑ καὶ ΟΠ΄Μ΄ ἔχομεν 
ΟΠ’ ΟΜ’ : 
ΟΒ ΟΑ 
“Ομοίως ἀπὸ τὰ ὅμοια ὑρϑογώνια τρίγωνα ΟΡ΄Μ΄ καὶ ΟΓᾺ 
ΟΡ’ ΟΜ΄ 
ἔχομεν Ξε - Ξ τὸ ἄξξεξεσεν ἘΞ Ξ 4 
δ  Ὁὰ . 
"Απὸ τὰς (8) καὶ (4) συνάγομεν, ὅτι 
ΟΡ’ ΟΠ΄. ν΄ χς ᾿ : 
.-Σ- τ-ε-ξες- ἢ Ξ-.-ῷι -- -, ἄρα γξϑξβξαχ. 
ΟΓ ΟΒ α 1 


“Ὥστε τὸ σημεῖον, τὸ ὁποῖον ἔχει συντεταγμένας (χ', γ΄ ξξεαχ) κεῖ- 
ται ἐπὶ τῆς εὐθείας ΟΑ. 

Ἢ εὖὐϑεϊῖα λοιπὸν ΟΑ εἶναι ἡ καὶ πύλη τὴν ὁποίαν παριστᾷ 
ἣ συνάρτησις γΞΞαΧ, 

Σημ. Μὲ τὸν ὅρον καμπῦύ λ η νοοῦμεν τὴν γραμμήν, τὴν ὁποίαν πα- 
οιστᾷ μία συνάρτησις. ὁ 

395. Γωνιακὸς συντελεστὴς ἢ κλίσις τῆς εὐϑείας νΞΞαχ- 
Ἢ εὐϑεῖα γεξαχ δρίζεται ἀκριβῶς ἀπὸ τὸ σημεῖον Ο καὶ ἀπὸ τὸ 
σημεῖον Α, τὸ ὁποῖον ἔχει τετμημένην χΞΞῚ καὶ τεταγμένην γξξΞα. 

᾿ Δίδομεν εἷς τὸν συντελεστὴν α διαφόρους τιμὰς καὶ κατασκευάζο- 

μεν τὰς ἀντιστοίχους εὐϑείας. 

ἴον. ᾽Εὰν α εἶναι ϑετικόν, ἦ συνάρτησις γεξαχ εἶναι ϑετικὴ καὶ 
ἣ ἀντίστοιχος εὐϑεῖα εὑρίσχεται εἰς τὴν 1 καὶ 1ΠΠ γωνίαν. 


Π.χ. διὰ αΞξ Φ' αΞΞΕΊ, αξξΞ2 ἔχομεν ἀντιστοίχως τὰς εὐθείας (σχ. 38) 


γΞ Σ χ, εχ, γξξῶσ. 


. 400 Σπουδὴ τῆς συναρτήσεως γΞΞασ 7 
᾿Εὰν α εἶναι ἀρνητικόν, ἢ συνάρτησις εἶναι φϑίνουσα καὶ ἦ ἀντὶ. 
στοιχος εὐϑεῖα εὑρίσκεται εἷς τὴν 1 καὶ Ν᾽ γωνίαν. ( 
Π. χ. διὰ α---- -ἰ- -ξ, ἔχομεν ἀντιστοίχως τὰς εὐθείας (σχ. 38) 
Σ. ΞΞ-- .3. χ 
. λέ σε 2 Ῥ 
2ον. Αΐ εὐϑεῖαι ψξξαα καὶ ψ5ΞΞ---αα εἶναι συμμετρικαί, ὡς πρὸς 


τοὺς ἄξονας τῶν συντεταγμένων. 


Τοιαῦται εἶναι αἱ εὐϑεῖαι 


ἜΠΙΣ αἱ ΒΕ ἢ διότ 
γε τὸ Χ καὶ γεο- πε χ, διότι 


τὰ σημεῖα ἃ καὶ Α΄ εἶναι συμμετρικὰ πρὸς τὸν ἄξονα τῶν χ. Σύυνε" 





Σχ. 38 


πῶς οἵ ἄξονες χ'Χ καὶ γν 


᾿. 


εἶναι αἷ διχοτόμοι τῶν γω- . 


γιῶν τῶν σχηματιζομένων ὑπὸ 
τῶν ΟΑ καὶ ΟΑ΄. 

ϑον. “Ὅταν ἡ ἀπόλυτος 
τιμὴ τοῦ συντελεστοῦ α αὐξάνῃ 
ἦ γωνία :Ὸ. αὐξάνει. 

Εἷς τὴν περίπτωσιν αὖ- 
τὴν τὸ σημεῖον (1, α) ἄπομα- 
κρύνεται ἀπὸ τὴν χ΄Χ. 

"Ἐὰν ὃ συντελεστὴς α 
γίνῃ μηδέν, ἣ εὐϑεῖα γξξαχ 
συμπίπτει. μὲ τὸν ἄξονα Χ΄Χ. 

᾿ΕἘὰν ὃ συντελεστὴς τεί- 
νῃ νὰ γίνῃ μεγάλος κατ᾽ ἀπό- 
λυτον τιμήν, ἣ εὐθεῖα νΞΞαχ 
πλησιάζει πρὸς τὸν ἄξονα ΥΎ. 


Παρατηροῦμεν, ὅτι ἧ ϑέσις τῆς εὐϑείας γεξεαχ εἶναι συνάρτησις 
τῆς ἀλγεβρικῆς τιμῆς τοῦ συντελεστοῦ α καὶ διὰ τοῦτο ὅ α λέγεται 
γωνιακὸς συντελεστὴς ἢ κλίσις τῆς εὐϑείας 


γξξαχ. 


996. Παρατηρήσεις. 1η. Διὰ νὰ βαϑμολογήσωμεν τοὺς ἄξονας 
ἐκλέγομεν συνήϑως τὴν αὑτὴν μονάδα καὶ διὰ τοὺς δύο ἄξονας. Πολ- 
λάκις ὅμως ὁδηγούμεϑα εἷς τὸ νὰ ἐχλέξωμεν διαφόρους μονάδας διὰ 


τὴν βαϑμολογίαν τῶν ἀξόνων. 


Καὶ εἷς τὰς δύο περιπτώσεις ἧ συνάρτησις γξεαχ παριστᾷ μίαν 
εὐϑεῖαν, διότι ἣ ἀπόδειξις τοῦ ϑεωρήματος 8 394 μένει ἀληϑής. 


Σπουδὴ τῆς συναρτήσεως ψτεαυτιβ 401 


9ᾳ. Ὅταν ἐκλέξωμεν τὴν αὐτὴν μονάδα διὰ τὴν βαϑμολογίαν καὶ 
τῶν δύο ἀξόνων, καὶ μόνον εἷς αὑτὴν τὴν περίπτωσιν δυνάμεϑα νὰ 


ἢ ΒΑ ΟΓ 
γράψωμεν (σχ. 8) Ὁ “- ῸΒ - Ια !. 


Ἂ" ᾿ ΒΑ ᾿ 2 
Ἐπειδὴ ὅ λόγος ἜΟ. παριστάνει τὴν τριγωνομετρικὴν ἔφαπτο- 


μένην τῆς γωνίας χΟΑᾺ,, δυνάμεϑα νὰ εἴπωμεν, ὅτι : 

Ἢ ἀπόλυτος τιμὴ ἰα] τοῦ γωνιώδους συντελεστοῦ α εἶναι ἴση 
μὲ τὴν τριγωνομετρικὴν ἐφαπτομένην τῆς γωνίας 
τοί. 

Ἢ πρώτη διχοτόμος ἔχει τότε ὡς ἐξίσωσιν τὴν γεπχ, ἧ δὲ δευ- 
πέρα διχοτόμος ἔχει ὡς ἐξίσωσιν τὴν γῖ-Χ. 


5. Σπουδὴ τῆς συναρτήσεως γξΞαχ-Εβ 


397. Ἢ συνάρτησις γεΞαχ-β εἶναι ὡρισμένη. Ἢ συν: 
τησις γεξαχ-β εἶναι ὡρισμένη διὰ κάϑε τιμὴν τῆς Χ. 

Πράγματι᾽ ἐπειδὴ οἵ α καὶ βὶ εἶναι δοϑέντες ἀριϑμοὶ καὶ ἦ Χ 
οἷοσδήποτε ἀριϑμός, δυνάμεϑα πάντοτε νὰ ὑπολογίσωμεν τὸ γινόμε- 
γον αΧ καὶ νὰ προσϑέσωμεν ἔπειτα τὸν ἀριϑμὸν β. 

“Ὥστε ἢ συνάρτησις γεεαχ-[β εἶναι ὡρισμένη εἷς τὸ διάστημα 


{--:.ο, -Ἐ ο). 
398. Σπουδὴ τῆς μεταβολῆς τῆς συναρτήσεως γεΞαχ-Ἐβ. 
ον. Ἔστω ἣ συνάρτησις γεεῶχ- 8. 
Δίδομεν εἷς τὴν κ διαφόρους τιμάς, αἷ ὅποϊῖαι βαίνουν αὖξανό- 
μεναι καὶ ὑπολογίζομεν τὰς ἀντιστοίχους τιμὰς τῆς Υ-. 
χ Ὁ... - -ἰ|όῦ Ὁ 1 3'᾽. 8 


Υ --ῦ --Ι1 οΟ. ὅ { 9 








ΠΙαρατηροῦμεν ὅτι, ὅταν αἷ τιμαὶ τῆς Χ βαίνουν αὐξανόμεναι, 
βαίνουν ἐπίσης αὐξανόμεναι καὶ αἷ τιμαὶ τῆς γ᾽ ἄρα ἧ συνάρτῃσις 
γεεῦχ- 8 εἶναι αὔξονσα. ᾿ 

ῶρν. Ἔστω ἢ συνάρτησις γ--χ- ὅ. 

Ἐῤρίσκομεν ὁμοίως 

 πά --ὠχἴ͵χ ὁ 1 89 ὃ δ Ἰ 











Υ 18 9 Ε ϑ 0 --1 --ὃ -9 


40. | Σπουδὴ τῆς σνναρτήσεως ψγΞεαν τ β 


Παρατηροῦμεν, ὅτι, ὅταν αἷ τιμαὶ τῆς χ βαίνουν αὐξανόμεναι, αἷ 
τιμαὶ τῆς Υ βαίνουν ἐλαττούμεναι᾽ ἄρα ᾿ συνάρτησις γεΞ--ὐχ- ὃ 
εἶναι φϑίνου σα. 


399. Θεώρημα. Ἢ συνάρτησις υ-πα,-Ἐβ εἶναι αὔξουσα, 
ὅταν ὁ συντελεστὴς α εἶναι ϑετικὸς καὶ φϑίνουσα, ὅταν ὁ συντε- 
λεστὴς α εἶναι ἀρνητικός. 

"Ἔστωσαν χ, καὶ χ, δύο τυχοῦσαι τιμαὶ τῆς μεταβλητῆς χ καὶ 
τοιαῦται, ὥστε ΧιζχΧ, [}}] 
Πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς ἀνισότητος (1) ἐπὶ α. 

1. ᾿Εὰν ἃ εἶναι ϑετικὸς ϑὰ εἶναι αχ,ζαχ, καὶ συνεπῶς καὶ 

αχιβα αχρὶβ ἢ γι(γ,. ; 

Εἷς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν ἡ συνάρτησις γεεαχ-β εἶναι 
αὔὕὔξουσα. 

11. ᾿Εὰν α εἶναι ἀρνητικὸς ϑὰ εἶναι αχ, »αχ, καὶ συνεπῶς καὶ 

αχ, βῬαχ, Ἔβ ἢ γι ν,. ᾿ 
Εἷς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν ἦ συνάρτησις γεεαχ-Εβ εἶναι 
φϑίνουσα. 

᾿Εδείχϑη λοιπὸν ὅτι: Ἢ συνάρτησις γεκα,-β εἶναι... 

400. ᾿Ιδιαίτεραι τιμαί. ἴον. Διὰ χε, ἡ συνάρτησις γβεαχτεβ 
δίδει νεξβ. 

2ον. Διὰ γεξύ, ἔχομεν αχ-βεξὺ ἢ χ---- ΡΝ 


8ον. "Ἐὰν τὸ χ τεΐνῃ εἷς τὸ ἄπειρον, τότε καὶ τὸ αχ τείνει εἷς τὸ 
ἄπειρον καὶ συνεπῶς καὶ τὸ ἄϑροισμα αχ-Ἐβ ἢ ἢ συνάρτησις Υ,, τεί- 
νει εἷς τὸ ἄπειρον. 


401. Πίναξ τῆς μεταβολῆς τῆς συναρτήσεως γεξαχ- β. 
Τὰ προηγούμενα συμπεράσματα συνοψίζονται εἷς τὸν κάτωϑι πίνακα; 


Μεταβολὴ τῆς συναρτήσεως γεεαχ-β 














ἀϑ 8, 9: ὅθι Ἂς ΘΕΌΝ. ᾿, 
γειαχ-Εβ, -τῷ Ζ Ἔω 
α«0 ΞΕ ΕΣ δ ὁ ἐξ τι ὦ 
γβξαχ-β᾽) ω Ὶ πο 





τ πότ τῶ τς  ὐὕὌὕὌΟὉὖ Θ΄ ς  τ΄ὦᾧὃὦ ὁ. ὁ - τ 
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Παρατήρησις. Οἱ δύο ἀνωτέρω πίνακες εἶναι οἵ αὐτοὶ μὲ τοὺς 
πίνακας τῆς ὃ 291 καὶ ἑπομένως δυνάμεϑα νὰ εἴπωμεν, ὅτι ἣ συνάρ" 
τησις γτξαχ- Ἐῇ μεταβάλλεται κατὰ τὴν αὑτὴν φοράν, χαϑ᾽ ἣν με. 
ταβάλλεται ἧ συνάρτησις. γΞεαχ. 


409. Γραφικὴ παράστασις τῆς μεταβολῆς τῆς συναρτήσεως 
γεξαχΈβ. Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ παραστήσωμεν γραφικῶς τὴν με" 
ταβολὴν τῆς συναρτήσεως νΞΞ2Χ--ὃ. 

Δίδομεν εἷς τὴν Χ διαφόρους τιμὰς καὶ ὑπολογίζομεν τὰς ἄντι- 
στοίχους τιμὰς τῆς γ. Ὃ κάτωϑι πίναξ μᾶς δίδει τὰς τιμὰς αὗτας. 


Χ --ὶ 0 1 2 8 











Κατασκευάζομεν (σχ. 39) 

τὰ σημεῖα 
Α(--1, --), ΒίΟ, -8), 

Γ(Ι,--, Δί, ἡ, Ε(8, 8). 

"Ἐὰν συνδέσωμεν τὰ ση" 
μεῖα αὑτὰ μὲ μίαν συνεχῆ 
γραμμήν, ϑὰ ἴδωμεν, ὅτι αὐτὰ 
χεῖνται ἐπ᾽ εὐϑείας γραμμῇς. 

Θὰ δείξωμεν τώρα, ὅτι 
τὸ συμπέρασμα εἷς τὸ ὁποῖον 
κατελήξαμεν μὲ τὸ παράδει-" 
γμα τῆς συναρτήσεως 

Ξεεῶχ--ὅ 

εἶναι γενικόν. 

408. Θεώρημα. ἩἩ συ- . 
γάρτησις ψπΞεαχ--β παρι- ΣΧ. 39 
σιτᾷ μίαν εὐθεῖαν, παράλ 
ληλον πρὸς τὴν εὐθεῖαν γπεαχς καὶ ἡ ὁσιοία τέμνει τὸν ἄξονα 
τῶν εἷς ἕνα σημεῖον, τοῦ ὅὁποίον ἡ τεταγμένη εἶναι β. 

Ἔστω, ὅτι ἐχαράξαμεν τὴν εὐθεῖαν γεΞεαχ καὶ ἔστω αὕτη 
ἣ ΟΓΓ (σχ. 40). 


"Ἔστω ἕνα τυχὸν σημεῖον Μ, τὸ δὁποῖον ἔγει τετμημένην ΟΠεεχ 





καὶ τεταγμένην ΟΡΞΞαχ- β. 
Ἔστω Ν τὸ σημεῖον, ὅπου ἣ ΠΜ τέμνει τὴν εὐθεῖαν γΞξαχ. 


404 Σπουδὴ τῆς συναρτήσεως γεεαυ-β 


Τὸ σημεῖον Ν, ὡς ἀνῆκον εἷς τὴν εὐθεῖαν γεπαχ, ἔχει τετμημένην 


ΟΠεεχ καὶ τεταγμένην ΟΡ’ Ξεευξξαχ, 


Ὅπως φαίνεται ἀπὸ τὸ σχῆμα, εἶναι 





Ἔστω Β τὸ σημεῖον τοῦ 
ἄξονος τῶν Υ, τὸ ὁποῖον ἔχει 
τεταγμένην ΟΒΞΞβ. Τὰ εὖθϑύ- 
γράμμα τμήματα ΟΒ καὶ ΝΜ 
εἶναι ἴσα, διότι ΝΜΞΞΟΒεΞβ, 
παράλληλα, ὡς κάϑετα ἐπὶ τὴν 
αὑτὴν εὐϑεῖαν καὶ τῆς αὑτῆς 
φορᾶς" ἄρα τὸ τετράπλευρον 
ΟΒΝΝ εἶναι ἕνα παραλληλό- ᾿ 
γραμμον. 

“Ὥστε τὸ σημεῖον Μ, τοῦ 
ὁποίου αἷ συντεταγμέναι εἶναι 


Σχ. 40 Χ καὶ αχ-βξξν, κεῖται ἐπὶ 
εὐϑείας παραλλήλου πρὸς τὴν 
. εὐθεῖαν νξξαχ, ἧ ὁποία τέμνει τὸν ἄξονα τῶν Υ᾽ εἷς τὸ σημεῖον Β, 


τοῦ ὁποίου ἣ τεταγμένη εἶναι ἴση μὲ β. 


Ὅταν ἦ τετμημένη Χ μεταβάλλεται ἀπὸ ---οὐ ἕως -Εο», τὸ ση- 
μεῖον. Ν διαγράφει τὴν εὐϑεῖαν γεξαχ καὶ τὸ σημεῖον Μ διαγράφει 


τὴν παράλληλον πρὸς τὴν εὐϑεῖαν 
αὑτήν, τὴν ἀγομένην ἄπὸ τὸ ση- 
μεῖον Β, τοῦ ὅποίου ἧ τεταγμένη 
εἶναι β. 

“Ὥστε ἧ συνάρτησις γεεαχ-β 
παρίσταται ὑπὸ μιᾶς εὐϑείας. ᾿ 

᾿Αντιστρόφως : Κάϑε εὐϑεῖα Εὶ 
(σχ. 1), ἢ ὁποία δὲν εἶναι παράλλη- 
λος πρὸς τὸν ἄξονα τῶν Υ᾽ τέμνει 
τὸν ἄξονα αὐτὸν εἷς ἕνα σημεῖον Β. 

Ἔστω ΟΒ-Ξβ ἢ τεταγμένη 
τοῦ σημείου Β. 





Σχ. 41 


᾿Απὸ τὴν ἀρχὴν Ο τῶν συντεταγμένων φέρσμεν τὴν εὐθεῖαν Ε΄ 


παράλληλον πρὸς τὴν Ε.. 


Σπουδὴ τῆς συναρτήσεως ἡτεαν-Ἐ β 40ῦ 


"Ἔστω Α τὸ σημεῖον τῆς Ε΄, τὸ ὅποῖον ἔχει τετμημένην 





Ἤ εὐϑεῖα, τὴν ὁποίαν παριστᾷ ἧ συνάρτησις ν-Ξαχ, συμπίπτει 
Ν ΕἸ - ΄ ᾿ » 9 - ν ὦ κ 3 - 
μὲ τὴν εὐθεῖαν Ε΄ καὶ συνεπῶς ἦ εὐθεῖα Εἰ συμπίπτει μὲ τὴν εὐϑεῖαν, 
τὴν ὁποίαν παριστάνει ἧ συνάοτησις γΞεαχ-β. 
"Ἐδείχϑη λοιπόν, ὅτι: Ἢ συνάρτησις ῃππαγ-Ἐβ... 


404. Ἐξίσωσις εὐϑείας. Εἴδομεν ἀνωτέρω, ὅτι εἷς κάϑε εὖ- 
ϑεῖαν Ε' τοῦ ἐπιπέδου, μὴ παράλληλον πρὸς τὸν ἄξονα τῶν ν, ἀντι- 
στοιχεῖ μία σχέσις τῆς μορφῆς γεξαχ-Ἐβ, ἣ ὁποία ὀνομάζεται 
ἐξίσωσις τῆς εὐϑείας Ε. 


405. Γραμμικὴ συνάρτησις. ᾿Εδείξαμεν ἀνωτέρω, ὅτι ἣ συνάρ» 
τησις γεσαχ- β παριστᾷ μίαν εὐθεῖαν γραμμήν᾽ διὰ τοῦτο ἢ συ" 
νάρτησις γεξαχ-Ἐβ λέγεται γραμμικὴ συνάρτησις. 

Ὃ συντελεστὴς α, ὁ ὁποῖος δρίζει τὴν κλίσιν τῆς εὐϑείας πρὸς 
τοὺς ἄξονας τῶν συντεταγμένων, λέγεται γωνιώ δης ἢ γωνια- 


3, 


κὸς συντελεστὴς ἢ συντελεστὴς κατευϑύνσεως 
(8 3958). 
: Ὃ ἀριϑμὸς β, ὃ ὁποῖος δροίζει τὴν τεταγμένην τοῦ σημείου, τὸ 
ὁποῖον ἔχει τετμημένην χΕΞΟ, λέγεται τεταγμένη ἐπὶ τὴν 
ἀρχήν. 
Τὸ σημεῖον τῆς τομῆς τῆς εὐϑείας γεξαχ- β καὶ τοῦ ἄξονος 
τῶν χ ἔχει τεταγμένην γεξθ. Ἢ τετμημένη του εὑρίσχεται ὡς ἑξῆς: 
Εἷς τὴν συνάρτησιν γεΞαχ-Ἐ ββ ϑέτομεν γΞ0 καὶ εὑρίσχομεν 


θτεαχ- β ἢ --- 
“Ὥστε τὸ σημεῖον Α (σχ. 40) ἔχει τετμημένην κα---ὖ χκαὶ 
τεταγμένην γξό. 
Ὃ ἀριϑμὸς -- ᾿Ν ὃ ὅδποῖος δρίζει τὴν τετμημένην τοῦ σημείου 


τομῆς τῆς εὐθείας γεεαχ-β καὶ τοῦ ἄξονος τῶν Χ, καλεῖται 
τετμημένη ἐπὶ τὴν ἀρχὴν τῆς εὐϑείας. 
Ἢ τετμημένη καὶ ἣ τεταγμένη εὐϑείας ἐπὶ τὴν ἀρχὴν λέγονται 
συντεταγμέναι τῆς εὐϑείας ἐπὶ τὴν ἀρχήν. 
Παρατήρησις. Ἢ ἐἔξίσωσις νΞαχ-[-β δύναται νὰ γραφῇ, ὡς 
--αχ  γσαβ καὶ ἐὰν αβιξ0, διαιροῦντες διὰ βὶ καὶ τὰ δύο μέλη τῆς 
τελευταίας ἐξισώσεως εὑὕρίσχομεν 


406 Σπουδὴ τῆς συναρτήσεως γ-εαν-β 


αχ Υ Χ ν 
βθανν Ἔ --- Ξ--] φ ---- -- --- -ΞΊι. 
β ἢ πόκου β β 


α 
“Ὥστε ἢ ἐξίσωσις εὐθείας μὲ συντεταγμένας ἐπὶ τὴν ἀρχὴν λ καὶ 
μ᾽ δύναται νὰ γραφῇ ὑπὸ τὴν μορφὴν 


Χ ΕΝ 
μι () 


᾿Αντιστρόφως ἐκ τῆς (1) εὑρίσκομεν, ὅτι ἡ εὐϑεῖα, τὴν ὁποίαν 
παριστᾷ ἢ (1), τέμνει τὸν ἄξονα τῶν χΧ εἷς σημεῖον μὲ συντεταγμένας 
γξῷ καὶ χϑϑξλ, τὸν δὲ ἄξονα τῶν γὶ εἰς σημεῖον μὲ συντεταγμένας χεΞῦ, 
γξξμ, δηλ. αἱ συντεταγμέναι ἐπὶ τὴν ἀρχὴν τῆς (1) εἶναι (λ, μ). 


3.ϑ. ῳ 


406. Κατασκευὴ τῆς εὐϑείας γεκαχ-β. ᾽᾿Ἔφ᾽ ὅσον ἢ συ- 
γάρτησις γιξεαχ--β παριστᾷ μίαν εὐϑεῖαν γραμμήν, εἶναι φανερόν, 
ὅτι δύο μόνον σημεῖα αὐτῆς ἀρκοῦν, διὰ νὰ τὴν παραστήσωμεν 
γραφικῶς. 

᾿Αντὶ νὰ εὕρωμεν δύο τυχόντα σημεῖα αὐτῆς, εὑρίσκομεν τὰ ση- 
μεῖα τῆς τομῆς τῆς εὐϑείας 
αὐτῇς καὶ τῶν ἀξόνων 

(χεξο, γΞΞβ) 


καὶ (χ---- τς γετο), 
α 


δηλ. τὰς συντεταγμένας της 
ἐπὶ τὴν ἀρχήν. 

Παράδειγμα Ἔστω, ὅτι θέ- 
λομεν νὰ κατασκευάσωμεν τὴν. 
εὐθεῖαν 

Χ 
γτπτος 2 () 


᾿Ἐὰν λάβωμεν κετῦ, ἡ (1) 
δίδει νΞξΞ2 καὶ ἔχομεν τὸ ση- 
μεῖον Α(0, 2) (σχ. 42). 





Σχ. 42 


Ἐὰν λάβωμεν ν-ΞῸ, ἡ (1) δίδει 
0-----Ξ 2 ἢ 4πα 
καὶ ἔχομεν τὸ σημεῖον Βί4, 0). 
Φέρομεν τὴν εὐθεῖαν ΑΒ, ἡ ὁποία εἶναι ἡ ζητουμένη εὐθεῖα. 
᾿Εὰν αἀΞξΌ, ἣ εὐϑεῖα ἔχει ὡς ἐξίσωσιν τὴν γεξβ. Εἷς τὴν περί: 
πτῶσιν αὑτὴν ἦ εὐϑεῖα αὕτη εἶναι παράλληλος πρὸς τὸν ἄξονα τῶν 


Σπουδὴ τῆς συναρτήσεως γξεαυ--β 401 


χ (σχ. 48), τέμνουσα τὸν ἄξονα τῶν Υ εἷς σημεῖον Ρ μὲ συντεταγμέ- 


νας (0, β). 
Κάϑε ἐξίσωσις τῆς μορφῆς χΞΞα παριστᾷ εὐϑεῖαν παράλληλον 





4 ψ 


Σχ. 43 Σχ. 44 


πρὸς τὸν ἄξονα τῶν ν᾽ (σχ. 44), τέμνουσα τὸν ἄξονα τῶν Χ εἷς σημεῖον 
ΠῚ μὲ συντεταγμένας (α, 0). 


407. Πρόβλημα. Νὰ εὑρεϑῇ ἡ ἐξίσωσις τῆς εὐθείας 4.8, ἡ ὁποία 
δρίζεται ἀπὸ τὰ σημεῖα Α(χπΞ8, ψΞ-:2) καὶ Βίαξεεά, ῳ-ξΞδ). 
᾿Αρκεῖ νὰ δρίσωμεν τὰ α καὶ 
β, ἵνα ἡ εὐθεῖα 
νξξαχ-τβ () 
διέρχεται διὰ τῶν σημείων Α καὶ Β. 
Πρὸς τοῦτο ἀρκεῖ νὰ ἐχφρά" 
σωμεν, ὅτι αἷ συντεταγμέναι τῶν 
σημείων Α καὶ Β (σχ. 40) ἐπαλη- 
ϑεύουν τὴν ἐξίσωσιν τῆς εὐϑείας 
γβξξαχ- β. Διὰ νὰ διέρχεται ἡ εὖ" 
ϑεῖα ἀπὸ τὸ σημεῖον Α, πρέπει εἷς 
τὴν ἐξίσωσιν (1) νὰ ϑέσωμεν τὰς 
συντεταγμένας τοῦ σἠμείου Α, ὁπό" 
τε ϑὰ ἔχωμεν τὴν ἐξίσωσιν 
ὠξαα. 8-[βὶ ἢ 8α-Γβεεῶ (2) Σχ. 45 
“Ὁμοίως, διὰ νὰ διέρχεται ἧ 
εὐθεῖα ἀπὸ τὸ σημεῖον Β, πρέπει νὰ εἶναι 
'δξξα.- 4-:-ξ ἢ 4. βεΞῦ (83) 





408 ᾿ς Υ̓Ξφᾳρμογαὶ τῆς γραμμικῆς συναρτήσεως 


Λύομεν τὸ σύστημα τῶν ἐξισώσεων (9) καὶ (8) καὶ εὑρίσκομεν 
Ξε καὶ β-:-- 

“Ὥστε ἣ ζητουμένη ἐξίσωσις εἶναι γεεϑδχ--ἴ. 

408. Γραφικὴ παράστασις τῆς εὐϑείας αχ-βγυΞϑγ. Ἔστω, 


ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν τὰ σημεῖα, τῶν ὁποίων αἷ συντεταγμέναι ἐπα- 
ληϑεύουν τὴν ἐξίσωσιν 


4χ-Ἐ 8γΞΞ---θ 4) 
Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν (1) ὧς πρὸς ν᾽ καὶ ἔχομεν 
.ς πάχοθὶ͵ὶ͵, Ὁ 4χ 
γε π᾿ ἢ γε --- --2 


Τὰ ζητούμενα σημεῖα εἶναι. 
σημεῖα τῆς εὐϑείας 


γος --ἢ (2) 


Διὰ νὰ κατασκευάσωμεν τὴν 
εὐθεῖαν αὐτὴν ἀρκεῖ νὰ κατασκευά" 
σώμεν δύο σημεῖα αὐτῆς (σχ. 46). 

Διὰ χΞΞῸ ἡ (2) δίδει γ--Ξ:---ἢ 
καὶ ἔχομεν τὸ σημεῖον Α(Ό, --ἢ). 

Διὰ γΞξξο, ἢ (2) δίδει 

8 
χ-----“. 


2 
καὶ ἔχομεν τὸ σημεῖον 


πί(- ὃ, ο). 


θ. ᾿Εφαρμογαὶ τῆς γραμμικῆς συναρτήσεως 





409. Θεώρημα. Ἢ ἐξίσωσις αὐ βυε: ξξεὸγ παρίσταται γραφι- 
κῶς ὑπὸ μιᾶς εὐϑείας. 


᾿Εὰν β.θ, ἡ δοϑεῖσα ἔἐξίσωσις γράφεται 
α Υ 
γετ---- -- χιν- --ς 
ἼΩΝ: 
καὶ παριστᾷ μίαν εὐϑεῖαν, ἧ ὁποία ἔχει γωνιώδη συντελεστὴν κατευ- 
ϑύνσεως --- ΕῚ καὶ τεταγμένην ἐπὶ τὴν ἀρχὴν ΠῚ (σχ. 47). 


Ἢ εὐθεῖα αὑτὴ συναντᾷ τὸν ἄξονα τῶν χ εἷς τὸ σημεῖον 
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α{ξ.- ΒΩ. γ--0) 
α 


χαὶ τὸν ἄξονα τῶν Υγὐὺ εἷς τὸ 
σημεῖον 


Βίχ-το, γΞΞ -) 


ον. ᾿Εὰν αξΞξύ, ἣ δο- 
ϑεῖσα ἐξίσωσίς γράφεται 


3 


βυξξγ ἢ γε τ 





καὶ παριστᾷ μίαν εὐϑεῖαν πα- ψ 
᾿ Η " 3, » : 
ράλληλον πρὸς τὸν ἄξονα τῶν 
ἢ εὖ, ; , Σχ. 47 

χ καὶ ἡ ὁποία τέμνει τὸν 


ἄξονα τῶν ΥΥ εἷς τὸ σημεῖον 


(σχ. 41) . 
α(ο, 1) 


8ον. ᾿Εὰν βεξύ, ἡ δοϑεῖσα. 
ἐξίσωσις γράφεται 

αχεεγ ἢ χΞξ «ἢ. 

. α 

καὶ παριστᾷ μίαν εὐϑεῖαν παράλ- 

ληλον πρὸς τὸν ἄξονα τῶν Υ καὶ 

ἣ ὅδποία τέμνει τὸν ἄξονα τῶν’ 
χ εἷς τὸ σημεῖον (σχ. 41) 


Σχ. 47 β(-Σ, 9) 
α 
410. Θέσεις δύο εὐϑειῶν πρὸς ἀλλήλας. Συνϑήκη ἵνα δύο: 
εὐϑεῖαι συμπίπτουν. Θεώρημα. Ἢ ἱκανὴ καὶ ἀναγκαία συν- 
ϑήκη, ἵνα αἱ εὐϑεῖαι 
αχβυτον (1 καὶ ΔΑ ΒΞ: (3) 


συμπίπτουν, εἶναι 





« β ν (5) 


"Απόδειξις - “Ἔστω, ὅτι αἵ δύο εὐθεῖαι, τὰς ὁποίας παριστάνονν’ 
αἷ ἐξισώσεις (1) καὶ (8), συμπίπτουν. Τότε ϑὰ ἔχουν τὰς αὑτὰς ἐπὶ 
τὴν ἀρχὴν συντεταγμένας. 


410 Εφαριογαὶ τῆς γραμμικῆς σνναρτήσεως 
», ΕΙ ΝῚ ΝῊ 2 ᾿ ὶ ᾿ νυν, Ύ τ ρρτοοῖν, Ύ 
Αἴ συντεταγμέναι ἐπὶ τὴν ἀρχὴν τῆς (1) εἶναι ΧεΞ τὶ γε τα: 


ἐνῷ τῆς (2) εἶναι χΞΞ Ζ, γξξ Ἐ. “Ἑπομένως, ἀφοῦ αἱ δύο εὐϑεῖαι 


“συμπίπτουν, ϑὰ εἶναι 


αι Υ 
Α Β Γ 
᾿Αντισιρόφως : “ἕστω, ὅτι εἶναι τ ΞΞΞ Ἑ-ὄἝ τ Θὰ δείξω- 


ἅμεν, ὅτι αἷ ἐξισώσεις (1) καὶ (9) παριστάνουν τὴν αὐτὴν εὐϑεῖαν. 
Καλοῦμεν λ τοὺς ἴσους λόγους (3) καὶ ἔχομεν 


δι: ΡΥ τ  ρυκα, ἐπ ΞΞΒ,: γξσῦι, 


᾿Αντικαϑιστῶμεν τὰ α, β, γ μὲ τὰ ἴσα τῶν εἷς τὴν ἐξίσωσιν (1) 
“καὶ ἔχομεν ᾿ 
Αλχ-ΈΒλυξοΡλ ἢ λίαχ -ἘΒ)Ξῦλ ἢ ΑχΈΒΥΞει. 
“Ὥστε ἢ ἐξίσωσις (1) εἶναι ἦ αὑτὴ μὲ τὴν ἐξίσωσιν (2), ἑπομένως αἷ (η. 
καὶ (2) παριστάνονυν τὴν αὑτὴν εὐϑεῖαν. 


411. Συνϑήκη, ἵνα δύο εὐϑεῖαι εἶναι παράλληλοι. Θεώ- 
φημα. ᾿Η ἱκανὴ καὶ ἀναγκαία συνθήκη, ἵνα αἱ ἐξισώσεις 
ααβυτεγ (1 καὶ 4,0 Βυεξεῖ" (2) 
παριστάνουν εὐθείας παραλλήλους, εἶναι ἡ 
α β 
ἊἋ ᾿ (3) 
᾿Απόδειξις : “Ἔστω, ὅτι αἵ (1) καὶ (2) παριστάνουν εὐϑείας πα-᾿ 
“ραλλήλους. Τότε ϑὰ ἔχουν τὸν αὑτὸν γωνιακὸν συντελεστήν. 


Ἢ (1) γοάφεται ν---- τ ΧῊ τ' ἑπομένως ἔχει γωνιακὸν συν- 


τελεστὴν λΞ--- τὸ Ὑποτίϑεται βφῦ, διότι, ἐὰν εἶναι βεξό, ἦ (1) 


παριστάνει εὐθεῖαν παράλληλον πρὸς τὸν ἄξονα τῶν Υ, ϑὰ εἶναι δὲ 
«αἱ Β-ΞΞΟ, διότι, ἐὰν εἶναι Β:40 αἱ δύο εὐϑεῖαι (1) καὶ (2) δὲν εἶνα 
παράλληλοι. 
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Α ᾿ 
Ὃ γωνιακὸς συντελεστὴς τῆς (2) εἶναι ΛΞΞ- Ἔ καὶ ἐπειδὴ 
ϑὰ εἶναι λξελ, εὑρίσκομεν 
α«ακ. ἃ 8β 
β Β᾽ ᾺἋ Β᾽ 
᾿Αντιστρόφως : ᾿Εὰν ΝΥ Ξε ΕΝ αἷ ἐξισώσεις (1) καὶ (2) παρι- 


στάνουν δύο εὐϑείας παραλλήλους. 


Ἢ σχέσις «--Ὲ γράφεται 


τς 
-|»» 
.-3 
| 
το 5 
Ι 
| 
-};» 


πομένως αἱ (1) καὶ (2) ἔχουν τὸν αὐτὸν συντελεστὴν κατευϑύνσεως, 
ἄρα εἶναι παράλληλοι. ᾿ 


412 Συνϑήκη ἵνα δύο εὐϑεῖαι εἶναι κάϑετοι μεταξύ τῶν. 
"Ἔστωσαν αἱ εὐϑεῖαι 


γεξαχ- β καὶ γεξαχ- β΄. 

Διὰ νὰ εἶναι αἴ. εὐθεῖαι αὐταὶ κάϑετοι μεταξύ των πρέπει καὶ αἱ 
παράλληλοί των πρὸς αὑτὰς εὐϑεῖαι 
ὕξξαχ καὶ νϑξξαΐχ 

Ἀ » »' 

νὰ εἶναι 'κάϑετοι μεταξύ των. 

᾽Ἐπὶ τοῦ ἄξονος τῶν χ λαμβά- 

3--» 

γομεν διάνυσμα ΟΠ τοιοῦτον, ὥστε 
ἣ τετμημένη τον ΟΠ νὰ εἶναι ἴση 
μὲ 1 (σχ. 48). 

᾿Απὸ τὸ Π᾿ φέρομεν κάϑετον 
3 ΕῚ Ἀ 3 - ε ’ ἊΣ 
ἐπὶ τὸν ἄξονα τῶν χ, ἢ ὁποία τέ- 
μνει τὴν εὐϑεῖαν γεεεαχ εἷς τὸ ση" 
μεῖον Α(, αὐ καὶ τὴν εὐϑεῖαν ΣΧ. 48 
γιξαίχ εἷς τὸ σημεῖον Α΄(1, αἼ). 

Διὰ νὰ εἶναι τὸ τοίγωνον ΑΟΑΛ΄ ὀρϑογώνιον εἷς τὸ Ο, πρέπει νὰ 


εἶναι ὉΠ’Ξ-ΠΑΧΠΑ’ ἢ 0Π’----ΠᾺ. ΠΑ’ (4) 
"Ἐπειδὴ ΟΠΞΞῚ καὶ Πάτεα, ΠΑ Ξεα΄, ἢ (1) γίνεται 








α'α΄-Ξ--1 
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ν - 

Ὥστε : Διὰ νὰ εἶναι δύο εὐθεῖαι κάϑετοι μεταξύ των πρέπει καὶ 
ἄρκεϊ τὸ γινόμενον τῶν γωνιακῶν συνιελεστῶν των νὰ εἶναι ἴσον 
μὲ --]. 


418, Γραφικὴ λύσις τῶν ἐξισώσεων τοῦ πρώτου βαϑμοῦ 
μὲ ἕνα ἄ ἄγνωστον. "Ἔστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ λύσωμεν γραφικῶς τὴν 
ἐξίσωσιν 2χ---8-Ξ-:Ξ 0 . (4) 

Παριστάνομεν τὸ πρῶτον μέλος της μὲ Υ, δηλ. ϑέτομεν γΞε2χ---8 
καὶ κατασκευάζομεν (σχ. 49) τὴν εὐθεῖαν, τὴν ὁποίαν παριστᾷ ἧ συ" 
γάρτησις γετῦχ---8 ᾿ (2) - 

᾿Ἐὰν λάβωμεν χΞΞΟ, ἣ (9) δίδει γ-Ξ--- 8. καὶ ἔχομεν τὸ σημεῖον 
Α, ᾽Εὰν λάβωμεν ΧΞΞΙ͂, ἡ (2) δίδει γ-Ξ:---Ἰ καὶ ἔχομεν τὸ σημεῖον Β. 
Φέρομεν τὴν εὐθεῖαν ΑΒ, ἣ ὁποία τέμνει τὸν ἄξονα τῶν χ εἷς τὸ 
σημεῖον Γ. Ἢ τετμημένη τοῦ σημείου Γ᾽ εἶναι ἧ ρίζα τῆς δοϑείσης 
ἐξισώσεως. ᾿Επειδὴ ἧ τετμημένη 
τοῦ Γ' εἶναι 1,ῦὅ, ἣ οίζα τῆς δοϑεί- 
σης ἐξισώσεως εἶναι ἣ 1,ὅ. 

Ἂν λύσωμεν κατὰ τὰ γνωστὰ 
τὴν ἐξίσωσιν ὃκ---8ΞΞ0, εὑρίσκομεν 
πράγματι, ὅτι ΧΞΞΙ,ὅ. 

᾿Απὸ τὸ ἀνωτέρω παράδειγμα 
καὶ ἀπὸ ἄλλα ὅμοια πρὸς αὐτὸ συ- 
νάγομεν, ὅτι : 


"Ἱ 


Διὰ νὰ λύσωμεν γραφικῶς μίαν 
ἐξίσωσιν τοῦ πρώτου βαϑμοῦ 
απ βεθῦ, 


- ᾿ 
κατασκευάξζομεν τὴν εὐϑεῖαν, τὴν 





Σχ. 49 ὅποίαν παριστάνει ἦ συνάρτησις 
γεξαα- β 
καὶ εὑρίσκομεν τὴν τετμημένην ἃ τοῦ σημείου τῆς τομῆῇς τῆς εὐϑείας 
αὐτῆς καὶ τοῦ ἄξονος τῶν «. 


414, Γραφικὴ λύσις τοῦ συστήματος 


Ϊ α ΧῸβ γεξγ 
αἰ ἘβΎΞεΥ' 
Ἔστω τὸ σύστημα: 
ὥχ- 8γ-- 8 () 
ἰ χ-- γ----- (2) 
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Κατασκενάζομεν (σχ. 80) τὰς εὐθείας, 
ποὺ παριστάνουν αἱ ἐξισώσεις (1) καὶ (2). 

Ἢ ἐξίσωσις (1) διὰ χΞΞΟ, δίδει 
γεξ Ξ καὶ ἔχομεν τὸ σημεῖον Α. Διὰ 
γεξῷ δίδει χες4 καὶ ἔχομεν τὸ σημεῖον 
Β. Φέρομεν τὴν εὐθεῖαν ΑΒ ἦ ΑΒ πα-᾿ 
ριστᾷ τὴν ἐξίσωσιν (1). 
| Ἢ ἐξίσωσις (2) διὰ κεΞΞΌ, δίδει γ55Ξ1 
᾿χαὶ ἔχομεν τὸ σημεῖον Γ᾽ διὰ γΞ 0 δίδει 
χις----Ἰ καὶ ἔχομεν τὸ σημεῖον ἁ. Φέρομεν τὴν εὐθεῖαν ΓΔ᾽ ἢ ΓΔ 
παριστᾷ τὴν ἐξίσωσιν (2). ᾿ 

Αἱ εὐϑεῖαι ΑΒ καὶ ΓΔ τέμνονται εἷς τὸ σημεῖον Μ (1,9). Αἱ 
συντεταγμέναι τοῦ σημείου Μ ἐπαληϑεύουν καὶ τὰς δύο ἐξισώσεις τοῦ 
δοϑέντος συστήματος. 

Ἔκ τῶν ἀνωτέρω συνάγομεν, ὅτι : 





Σχ. 50 


Διὰ νὰ λύσωμεν γραφικῶς ἕνα σύστημα δύο ἐξισώσεων τοῦ πρώ- 
του βαϑμοῦ μὲ δύο ἀγνώστους, ἀρκεῖ νὰ εὕρωμεν τὰς συντεταγμένας 
τοῦ σημείον τῆς τομῆς τῶν δύο εὐθειῶν, ποὺ παριστάνουν αἷ δύο αὐταὶ 
ἐξισώσεις τοῦ συστήματος. 

415. Γραφικὴ διερεύνησις τοῦ συστήματος 

[ αχ- βγξξγ ()᾿ 
ΑΧΤΈΒυ:Γ (2) 

Τὸ σημεῖον τομῆς τῶν εὐθειῶν, τὰς ὅδποίας παριστάνουν αἱ (1) 
καὶ (9) ἔχει συντεταγμένας, αἵ ὁποῖαι ἐπαληϑεύουν καὶ τὰς δύο αὑτὰς 
ξξισώσεις, ἑπομένως εἶναι αἵ οἴζαι τοῦ συστήματος αὑτῶν. 

Κατὰ τὴν (8. 825) αἷ λύσεις τοῦ συστήματος αὐτοῦ εἶναι 

.ς  ΥὙΒ- β ς αΓ-πΑγ 
ΒΞ ΑΒ’ ᾿αΒ-- ἀβ () 
᾽Εὰν αἱ εὐϑεῖαι (1) καὶ (2) τέμνωνται, ϑὰ ἔχουν συντελεστὰς κα’ 
τευϑύνσεως διαφόρους, δηλ. ϑὰ εἶναι 


α, Α, αὰ,.Α..,. α ,β 





καὶ τότε ϑὰ εἶναι δυνατὸν διὰ τῶν ἰσοτήτων (38) νὰ δρισϑοῦν αἱ συν" 
τεταγμέναι τοῦ σημείου τομῆς αὐτῶν, τὸ δὲ δοϑὲν σύστημα ϑὰ εἶναι 
δυνατόν. : 

᾽Εὰν αἱ εὐϑεῖαι (1) καὶ (2) εἶναι παράλληλοι, τότε δὲν ὑπάρχει 


414 ᾿Εφαρμογαὶ τῆς γραμμικῆς συναρτήσεως 


σημεῖον τομῆς (εἷς πεπερασμένην ἀπόστασιν)" ἑπομένως δὲν εἶναι δυ- 
νατὸν διὰ τῶν (8) νὰ δρισϑοῦν αἵ συντεταγμέναι του. 

Πράγματι᾽ αἱ (1) καὶ (2) ἔχουν τὸν αὑτὸν συντελεστὴν κατευϑύν- 
σεως καὶ κατὰ τὴν (δ 411) εἶναι τ Ξε ἐ, ἑπομένως αΒ--βάξξο, 
δηλ. τὸ δοϑὲν σύστημα εἶναι ἀδύνατον. 

᾿Εὰν αἱ (1) καὶ (2) ταυτίζωνται, τότε κατὰ τὴν (8. 410) ϑὰ εἶναι 


α β΄ 0 νι κ ς -ς πο σα; νος, 
π΄ - ΕΒ τὸ "αὶ ὅλα τὰ σημεῖα τῆς μιᾶς εὐϑείας, τὴν ὁποίαν 


παριστάνουν αἱ (1) καὶ (2), ἐπαληϑεύουν τὸ δοϑὲν σύστημα, δηλ. τοῦτο 
. εἶναι ἀόριστον. 


416. Γραφικὴ λύσις ἀνισοτήτων. Παράδειγμα 1. Νὰ κατα- 
σκευασϑῇ ἡ εὐθεῖα ὅχ---ν Γ-4ΞΞ0 καὶ ἔπειτα νὰ καϑορισϑῇ εἷς ποῖον 
μέρος τοῦ ἐπιπέδου εὑρίσκονται τὰ σημεῖα, τῷν ὁποίων αἷ συντεταγμέναε 
ἐπαληϑεύουν τὴν μίαν ἢ τὴν ἄλλην ἀπὸ τὰς ἀνισότητας 


δαπτϑῳ- 4 »Ὸ 
ὅχσ-π-ϑυ- -4« 0. 


“Λύσις : Κατασκευάζομεν (σχ. 51) τὴν εὐϑεῖαν τῆς ἐξισώσεως 
ὕχ--3γ-4--0 () 
Πρὸς τοῦτο ϑέτο- 

μεν ΧΞΞΟ, ὁπότε ἣ (1) 


δίδει γε τ᾿ καὶ ἔχο- 


μὲν τὸ σημεῖον Α, 
᾿Ἐὰν γεξὸ ἡ (1) 


,ὔ 4 ν 3») 
δίδει Χχ-Ξ---- πε καὶ ἔχο- 


μὲν τὸ σημεῖον Β. 
Φέρομεν τὴν εὖ" 
ϑεῖαν ΑΒ. Η ΑΒ εἶναι 
ἡ εὐϑεῖα, τὴν ὁποίαν πα- 
οιστάνει ἡ ἐξίσωσις (1). 
Σχ. 51 Ἢ εὐϑεῖα ΑΒ χω- 
: οίζει τὸ ἐπίπεδον εἰς 

δύο μέρη, ἐκ τῶν ὅποίων τὸ ἕνα περιέχει τὴν ἀρχὴν Ο. 





᾿Εὰν λάβωμεν τυχὸν σημεῖον τοῦ ἐπιπέδον, τὸ ὁποῖον κεῖται ὡς 


᾿Εφαρμογαὶ τῆς γραμμικῆς σνναρτήσεως 410 


πρὸς τὴν εὐθεῖαν ΑΒ, πρὸς τὸ μέρος τῆς ἀρχῆς, αἷ συντεταγμέναι τον 
ἐπαληϑεύουν τὴν ἀνισότητα 
ὅχ--ὃν- 4»0 (1) 

Πράγματι. Ἔστω τὸ σημεῖον Ο᾽ αἷ συντεταγμέναι του εἶναι. 
ΧΞΞΟ καὶ γεξξθ. Διὰ χεξῸ καὶ γεξΌ, ἡ ἀνισότης (1) ἀληϑεύει, διότι. 
γίνεται 4)»0. 

"Ἔστω ἕνα ἄλλο σημεῖον Μ, τοῦ ὁποίον αἷ συντεταγμέναι εἶναι. 
ΧΞΞΩ, γ::---δ. 

Διὰ χεξῷ καὶ γ-----8ὃ ἢ ἀνισότης (1) δίδει 10-[9-[4)»Ὸ, ἤτοι 
ἐπαληϑεύεται. ᾿ : 

Τὰ σημεῖα τοῦ ἐπιπέδον, τὰ ὁποῖα εὑρίσκονται πρὸς τὸ σκιῶδες: 
μέρος (εἷς τὸ ἀχῆμα τὸ σκιῶδες μέρος παρίσταται διὰ παραλλήλων εὖ-- 
ϑειῶν), δὲν ἐπαληϑεύουν τὴν ἀνισότητα ὅχ---8.-4)»Ό0, ἀλλὰ ἐπαλη- 
ϑεύουν τὴν ἀνισότητα ὅχ---850υ. [4{0. 

Παράδειγμα 11. Νὰ λυϑῇ ἡ ἀνισότης “ο΄ ϑν»Ο. 

“Αὖσις: Κατασκευάζομεν τὴν εὐϑεῖαν, τὴν ὁποίαν παριστᾷ ἢ ἔξί-- 
σῶσις χτὅγσξο () 

Πρὸς τοῦτο ϑέτομεν χεΞύ, ὅπότε ἣ (1) δίδει γεεξῸ καὶ ἑπομέ- 
νῶς ἣἧ εὐϑεῖα διέρχεται ἀπὸ τὴν 
ἀρχὴν Ο (σχ. ὅ2). 

᾽Εὰν ϑέσωμεν χΞΞ8, ἣ (1) δί- 
δει γ85----ἱ καὶ ἣ εὐϑεῖα διέρχεται 
καὶ ἀπὸ τὸ σημεῖον Α. Φέρομεν τὴν 
εὐθεῖαν ΟΑ. Ἢ ΟΑ εἶναι ἢ εὖ- 
ϑεῖα τὴν ὁποίαν παριστᾷ ἣ ἐξίσω- 
σις (1). 

Ἢ εὐϑεῖα αὐτὴ ΟΛ χωοίζει 
τὸ ἐπίπεδον εἷς δύο μέρη. 

Λαμβάνομεν τυχὸν σημεῖον τοῦ 
ἐπιπέδου, ἔστω τὸ Β, καὶ ἐξετάζομεν, ἐὰν αἱ συντεταγμέναι του ΧΞΞῸ 
καὶ γξεῶ ἐπαληϑεύουν τὴν δοϑεῖσαν ἀνισότητα. ᾿ 

Παρατηροῦμεν, ὅτι διὰ χεξΞΟ, καὶ γεΞξῷ ἦ δοϑεῖσα ἀνισότης ἄλη- 
ϑεύει. ἼΑρα αἷ συντεταγμέναι τοῦ σημείου αὑτοῦ καϑὼς καὶ αἷ συν- 
τεταγμέναι κάϑε σημείου, τὸ ὁποῖον εὑρίσκεται πρὸς τὸ ἄνω μέρος 
τῆς εὐθείας ΟΑ ἐπαληϑεύουν τὴν δοϑεῖσαν ἀνισότητα. 

Αἴ συντεταγμέναι τῶν σημείων, ποὺ εὑρίσκονται εἷς τὸ σκιῶδες 
μέρος τοῦ ἐπιπέδου, δὲν ἐπαληϑεύουν τὴν δοϑεῖσαν ἀνισότητα, ἀλλὰ 
τὴν ἀνισότητα χ- ὃν «0. 





Σχ. 52 


Α16᾽ ᾿Εφαρμογαὶ τῆς γραμμικῆς συναρτήσεως 
Παράδειγμα 111. Νὰ λυϑῇ γοαφικῶς τὸ σύστημα τῶν ἀνισοτήτων 


᾿ ᾿ Ἔ2»Ο () 
ως ἈχοΣ ἘῈγ ὅζ0 (8 


85 --άν-8»0 (δ) 















Νὰ ΨΜΟΙ Ὁ 
ΧΡ ΙΝ ςν ΧΕΤ --Ξ-- 
δὲ ΝΕ ΝΟ οΣ ἈΝ ΝΥΣΞς “Λύσις - Κατασκενάζομεν 


ΓΤ ΤΥ 
ΝΙΝ ΝΥΝ - 
ν- ΚῚ τὴν εὐϑεῖαν, τὴν ὁποίαν πα- 


οιστᾷ ἢ ἐξίσωσις γ- -2ΞΞ0. 
Ἢ ἐξίσωσις αὕτη γρά: 


φεται γξξΞ--ὥ. 
Αρα παριστᾷ μίαν εὖ- 
ψ ϑεῖαν ΑΒ (σχ. 58) παράλληλον 
ΣΧ. 53 πρὸς τὸν ἄξονα τῶν χ καὶ ἧ 


ὃ ποία ἄγεται ἀπὸ τὸ σημεῖον 
Α, τὸ ὁποῖον ἔχει τεταγμένην 04-----9, Αἱ συντεταγμέναι χεεῦ, γΞξΞὸ 
τῆς ἀρχῆς Ο ἐπαληϑεύουν τὴν ἀνισότητα (1) καὶ ἑπομένως ὅλα τὰ ση- 
μεῖα τοῦ ἐπιπέδου, τὰ ὁποῖα εὑρίσκονται εἷς τὸ σκιῶδες μέρος κάτω- 
ϑεν τῆς εὐϑείας ΑΒ, δὲν ἐπαληϑεύουν τὴν ἀνισότητα (1). 

Κατασκευάζομεν τώρα τὴν εὐϑεῖαν, τὴν ὁποίαν παριστᾷ ἢ ἐξί- 
σωσις χ-ν-τοῦξξο (27) 

Πρὸς τοῦτο ϑέτομεν χΞΞΟ, ὅπότε ἧ ἐξίσωσις (2) δίδει γξξὅ καὶ 
ἔχομεν τὸ σημεῖον Γ. 

"Ἐὰν γεξΌ0, ἢ (27 δίδει χεξῦ καὶ ἔχομεν τὸ σημεῖον Δ. Φέρομεν 
τὴν εὐθεῖαν ΓΔ. 

Αἱ συντεταγμέναι κεεῦ, γεξϑῸ τῆς ἀρχῆς Ο ἐπαληϑεύουν τὴν 
ἀνισότητα (2) ἄρα τὰ σημεῖα τοῦ ἐπιπέδου, τὰ ὅποϊα εὑρίσκονται εἷς 
τὸ σκιῶδες μέρος ἄνωϑεν τῆς ΓΔ, δὲν ἐπαληϑεύουν τὴν ἀνισότητα (2). 

Κατασκευάζομεν ἐπίσης τὴν εὐϑεῖαν, τὴν ὁποίαν παριστάνει ἧ 
ἐξίσωσις ὅχ--ἀν-8ΞξΞ 0 (3) 

Πρὸς τοῦτο ϑέτομεν χεΞύ, ὅπότε ἣ (8) δίδει γε καὶ ἔχομεν 
τὸ σημεῖον Ε'. 


᾿Εὰν γεξο, ἡ (817 δίδει χεΞ-- Ξ καὶ ἔχομεν τὸ σημεῖον Ζ. 


Φέρομεν τὴν εὐθεῖαν ΕΖ. 

Αἴ συντεταγμέναι χεξῦ, γεΞῸ τῆς ἀρχῆς ἐπαληϑεύουν τὴν ἄνισό" 
'τηταὰ (8) καὶ ἑπομένως τὰ σημεῖα τοῦ ἐπιπέδου, τὰ ὁποῖα εὑρίσκονται 
πρὸς τὸ σκιῶδες μέρος, ἄνωϑεν τῆς ΕΖ, δὲν ἐπαληϑεύουν τὴν ἀνισό-. 
τητα (8). ᾿ 


“Ασκήσεις ' 411 


΄ 


Αἴ εὐϑεῖαι ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ τέμνονται καὶ σχηματίζουν ἕνα τοίγω" 
νον ΚΛΜ, τὸ ὁποῖον δὲν εἶναι σκιῶδες. 

Αἴ συντεταγμέναι τῶν διαφόρων σημείων, τὰ ὁποῖα εὑρίσκονται 
εἷς τὸ ἐσωτερικὸν αὐτοῦ τοῦ τοιγώνου, εἶναι αἷ λύσεις τῶν ἀνισοτήτων 
τοῦ δοϑέντος συστήματος. 


᾿Ασκήσεις 


Νὰ σημειωϑῇ ἐπὶ ἑνὸς ἐπιπέδου ἡ ϑέσις τῶν σημείων : (697). 

1977. Α(--8, -Ἐἢἢ, Γ(-- 4, --ἢἢ), Ἐ{{8, 0), κΚι-4, --ἢὦἢ. 
4928. Βϑ0, --ῷ), ΔΕΕΙ, --8), Ζί0, --8), ΘΙΕΊ, --ϑ). 
τίνος γεωμετρικοῦ σχήματος εἶναι κορυφαὶ τὰ κάτωϑι σημεῖα : (698). 

4979. Α(--}, ποῦ, Β6, --), Γ(δ, 4), ΔΕΗΙ, 4) 
980. αἀ(-8, --ῦ), Β(, --), ΓΙ, 3), Δί--8, 3). 
Νὰ προσδιορισϑοῦν τὰ κάτωϑι σημεῖα : (698). 
4991. (8, --ὅ), (8, 8), (8, 0), (8, -- 
1982. (--Ί, --ἡ, 4, πῇ, (,, --ἡ, (-ῦ, --ἢ. 
Ὰν ἑνώσωμεν τὰ σημεῖα ἑκάστης σειρᾶς, ποίαν γραμμὴν παριστάνουν ; 
1983. (699). Νὰ παρασταϑοῦν γραφικῶς αἷ κάτωϑι συναρτήσεις : 


γϑῶχ, γε: --ὅχ, γ---- πὶ χ, γ---- «3. χ. 








ΡῚ 2 
᾿Νὰ παρασταϑοῦν γραφικῶς αἱ κάτωϑι συναρτήσεις : (100). 
49.044 γ-ῖῆχἐ 4985. ν»----χΧ}1 
“986. γ-- 2 χ-ὰ “967. ν-- -π τς 
Νὰ λυϑοῦν ἡραφικῶς αἴ κάτωϑι ἐξισώσεις : (101). 
4988. ὥχ- [-4-Ξ0 4989. ἐχ--8-Ξ0 
4990. -τἴ9.. 0 991, πὸ -α 
ΡῚ Ὀ] 
ὃχ Χ ὃ ἀσ ... 
1992. ἘὰἍρἕπιισ 5 4998. Ξπ 350 


Νὰ προσδιορισϑῇ ἣ ἐξίσωσις τῶν εὐϑειῶν, αἱ ὁποῖαι δρίζονται ἀπὸ τὰ σημεῖα: 
4994. Α(--ῦ, ἢ καὶ ΒίΖ2, δ) 
4995. Α(ΤΊ, --ἢ καὶ ΒΙΤΊ, 3) 
4199. λ.3, 133 καὶ Β,μ0, --) 
1997. Α(0, -ἢ) και Β([8, -- 
4998. Α({ὅ, -- καὶ Βι-ἰ, --ῷ 
4999. Μι,ίχ,, γὸὴ) καὶ Μι,(χ», γε). 
"Αλγεβρα-- Π. Τ΄ Τόγκα Τόμος Α ᾿ 14 


418 ᾿Ασκήσεις 


2000. Νὰ σχηματισθῇ ἡ ἐξίσωσις τῆς εὐθείας, ἡ ὁποία διέρχεται ἀπὸ τὸ 


ἐν ἢ ᾽ 8 
σημεῖον Α(2, ---) καὶ ἔχει συντελεστὴν κατευϑύνσεως λε- Ἔ- 
2001. Νὰ σχηματισϑῇ ἡ ἐξίσωσις τῆς εὐϑείας, ἡ ὁποία διέρχεται ἀπὸ τὸ 
σημεῖον Μι,(χ,, γι) καὶ ἔχει γωνιακὸν συντελεστὴν λ. 
2002. Νὰ σχηματισϑῇ ἡ ἐξίσωσις τῆς εὐθείας, ἡ ὁποία ἔχει συντεταγμέ- 
νας ἐπὶ τὴν ἀρχήν: ὲ 
8 ; ῷ ξ 
Ι. χεο--- πὶ "αἱ γε --- 2, χεὰα καὶ γεεβ. 
2008. Νὰ σχηματισϑῇ ἡ ἐξίσωσις τῆς εὐϑείας, ἣ ὁποία διέρχεται ἀπὸ τὴν 
ἀρχὴν τῶν συντεταγμένων καὶ ἀπὸ τὸ σημεῖον Μίδ, 1). 
2004. Αἱ κορυφαὶ ἑνὸς τριγώνου ΑΒΓ ἔχουν συντεταγμένας Α(Ξ, ὅ), 
Βί(--8ὃ,2), ΓΙ, --ἀ). Νὰ εὑρεϑοῦν αἱ ἐξισώσεις τῶν πλευρῶν του καὶ αἷ συν- 
᾿ τεταγμέναι τῶν μέσων τῶν πλευρῶν του. 
2005. Νὰ εὑρεϑοῦν αἱ ἐξισώσεις τῶν διαμέσων τοῦ προηγουμένου 
τριγώνου. 
2006. Νὰ ὑχηματισϑῇ ἡ ἐξίσωσις τῆς εὐϑείας, ἣ ὁποία διέρχεται ἀπὸ τὸ 
σημεῖον Α(δ, 0) καὶ εἶναι παράλληλος πρὸς τὴν εὐθεῖαν ϑχ-ξγεξῦ, 
2007. Νὰ προσδιορισθϑῇ ἣ παράμετρος μ, ἵνα αἱ ἐξισώσεις 
(μ-8)χ --ἰμ- )γβξῶ, (μ--ϑ)χ--ἰμ-)γ-τῦ 
παριστάνουν εὐθείας παραλλήλους. 


2008. Νὰ προσδιορισϑοῦν αἱ παράμετροι λ καὶ μ, ἵνα οἱ ἐξισώσεις 
(αι (μ--ὥνεεϑλμ, (λ---χμ-  )γεεῶλμ 


παριστάνουν τὴν αὐτὴν εὐθεῖαν. 


2009. Νὰ προσδιορισϑῇ ἧ παράμεερος μι ἵνα ἡ ἐξίσωσις (μ-3)χ-τομγες 
παριστάνῃ εὐθεῖαν κάθετον ἐπὶ τὴν εὐθεῖαν 2χ- γ-ε!ῖ, 


Νὰ λυϑοῦν γραφικῶς αἱ ἀνισότητες : 





2010ϑ. ὃχ--γ--Ἰος0 2011. χ-(8γ--β8«Ὁ 
2012. ΞΕ - ἐν ἜΙΣΟ τς 2015, ὃὅχἘ4γ--9 «Ὁ, 


Νὰ λυϑοῦν γραφικῶς τὰ κάτωϑι συστήματα ἀνισοτήτων : 

2014. ΧΥΟ, χ---ῦὺ, γ--ϑςκῸ 

2015. ὥχ --δν-Ἐθ)»0, ὅχ- Ἶγ--θ. Ὁ, χ--“γ-ά4ςΌ0. 

2016. Δίδονται τρία σημεῖα Α, Β, Γ᾿, τὰ ὁποῖα ἔχουν συντεταγμένας ἀντι" 
στοίχως (--ἢ, -Ε1), (ἘΠ, -4) καὶ (4, -3}. 

Νὰ σχηματισθοῦν αἱ ἐξισώσεις τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου ΑΒΓ. ᾿Απὸ 
κάϑε κορυφὴν τοῦ τριγώνου ΑΒΓ φέρομεν παράλληλον πρὸς τὴν ἀπέναντι 


πλευράν του. Νὰ σχηματισϑοῦν αἷ ἐξισώσεις τῶν πλευρῶν τοῦ σχηματιζομένον 
τριγώνου. 


᾿Ασκήσεις 419 


2017. Δίδεται τὸ σημεῖον Α τοῦ ἄξονος χΧ΄'Χ καὶ ἦ τετμημένη του α, καὶ 
τὰ σημεῖα Β καὶ Γ τοῦ ἄξονος Υγ΄, τῶν ὁποίων αἱ τεταγμέναι εἶναι βὶ καὶ γ 
ἀντιστοίχως. 

1ὸν. Νὰ σχηματισϑοῦν αἱ ἐξισώσεις τῶν πλευρῶν ΑΒ καὶ ΑΓ' τοῦ τριγώ- 
νου ΑΒΓ καὶ ἔπειτα αἷ ἐξισώσεις τῶν ὑψῶν τοῦ τριγώνου. 

ῶον. Νὰ δειχϑῇ, ὅτι τὰ ὕψη τοῦ τριγώνου τέμνονται εἰς ἕνα σημεῖον Η 
τοῦ ἄξονος χ΄χ, καὶ νὰ προσδιορισϑῇ ἣ τετμημένη τοῦ Η, συναρτήσει τῶν 
α, β, γ. ᾿ 
᾿Εφαρμογή: αΞξ8, βεξθ, γ:---4, 

2019. Δείξατε, ὅτι, ἡ ἱκανὴ καὶ ἀναγχαία συνθήκη, ἵνα αἱ δύο εὐϑεῖαι, 
τὰς ὁποίας παριστάνοιν αἷ ἐξισώσεις αΧΞ βγΞξεγ καὶ ΑχΓΒΥΞΕΙ, τέμνων" 
ται καϑέτως, εἶναι ἣ ἀλ-ΈβΒ-θῦ, Ἷ 

2019. Δίδονται τὰ σημεῖα Μι,(Χ,, γι) καὶ Μ,ΐίχο, γι). Δείξατε, ὅτι ἧ 
ἐξίσωσις τῆς εὐθείας Μ,Μ: τίϑεται ὑπὸ τὴν μορφὴν 

ΧΥῚΙ 


Χῷ γὼ} 


2020. Αἴ κορυφαὶ ἑνὸς τριγώνου Μι,Μ,Μ, ἔχουν συντετοαγμένας 
Μι(κ,, γὺ, ΜαᾳίΣ,, γη). Μ,(Σ,, γε). 
Νὰ εὑρεϑοῦν αἱ ἐξισώσεις τῶν διαμέσων του. 


2021. Νὰ κατασχευασϑοῦν αἱ εὐθεῖαι, τὰς ὁποίας παριστάνουν αἱ ἐξισώ- 
σεις χ--ῶγε-- (1), ὥῶχ---γ-ῦ (2), ὃχ- 4γ--24 (8). 
᾿Ἐξηγήσατε, διατὶ τέμνονται εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον καὶ προσδιορίσατε τὸς συντε- 
ταγμένας τοῦ σημείου τούτου. 


2022. Νὰ εὑρεϑῇ ἡ ἱκανὴ καὶ ἀναγκαία συνθήκη ἵνα αἱ ἐξισώσεις 
αἰΧ-Ἐβιγϑϑγ, (1), ἀςΧ Γβγϑϑγ (3), αὐ Ἔβιγπογε (Ὁ) 
παριστάνουν τρεῖς εὐθείας, διερχομένας διὰ τοῦ αὐτοῦ σημείου. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Ζ΄ 


ΑΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΤΟΣ ΑΝΑΛΥΣΙΣ ΤΟΥ ΠΡΩΤΟΥ ΒΑΘΜΟΥ. 
ΔΙΟΦΑΝΤΙΚΑΙ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΟΥ ΠΡΩΤΟΥ ΒΑΘΜΟΥ 


1. .Ορισμοὶ καὶ σχετικὰ ϑεωρήματα 


417. ᾿Απροσδιόριστος ἀνάλυσις. Διοφαντικὴ ἐξίσωσις. Εἰς 
τὴν 8 810 εἴδομεν, ὅτι ἡ ἐξίσωσις αχ-ΓβυτΞΥ (ηὴ ἔχει ἄπειρα 
ζεύγη λύσεων, διότι εἷς κάϑε τιμὴν τοῦ ν, ἄκεραίαν ἢ κλα- 
σματικήν, ἀντιστοιχεῖ καὶ μία ὡρισμένη τιμὴ τοῦ Χ. 

Πολλάκις ὅμως εὑρισκόμεϑα εἷς τὴν ἀνάγκην, ἐξ ὅλων τῶν ἀπεί- 
οῶν ζευγῶν λύσεων τῆς ἐξισώσεως αὑτῆς, νὰ λάβωμεν μόνον τὰς 
ἀκεραίας καὶ ϑετικὰς τιμὰς τῶν ἀγνώστων χ καὶ γ. 

Ἣ ἀπροσδιόριστος ἀνάλυσις τοῦ πρώτου βαϑμοῦ 
ἔχει ὡς σκοπὸν νὰ ἀναζητῇ τὰς ἀκερα ἰίας λύσεις τῆς ἐξισώ- 
σεως (1). 

Εἷς τὴν περίπτωσιν αὑτὴν ἡ ἐξίσωσις αχ-Γ βυξξγ λέγεται δι ο- 
φαντικὴ ἐξίσωσις. 

Διὰ νὰ εὕρωμεν τὰς ἀκεραίας λύσεις τῆς ἐξισώσεως αχ- βυξξγ, 
πρέπει νὰ γνωρίζωμεν τὰ κάτωϑι ϑεωρήματα : 


418. Θεώρημα Ι. ᾿Εὰν οἱ ἀκέραιοι συντελεσταὶ α καὶ β τῶν 
ᾧ καὶ ψ τῆς ἐξισώσεως αχ-βυτεν ἔχουν κοινὸν. διαιρέτην, τὸν 
ὁποῖον δὲν ἔχει ὁ γ, ἡ ἐξίσωσις δὲν ἔχει καμμίαν ἀκεραίαν 
λύσιν 

"Απόδειξις - ᾿Εὰν οἵ χ καὶ γ᾽ εἶχον ἀκεραίαν τιμήν, τότε τὰ αχ 
καὶ ἢν ϑὰ ἦσαν ἀκέραιοι ἀριϑμοί, ἐφ᾽ ὅσον καὶ οἷ συντελεσταὶ α καὶ β 
εἶναι ἀχέραιοι. 

.« Κάϑε κοινὸς διαιρέτης τῶν α καὶ β, π.χ. ὃ ὃ, ὡς διαιρῶν τοὺς α 
καὶ β, ϑὰ διαιρῇ καὶ τὰ πολλαπλάσια αὐτῶν αχ καὶ βν καὶ ἑπομένως 
καὶ τὸ ἀϑροισμά των αχ-βνΥ ἢ τὸ ἴσον του γ, ὅπερ ἄτοπον" διότι 
ἐξ ὑποϑέσεως ὃ γ δὲν διαιρεῖται διὰ ὃ.  ἐξίσωσις λοιπὸν αχ-Γβγξξῃυ 
δὲν δύναται νὰ ἔχῃ ἀκεραίαν λύσιν. 


“Ορισμοὶ καὶ σχετικὰ ϑεωρήματα ΑΦΊΙ 


Παρατήρησις. ᾿Εκ τῶν ἄνωτέρω ἐξάγεται, ὅτι, ἐάν, μετὰ τὴν 
διαίρεσιν καὶ τῶν δύο μελῶν τῆς ἐξισώσεως αχίβγυξξυγ, διὰ τῶν κοι" 
γῶν παραγόντων τῶν α, β, γ, οἷ συντελεσταὶ τῶν χ καὶ ν᾽ δὲν εἶναι 

“ Ν , ΕΣ λῚ Ζ ΕἸ 
πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους, ἣ ἐξίσωσις δὲν περιέχει καμμ ίαν ἄκε- 
ραίαν λύσιν. 


419. Θεώρημα 1. ᾿Εὰν οἱ συντελεσταὶ α καὶ β τῶν α καὶ 
μ τῆς ἐξισώσεως αὐ βυεεν εἶναι πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους, ἡ 
ἐξίσωσις ἔχει μίαν ἀκεραίαν λύσιν. 

᾿Απόδειξις : Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν αχ-ἘβγΥΞΞΥ ὡς πρὸς χ καὶ εὖ- 


οίσκομεν ΧΞΞ τς. : 


Ἐὰν δώσωμεν εἷς τὸν ν τὰς α διαδοχικὰς τιμὰς 
0,1,2,8... (α--- 
καὶ ἐχτελέσωμεν κάϑε φορὰν τὴν διαίρεσιν τοῦ (γ---βγ) διὰ τοῦ α εἷς 
τρόπον, ὥστε τὸ πηλίκον νὰ εἶναι πάντοτε ϑετικόν, τὰ δυνατὰ ὗπό- 
λοιπα τῶν διαιρέσεων ϑὰ εἶναι οἱ ἀριϑμοὶ 
0, 1, 2, 8... (α---ἰ). 

Τὰ ὑπόλοιπα αὖτά, ποὺ ϑὰ λάβωμεν, ϑὰ εἶναι διάφορα μεταξύ 
των᾽ διότι, ἂν δώσωμεν εἷς τὸν ν δύο διαφόρους τιμὰς μ καὶ ν, μικρο" 
τέρας τοῦ α καὶ παραστήσωμεν μὲ π καὶ π΄ τὰ ἀντίστοιχα πηλίκα τῶν 
γτβμ καὶ γ--βν διὰ τοῦ α καὶ ὑποϑέσωμεν, ὅτι τὰ ἀντίστοιχα ὕπό- 
λοιπα τῶν διαιρέσεων εἶναι ἴσα μὲ υ, ϑὰ ἔχωμεν τὰς ἰσότητας 

γ-τ-βμξξαπτυ (ἢ), γτ-τβνξξαπ'-ν (2) 

"Αφαιροῦντες τὰς ἐξισώσεις (1) καὶ (2) κατὰ μέλη ἔχομεν 

βίν--μ)ξεα(κ---πΊ. 

᾿Αλλὰ τότε ὅ α, ὡς διαιρῶν τὸ α(π--πΊ, ὡς πολλαπλάσιόν τον, 
ϑὰ διαιρῇ καὶ τὸ ἴσον αὐτοῦ βίν---μ) καὶ ἐπειδὴ ὁ α εἶναι πρῶτος 
πρὸς τὸν β ἐξ ὑποϑέσεως, ϑὰ διαιρῇ τὸν ἄλλον παράγοντα (ν--"}) 
ἀλλὰ τοῦτο εἶναι ἄτοπον, διότι ἧ διαφορὰ (ν---μ) εἶναι μικροτέρα τοῦ 
α, ἐφ᾽ ὅσον οἷ ἀριϑμοὶ ν καὶ μ ἐλήφϑησαν ἐξ ὑποϑέσεως μιχρότεροι 
τοῦ α. 

Τὸ ἄτοπον αὐτὸ προέκυψεν, διότι ὑπετέϑη, ὅτι δύο ὑπόλοιπα 
εἶναι ἴσα. : 

Τὰ ὑπόλοιπα λοιπόν, ποὺ ϑὰ λάβωμεν, ϑὰ εἶναι ὅλα διάφορα καὶ 
κατὰ συνέπειαν ἕνα ἐξ αὐτῶν ϑὰ εἶναι μηδέν᾽ ἑπομένως ὑπάρχει μία 
ἀκεραία τιμὴ τοῦ ν μικροτέρα τοῦ α, ἧ ὅποία καϑιστᾷ καὶ τὸν κ 
ἀκέραιον. 


422 "Ορισμοὲ καὶ σχετικὰ ϑεωρήματα 


420. Θεώρημα Π|. Ὅταν γνωρίξωμεν μίαν ἀκεραίαν λύ- 
σιν τῆς ἐξισώσεως αχτ βυ--ν (1), δυνάμεϑα νὰ εὕρωμεν ἄπει .- 
οίαν τοιούτων λύσεων. 

᾿Απόδειξις : "ἔστω, ὅτι οἵ συντελεσταὶ α καὶ βὶ τῆς (1) εἶναι 
πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους" τότε ἦ ἐξίσωσις (1) ἔχει μίαν ἀκεραίαν λύσιν, 
ὅπως ἐδείξαμεν εἷς τὸ προηγούμενον ϑεώρημα καὶ ἔστω, ὅτι εἶναι. ἢ 

ΧΞΕχυ καὶ γϑξνο.- 

Θὰ δείξωμεν, ὅτι ἦ ἐξίσωσις (1) ἔχει ἀπειρίαν λύσεων. 

Ἐπειδὴ χΞεχο καὶ γεξγο, ἢ (1) γράφεται αχο-Γ βγόξξεγ (2). 

"Αφαιροῦντες τὰς ἰσότητας (1) καὶ (3) κατὰ μέλη ἔχομεν 

α(χ---χο) -βίγ τονῦξξὸ ἢ α(χ--κχο)ξε---θ(ν---γὸ) (8) 
ἣ δποία εἶναι προφανῶς ἰσοδύναμος μὲ τὴν (1). ᾿ 
ΝΙΝ βίν --υὸ) (4) 
α 

Διὰ νὰ ἀντιστοιχῇ εἷς μίαν ἀκεραίαν τιμὴν ν μία ἀκεραία τιμὴ ᾿ 
τοῦ χ, πρέπει καὶ ἀρκεῖ ὃ α νὰ διαιρῇ τὸ γινόμενον βίν --γο). ᾿Αλλὰ 
ἐπειδὴ ὁ α δὲν δύναται νὰ διαιρῇ τὸν β, ἐπειδὴ ἐξ ὑποϑέσεως εἶναι 
πρῶτος πρὸς αὗτόν, πρέπει νὰ διαιρῇ τὸν ἄλλον παράγοντα (γν- τὸ. 

᾿Εὰν παραστήσωμεν μὲ λ τὸ πηλίκον τῆς διαιρέσεως τοῦ (γν--υοὶ 


Ἔκ τῆς (8) ἔχομεν χ---χοξξε 





διὰ τοῦ α, ἤτοι ἂν ϑέσωμεν "-" ξξλ 6) 
(ὅπου λ: παριστάνει οἱονδήποτε ἀκέραιον ἀριϑμὸν ϑετικὸν ἢ ἀρνητικὸν) 
ϑὰ ἔχωμεν : ἐκ μὲν τῆς (4) 

χ---χυξε--βλ ἢ χ--χ.---βλ 


ἐκ δὲ τῆς () γ---γοξξεαλ ἢ νξϑουαλ (6) 


᾿Επειδὴ δὲ ὃ λ δύναται νὰ εἶναι, ἀδιαφόρως, ϑετικὸς ἢ ἀρνητικὸς 
οἷ τύποι (6) δύναται νὰ γραφοῦν καὶ ὡς ἑξῆς: 
() 


χ-Ξ-οχ. βλ γξυ.--αλ 











Ἔκ τῶν τύπων (6) ἢ (7) συμπεραίνομεν, ὅτι ἦ δοϑεῖσα ἐξίσωσις 
(1) ἔχει ἀπειρίαν λύσεων. 

“Ὥστε, ὅταν γνωρίζωμεν μίαν ἀκεραίαν λύσιν, χΞΞΧχον γΞΞγο, τῆς 
ἐξισώσεως αχ-βγξξυ, δυνόμεϑα νὰ εὕρωμεν ὅλας τὰς τιμὰς τοῦ Χ, 


Τρόσποι εὑρέσεως τῶν ἀκεραίων λύσεων τῆς ἐξισώσεως αὐσ-βυτεγ 488 


ἂν προσϑέσωμεν εἷς τὴν γνωστὴν τιμὴν τοῦ χ τὸ γινόμενον τοῦ λ ἐπὶ 
τὸν συντελεστὴν τοῦ γ, ὃ ὁποῖος λαμβάνεται μὲ τὸ σημεῖον, ποὺ ἔχει 
(ἢ μὲ ἀντίϑετον σημεῖον), τὰς δὲ τιμὰς τοῦ ν εὑρίσκομεν, ἂν προσϑέ- 
σωμεν εἷς τὴν γνωστὴν τιμὴν τοῦ νὶ τὸ γινόμενον τοῦ λ ἐπὶ τὸν συν» 
τελεστὴν τοῦ χ, ὃ ὁποῖος λαμβάνεται μὲ σημεῖον ἀντίϑετον (ἢ μὲ τὸ 
αὐτὸ σημεῖον). 


3. Διάφοροι τρόποι εὑρέσεως τῶν ἀκεραίων λύσεων 
τῆς ἐξισώσεως αχ- βγΞξγ 


421. Εὕρεσις τῶν ἀκεραίων λύσεων τῆς ἐξισώσεως 
απ βυϑεγ. Ὅπως εἴδομεν εἷς. τὰ προηγούμενα ϑεωρήματα, ὅταν 
εὕρωμεν μίαν ἀκεραίαν λύσιν τῆς ἐξισώσεως αχ-ἘβγΞΞΥ, δυνάμεϑα 
νὰ εὕρωμεν ἀπείρους ἀκεραίας λύσεις τῆς ἐξισώσεως αὐτῆς. ἀρκεῖ νὰ 
ἐφαρμόσωμεν τοὺς τύπους 





Ξαχο--βλ γεν. αλ (Α) 
ἢ παν Ἐβὰ γεξυν.--αλ (Β) 








Τὰ κάτωϑι παραδείγματα ϑὰ μᾶς δείξουν τὰς διαφόρους μεϑό- 
δονς, διὰ τῶν ὁποίων εὑρίσκομεν μίαν ἀκεραίαν λύσιν τῆς ἐξισώσεως 


αχ-  βγ--Ξ-γ. 
Παράδειγμα 1ον. Νὰ εὑρεϑοῦν αἱ ἀκέραιαι λύσεις τῆς ἐξισώσεως 
2ω-ἰ ϑγξξο. 


᾿Επειδὴ ὃ γ εἶναι μηδέν, ἢ δοϑεῖσα ἐξίσωσις ἀληϑεύει διὰ χεΞὸ 
καὶ γΞξύ. "Ἔχομεν λοιπὸν μίαν ἀκεραίαν λύσιν, χε, γεξῸ καὶ ἕπο- 
μένως ὅλαι αἷ ἀκέραιαι λύσεις δίδονται ὑπὸ τῶν τύπων (Α) ἢ (Β). 
ἸΠράγματι, ἐὰν εἷς τοὺς τύπους (Α) ϑέσωμεν χοξξεθ, γοξξύ, λαμβάνομεν 
χξεθ--ῦλ, νξξ0- 8λ. 
᾿Εὰν δώσωμεν τώρα εἷς τὸ λ διαφόρους ἀκεραίας τιμάς, ϑετικὰς 
ἢ ἀρνητιχάς, π.χ. -τ2, -1, 0, 1, 323, 8... εὑρίσκομεν 
ἀντιστοίχως χξξ 6, 8, 0, --8, ---θ, ---θ.,... 
γεε--4, --,, ὁ, 3, 4, 6θ.... 
Ὁ κάτωϑι πίναξ συνοψίζει τὰς τιμὰς τῶν λ, χ, γ. 


424 Τρόποι εὑρέσεως τῶν ἀκεραίων λύσεων τῆς ἐξισώσεως αα-ἰ βυΞξγ 














πεν ν ἘΡΈΣ ν, ΠΟΘ Εὶ Ψ ͵ ΘΕ. ὥστε 
Παράδειγμα 2ον. Νὰ εὑρεϑοῦν αἷ ἀκέραιαι λύσεις τῆς ἐξισώσεως 
“τ - ὅγξεϑ. : 

"Ἂν ϑέσωμεν γεξῦ ἡ δοϑεῖσα ἐξίσωσις δίδει χΞΞϑ. "ἔχομεν λοι- 
πὸν μίαν ἀκεραίαν λύσιν ΧοξΞ8, γοτ--Ο. Συνεπῶς ὅλαι αἷ ἀκέραιαι λύ- 
σεις δίδονται ὑπὸ τῶν τύπων 

τ--8---3.., γγἪὸὄὃε0- 1}. 

Ὁ κάτωϑι πίναξ περιέχει τὰς τιμὰς τῶν χΧ καὶ Υ̓ διὰ τὰς διαφό- 

ρους τιμὰς τοῦ λ. ᾿ 














νυ -101|}23ϑΔᾳᾺἈῳὩῳΞ 8] 4) ὅ 


Παράδειγμα 3ον. Νὰ εὑρεϑοῦν αἱ ἀκέραιαι λύσεις τῆς ἐξισώσεως 
δυ-- ϑυξξῶ. 
᾿Επειδὴ οἷ συντελεσταὶ 5 καὶ 8 τῶν ἀγνώστων Χ καὶ ν᾽ εἶναι πρῶ" 
τοι ποὸς ἀλλήλους, ἦ δοϑεῖσα ἐξίσωσις ἔχει μίαν ἀκεραίαν λύσιν. 
Λύομεν τὴν δοϑεῖσαν ἐξίσωσιν πρὸς χ (ἐπειδὴ ἔχει μικρότερον 


, συντελεστὴν) καὶ εὑρίσκομεν ΧΞΞ Στὸν ῳ) 





Δίδομεν τώρα εἷς τὸν Υ μίαν ἀπὸ τὰς τιμὰς 0, 1, 2, 8, 4, τὸ πλῆ’ 
ϑος τῶν ὁποίων δοίζει ὃ συντελεστὴς ὅ, καὶ παρατηροῦμεν ποία ἀπὸ 
τὰς τιμὰς αὐτὰς τοῦ Υ καϑιστᾷ τὸν Χ ἀκέραιον. 

“Ἐὰν ϑέσωμεν γεξῖ, ἢ (1) δίδει «-- 2: 8. χὰϊ ἐμομέ: 
γως ἔχομεν μίαν ἀκεραίαν λύσιν Χοτ-ῦ, γοξξῖ τῆς δοϑείσης ἐξισώ- 
σεως. Ὅλαι αἱ ἄλλαι ἀκέραιαι λύσεις της δίδονται ὑπὸ τῶν τύπων 

χ---ϑ-[8λ, γε -[ὅλ. 

Ὃ κάτωϑι πίναξ περιέχει τὰς τιμὰς τῶν χ καὶ ν᾽ διὰ τὰς διαφό» 
οους τιμὰς τοῦ λ. ᾿ 


᾿Ακέραιαι καὶ ϑετικαὶ λύσεις τῆς ἐξισώσεως αα΄ξβυΞξγ 420 








Παράδειγμα 4ον. Νὰ εὑρεϑοῦν αἱ ἀκέραιαι λύσεις τῆς ἐξισώσεως 

θδιυ-[ 475: 5101 (1) 

Λύομεν τὴν δοϑεῖσαν ἐξίσωσιν πρὸς Υ (διότι ἔχει μικρότερον 
συντελεστὴν) καὶ ἔχομεν 





Ν 101-ὠὡχ . ... 41.2-1-41]χ--1δχ 
" 41 ἿΥ 41 
ΠῃἜΓΆᾳΕ {--8Χ 
ἢ γεξί2--α) Ὁ το - (2) 
Ἐὰν δώσωμεν εἷς τὸν Χ τὴν τιμὴν 8, τὸ κλάσμα τ--ὸχ γίνε" 


41 
ται ἀκέραιος καὶ ἴσος μὲ ---Ἱ. “Ἑπομένως ἡ ἀντίστοιχος τιμὴ τοῦ ν, 
ποὺ δίδει ἢ (2) εἶναι γεε(2---8)-{--1)ΞΞ---Ζ2. 
"Ἔχομεν λοιπὸν μίαν ἀκεραίαν λύσιν χυΞ-ϑ καὶ γοΞε--2ῶ καὶ 
ἑπομένως ὅλαι αἷ ἄκέραιαι λύσεις τῆς δοϑείσης ἐξισώσεως δίδονται 
ὁπὸ τῶν τύπων κ--8--ἀϊλ καὶ γ----2-.:δδλ. 
᾿Ασκήσεις: 2028, 2024, 9028. 


8. ᾿Ακέραιαι καὶ ϑετικαὶ λύσεις τῆς ἐξισώσεως 


αΧ βυΞΞΥ 
422 ᾿Ακέραιαι καὶ ϑετικαὶ λύσεις τῆς ἐξισώσεως : 
ἀπ Έβνυξξυ. 
Ποόβλημα. Νὰ εὑρεϑοῦν αἱ ἀκέραιαι καὶ ϑετικαὶ λύσεις τῆς ἐξισώσεως 
αα-  βῳξΥ (}) 


Διακρίνομεν δύο περιπτώσεις, καϑ' ὅσον οἱ συντελεσταὶ α καὶ β 
εἶναι ὁμόσημοι ἢ ἑτερόσημοι. 

Πεοίπτωσις 1. Οἱ α καὶ β εἶναι ὁμόσημοι. Εἷς τὴν περίπτωσιν 
αὐτὴν ὑποϑέτομεν, ὅτι οἵ συντελεσταὶ α καὶ β εἶναι ϑετικοί᾽ διότι, 
ἐὰν εἶναι ἀονητικοί, δυνάμεϑα νὰ ἀλλαάξωμεν τὰ σημεῖα τῆς ἐξισώ- 
σεως (1), ὁπότε ϑὰ γίνουν ϑετικοί. 


426 "'Δκέραιαι καὶ ϑετικαὶ λύσεις τῆς ἐξισώσεως. αὐ βυτεγ 


᾿Εὰν ὁ γνωστὸς ὅρος Ὑ εἶναι ἀρνητικός͵ ἢ ἐξίσωσις (1) δὲν ἔχει 
προφανῶς καμμίαν ϑετικὴν λύσιν. 

"Ἐὰν ὁ γ εἶναι ϑετικός, δηλ. ὁμόσημος πρὸς τοὺς α καὶ β, ἡ ἐξί- 
σωσις (1) ἔχει μίαν ἀκεραίαν λύσιν καὶ ἔστω αὕτη χεξχ,, γξγο. 
“Επομένως ὅλαι αἷ ἀκέραιαι λύσεις τῆς (1) δίδονται ὑπὸ τῶν τύπων 


Χεεχο τ βλ, νταν,---αλ (2) 
Διὰ νὰ εἶναι αἴ τιμαὶ αὑταὶ τῶν χ καὶ Υ ϑετικα ί, πρέπει 

νὰ συναληϑεύουν αἱ ἀνισότητες 
Χο-βλ»Ὸ β) καὶ γοπταλ»ο (4) 


ἯἫ ἀνισότης (3) ἀληϑεύει διὰ λ».--- Ἔ- 





Αἱ ἀνισότητες (8) καὶ (4) συναληϑεύουν διὰ 























Χο 
--- (6 
β ) 
Ἧ σχέσις (6) ὕφίσταται πάντοτε, διότι τὸ ΣΝ εἶναι μεγαλύτε- 
. Χο 
οον τοῦ --- 
Πράγματι, »οΟῆγ»ο. 
"Αλλὰ ἣ τελευταία ἀνισότης ᾿δφίσταται ἐξ ὑποϑέσεως, ἄρα καὶ ἣ 
γο Χο 
α » β . 
᾽ ᾿ " ε , ΩΣ ᾿ ᾿, - Χο Η͂ γ. 
Εὰν δὲν ὑπάρχουν ἀκέραιοι ἀριϑμοὶ μεταξὺ τῶν --- ΝΗ καὶ 


τότε ἡ ἐξίσωσις (1) δὲν ἔχει ἀκεραίας καὶ ϑετικὰς λύσεις. 
Κάϑε ἀκεραία τιμὴ τοῦ λ' ϑετικὴ ἢ ἀρνητική, ἀλλὰ περιλαμβα- 











Χο 
νομένη μεταξὺ τῷ β 
τῶν Χ καὶ Υ. 

Περίπεωσις 11. Οἱ α καὶ β εἶναι ἑτερόσημοι. Εἷς τὴν περίπτωσιν 
αὑτὴν ἢ ἐξίσωσις (1) ἔχει τὴν γενικὴν. λύσιν 
χεεχ,--βλ, γπξγο---αλ. 
Διὰ νὰ εἶναι αἷ τιμαὶ αὐταὶ τῶν χ καὶ γ ϑετικαί, πρέπει νὰ εἶναι 


Χο--βλροὸ καὶ γο-παλ»ῶ. 


"Εφαρμογαὶ τῆς ἀπροσδιορέστου ἀναλύσεως 421 


5 ᾿Ὶ Ά Γ 5 ΕῚ , Χι 
Απὸ τὰς ἀνισότητας αὐτὰς λαμβάνομεν λᾷ β καὶ λς ὅς 





Δυνάμεϑα νὰ δώσωμεν εἷς τὸν λ ὅλας τὰς ἀκεραίας τιμὰς τὰς 

5. ᾿ , 3 , “- Χο ᾿ ψο 
μικροτέρας ἀπὸ τὴν μικροτέραν ἀκεραίαν τιμὴν τῶν πῇ καὶ “τ καὶ 
ἑπομένως τὸ πλῆϑος τῶν ἀκεραίων καὶ ϑετικῶν 
λύσεων τῆς ἐξισώσεως ἀαἀχόβγεβξγ εἶναι ἄπειρον. 


4, ᾽᾿Εφαρμογαὶ τῆς ἀπροσδιορίστου ἀναλύσεως 


423, Πρόβλημα 1ον. Μία τάξις μαϑητῶν καὶ μαϑητριῶν συνέ- 
λεξεν 100 000 δοχ. εἷς ἔρανον ὑπὲρ ἑνὸς φιλανϑρωπικοῦ σκοποῦ. 
“Ἕκαστος τῶν μαϑητῶν προσέφερεν 1900 δραχμὰς καὶ ἑκάστη μαϑή. 
τρια 1100 δραχμάς Νὰ εὑρεϑῇ πόσους μαϑητὰς καὶ πόσας μαϑητρίας 
ἔχει ἡ τάξις. 

Δύσις - "ἔστω, ὅτι ἢ τάξις εἶχε χ μαϑητὰς καὶ Υ μαϑητρίας. Οἱ 
χ μαϑηταὶ προσέφεραν 1 ϑ00χ δὄρχ. καὶ αἵ ν μαϑήτριαι προσέφεραν 
1ἸΟῸΥ δρχ. ᾿Επειδὴ τὸ συγκεντρωϑὲν ποσὸν ἦτο 100 000 δοχ. ἔχομεν 
τὴν ἐξίσωσιν ᾿ 

1 900χ- 1 Ἰ0Ογξξίοῦ 000 ἢ 19χΧ-Ἐ11γΞΞῚ 000 () 

Πρέπει νὰ εὕρωμεν τώρα τὰς ἄκεραίας καὶ ϑετικὰς λύσεις 
τῆς ἐξισώσεως (1). Ἢ ἐξίσωσις (1) γράφεται 

1000 --19χ 
. " 11 ὦ 

᾿Εὰν ϑέσωμεν χεΞ4, ἣ (3) δίδει γ-Ξ-Ξ84. “Ὅλαι αἵ ἀκέραιαι λύσεις 
τῆς ἐξισώσεως (1) δίδοντάι ὑπὸ τῶν τύπων 

Ξ-4--11λ καὶ γεξβ4-19λ (8) 

Διὰ νὰ εἶναι αἵ τιμαὶ αὑταὶ τῶν χ καὶ Υ παραδεκταί, πρέπει νὰ 

εἶναι ϑετικαί᾽ δηλ. πρέπει νὰ συναληϑεύουν αἷ ἀνισότητες 


4--11λδοὸ καὶ 84Ἐ19.})}»0 ΠῚ 
Ἢ πρώτη ἀνισότης ἀληϑεύει διὰ λζ ἐ. 


Ἢ δευτέρα ἀνισότης. ἀληϑεύει διὰ Δ»- τ 


Καὶ αἱ δύο ἀνισότητες συναληϑεύουν διὰ -ἰ «λ« ἡ. 


Αἴ ἀκέραιαι τιμαὶ τοῦ λ, διὰ τὰς ὁποίας συναληϑεύουν αἱ ἀἄνισό- 
τητες (4), εἶναι --4, ---8, -ξ, --Ἱ, 0. 


428 "Εφαρμογαὶ τῆς ἀπροσδιορίστου ἀναλύσεως 


᾿Αντικαϑιστῶμεν εἷς τοὺς τύπους (3) τὸ λ μὲ καϑεμίαν ἀπὸ τὰς 
ιμάς τον αὑτὰς καὶ εὑρίσκομεν τὰς ἀντιστοίχους τιμὰς τῶν χ καὶ Υ. 

Ὃ κάτωϑι πίναξ παρέχει τὰς τιμὰς τῶν Χ καὶ γ᾽, δηλ. τὸν ἀριϑμὸν 
ὧν μαϑητῶν καὶ μαϑητριῶν, διὰ τὰς τιμὰς αὐτὰς τοῦ λ. 





Μαϑηταὶ Χ] 48, 8:1 





Μαϑήτριαι γ) 8 “τ᾽ 46 66 84 
Ι 


424, Πρόβλημα 39ον. Νὰ εὑρεϑῇ διψήφιος ἀριϑμός, ὅ ὅποῖος 
γίνεται κατὰ 18 μικρότερος, ἐὰν ἐναλλάξωμεν τὴν τάξιν τῶν ψηφίων του- 

“ύσις: Ἔστω χ τὸ ψηφίον τῶν δεκάδων καὶ Υ τὸ ψηφίον τῶν 
μονάδων τοῦ ζητουμένου ἀριϑμοῦ. Ὁ ἀριῦϑμός, ποὺ ἔχει χ δεκάδας 
καὶ Υ μονάδας, γράφεται 10 κ-ξν. ᾿Εὰν ἐναλλάξωμεν τὰ ψηφία του, 
ὃ ἀριϑμὸς ϑὰ ἔχῃ ν δεκάδας καὶ Χ μονάδας καὶ ἑπομένως ϑὰ γράφεται 
Ιθντ- Ἐκ. ᾿Επειδὴ ὁ δεύτερος ἀριϑμὸς εἶναι μικρότερος τοῦ πρώτου 
κατὰ 18 ἔχομεν τὴν ἐξίσωσιν : 

1Οχ-νξξιν-χ- 18 ἢ χ--υϑϑῷ (4) 

Εὑρίσκομεν τὰς ἀκεραίας λύσεις τῆς ἐξισώσεως (1). ᾿Εὰν ϑέσω- 
μεν γεξύ, ἡ (1) δίδει κ-εξῦ καὶ ἑπομένως ἔχομεν μίαν ἀκεραίαν λύσιν 
ΧΞξῶ, γξξθΟ. 

“Ὅλαι αἱ ἀκέραιαι λύσεις τῆς ἐξισώσεως (1) δίδονται ὕπὸ τῶν 
τύπων χεςῦ---λ γεξρ0--λ (2) 

Διὰ νὰ εἶναι ὅμως παραδεκταὶ αἷ τιμαὶ αὐταὶ τῶν Χ καὶ Υ, πρέ" 
πει νὰ εἶναι : ἴον. ϑετικαὶ καὶ ὅον. μικρότεραι τοῦ 10. 

Διὰ νὰ εἶναι αἷ τιμαὶ τῶν Χ καὶ ν ϑετικαί, πρέπει νὰ συνα" 
ληϑεύουν αἷ ἀνισότητες 2--λδῸ καὶ --λ)»ο. 

Αἴ ἄνισότητες αὐταὶ συναληϑεύουν διὰ λζο (3) 

Διὰ νὰ εἶναι αἵ τιμαὶ τῶν χ καὶ ν μικρότεραι τοῦ 10, πρέπει νὰ ᾿ 
συναληϑεύουν αἱ ἀνισότητες 

2-λζῖθο καὶ --λςκ 0. 

Αἱ ἀνισότητες αὐταὶ συναληϑεύουν διὰ λ»--8 (4) 

Αἴ ἀνισότητες (3) καὶ (4) συναληϑεύουν διὰ --8ὃὅζλ«0. 

“Ὥστε αἷ ἀκέραιαι τιμαί, τὰς ὅδποίας δύναται νὰ λάβῃ ὃ λ. εἶναι 
αἱ --Ἰ, --θ, --ὄ, --4, --8, --, --Ἱ. 


"Ακέραιαι καὶ ϑετικαὶ λύσεις δύο ἐξισώσεων μὲ τρεῖς ἀγνώστους 429 


"Ἐὰν Ξ. αἱ (2) δίδουν χο-ϑ, γξξῖ καὶ ὃ ζητούμενος ἀριϑ. εἶναι 81 


» λεξ--ῶ, αἷ( » χεξέ, γε καὶ ὁ » » » 42 
» ΞΞ, αἴ() » κεϑῇ, γΞ38 καὶ ὃ » » » δὅ8 
» λ-:--ἰ, αἴ() » χαϑῦ, γεξῖ καὶ ὃ » » » 91 


"Ασκήσεις :- 3036, 3037, 3038, 3080, 9031, 9083, 2088, 9084. 


5. ᾿Ακέραιαι καὶ ϑετικαὶ λύσεις ἑνὸς συστήματος 
δύο ἐξισώσεων μὲ τρεῖς ἀγνώστους 


425. ᾿Ακέραι τι καὶ ϑετικαὶ λύσεις ἑνὸς συστήματος δύο 
ἐξισώσεων μὲ τρεῖς ἀγνώστους. ΓΕστω, ὅτι ϑέλομεν νὰ εὕρωμεν 
τὰς ἀκεραίας καὶ ϑετικὰς λύσεις τοῦ συστήματος 


[ Βχ- ὄγν-Ἐθω-τεθά | --ὅὃ (η) 
οχ-  ϑνυ-ϑωξεῖο δ (2) 


᾿Επειδὴ οἵ συντελεσταὶ τοῦ ν εἶναι πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους, ἀπα- 
λείφομεν τὸν γ μεταξὺ τῶν δύο ἐξισώσεων τοῦ δοϑέντος συστήματος. 
Πρὸς τοῦτο πολλαπλασιάζομεν καὶ τὰ δύο μέλη τῆς (1) ἐπὶ ---8 
καὶ τὰ δύο μέλη τῆς (2) ἐπὶ ὅ καὶ ἔχομεν 
, -- 9χ- -τν--18ω----162 
4δχ-Ε1δν-[-ἀθωξξε. 850. 
Προσϑέτομεν τὰς ἐξισώσεις αὑτὰς κατὰ μέλη καὶ ἔχομεν 
δθχ-)ϑωξξσῖ88 ἢ 18χ-Ἐ]1]1ωξϑθά (3) 
Εὑρίσκομεν τὰς ἀκεραίας λύσεις τῆς (8). 
Λύομεν τὴν ἐξίσωσιν (8) πρὸς ὦ καὶ ἔχομεν 
94--Ἰ8χ ᾿ 
ξεν τ (3) 
᾿Εὰν λάβωμεν χΞΞΑ, ἢ (81 δίδει ὠΞΞ2. 
“Ὥστε ὅλαι αἱ ἀκέραιαι λύσεις τῆς ἐξισώσεως (3) δίδονται ὑπὸ 
τῶν τύπων χξϑεά-11λ, ωὠκπεῦ--18λ (4) 
Τὰς τιμὰς αὐτὰς τῶν χ καὶ ὦ ϑέτομεν εἷς τὴν ἐξίσωσιν (1) καὶ 
ἔχομεν 8(4-11λ})--δγν-Ἐ 6(2---18λ)πεῦάᾳ ἢ ὅγν-- --Ι41λεξ 80 (5) 
Εὐὑρίσκομεν τὰς ἀκεραίας λύσεις τῆς ἐξισώσεως (6). Ἢ ἐξίσωσις 
80-141λ 
8 
αἷ ἀκέραιαι λύσεις τῆς ἐξισώσεως (5) δίδονται ὑπὸ τῶν τύπων 


γεξθ---141λ΄, λεξθ--ὔλ' (0) 


(6) γράφεται γΞξ καὶ διὰ λεξύ, δίδει γξξό. Ὥστε ὅλαι 


480 ᾿Ασκήσεις 


Τὴν τιμὴν τοῦ λ ϑέτομεν εἷς τὰς ἐξισώσεις (4) καὶ ἔχομεν 
χξξά---οὔλ, ὠπ-ςτεῦ-θ0λ΄, 
“Ὥστε ὅλαι αἱ ἀκέραιαι λύσεις τοῦ δοϑέντος συστήμα- 
τος δίδονται ὑπὸ τῶν τύπων 
Χεξά--δῦλ΄, γεξθ--141λ΄, ωὠξε2-Ἐ90λ΄ (1) 
Διὰ νὰ εἶναι ὅμως αἴ τιμαὶ αὑταὶ τῶν Χ, γ, ὦ ϑετικα ί, πρέ- 
πει νὰ συναληϑεύουν αἷ ἀνισότητες 


4--ὃδλ΄ »Ὁ, 6--141λ.»0, 2-090λ΄ »Ο. 
Ἢ πρώτη ἀνισότης ἀληϑεύει διὰ λ΄ τ, ἡ δευτέρα ἁἀληϑεύει 
3 
900 ᾽ 
Κατὰ τὰ γνωστὰ ὁδοίσκομεν, ὅτι « τρεῖς ἀνισότητες συναλη" 


ϑεύουν διὰ -- τ-τ-- ο “" « --- 


διὰ λ « τ καὶ ἦ τρίτη ἀληϑεύει διὰ λ΄ -- 


τ. 
Ἢ μόνη ἀκεραία τιμὴ τοῦ » . ποὺ ἐπαληϑεύει τὴν σχέσιν αὑτὴν εἶναι. 
λξξο. 

Διὰ λίξξερ, αἱ (7) δίδουν χεΞ4, νεξθ, ὠ--:ϑ, 

Ὥστε τὸ δοϑὲν σύστημα ἔχει μίαν μόνον ἄἀκεραίαν καὶ ϑετικὴν 
λύσιν, τὴν χΞΞά, γεξῦ, ὠ-ξεῷ, 

᾿Ασκήσεις - 3088. 2089, 2042, 2048, 2049, 9081. 


᾿Ασκήσεις 


Νὰ εὑρεϑοῦν αἱ ἀκέραιαι λύσεις τῶν κάτωϑι ἐξισώσεων : (906). 


2025. 1. ἴχ- ϑγξξιο 2, ὃσ--- ὕν:ξι 
2024. 1. Ἰχ- ἸΟν τ 291 2, 9χ-- γ--28 
2025. 1. 18χ--29γν--1}0 ἢ, 18χ--ἀ8ν---340, 


Νὰ εὑρεϑοῦν αἱ ἀκέραιαι καὶ ϑετικαὶ τιμαὶ τοῦ χ, αἱ ὁποῖαι καθιστοῦν ἀκε- 
ραίας καὶ ϑετικὰς τὰς κάτωϑι παραστάσεις ς (907). 

















2026.1. τ’ .. -Ἐϑ 
χ--ἢ . χ--ῦ 
2027. 1. -Ἔ- ς. «τ 
2028. 1. ὅτ 8, τ 8 
ἀθ9. 50 ς [16χ- 








99 . δ Φ 


᾿Ασπήσεις ᾿ 481 


2050. (908). Νὰ ἀναλυϑῇ τὸ κλάσμα τε εἰς ἄϑροισμα ἢ διαφορὰν δύο 
ἄλλων κλασμάτων ἐχόντων παρονομαστὰς ὃ κοὶ 18, (Πολυτεχνεῖον 1981}. 
2051. (909). Νὰ εὑρεθῇ κλάσμα τοιοῦτον, ὥστε, ἂν ὁ ἀριϑμητής του αὐξηϑῇ. 


8 
κατὰ 4 καὶ ὁ παρονομαστής του κατὰ ὕ, νὰ γίνεται τὸ κλάσμα ἴσον μὲ π-- 


2052. (ϑι0). Νὰ εὑρεϑῇ κλάσμα, τὸ ὁποῖον δὲν μεταβάλλεται, ἐὰν προ" 
στεϑῇ ὅ εἰς τὸν ἀριϑμητὴν καὶ 19 εἰς τὸν παρονομαστήν. 


2058. (91). Νὰ εὑρεϑῇ ἀριϑμὸς Α, ὁ ὁποῖος διαιρούμενος διὰ 11 δίδει. 
ὑπόλοιπον 8 καὶ διαιρούμενος διὰ 19 δίδει ὑπόλοιπον 10. 


2054. (912). Νὰ εὑρεθῇ ἀριθμός, ὅστις διαιρούμενος διὰ 7 νὰ δίδῃ πηλί-- 
κον μεγαλύτερον τοῦ ὑπολοίπου κατὰ 8. 


2055. (918). Νὰ εὑρεϑῇ διψήφιος ἀριϑμὸς τοιοῦτος, ὥστε τὸ διπλάσιον" 
τοῦ ψηφίου τῶν δεκάδων αὐξηϑὲν κατὰ 4, νὰ ἰσοῦται μὲ τὸ τέταρτον τῆς δια- 
φορᾶς τοῦ ψηφίου τῶν μονάδων ἀπὸ τοῦ ἀριϑμοῦ 46. 


2056. (914). Πόσα νομίσματα τῶν δ δραχμῶν καὶ τῶν 3. δραχμῶν πρέπει 
νὰ ϑέσωμεν τὸ ἕνα πλησίον τοῦ ἄλλου οὕτως, ὥστε τὰ σημεῖα ἐπαφῆς καὶ τὰ κέν. 
τρα τῶν νὰ κεῖνται ἐπ΄ εὐθείας, διὰ νὰ σχηματίσωμεν ἐξ αὐτῶν μῆκος ἑνὸς μέ-- 
τρου. Αἴ διάμετροι τῶν πενταδράχμων καὶ διδράχμων εἶναι 81 χιλιοστόμετρα 
καὶ 21 χιλιοστόμετυα ἀντισιοίχως. 


2057. (905). Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι τὸ πλῆϑος τῶν ἀκεραίων λύσεων τῆς ἐξι- 
σώσεως αἀχ Έβνεξγ, ὅπου α καὶ β εἶναι ὁμόσημοι, εἶναι ἴσον μὲ ἕνα ἀπὸ τὰ; 
πηλίκα τῆς διαιρέσεως, κατ’ ἔλλειψιν ἢ καϑ᾽ ὑπεροχήν, τοῦ γ διὰ αβ. 


2038. (906γ. Νὰ εὑρεϑοῦν αἵ ἀκέραιαι καὶ ϑετικαὶ λύσεις τοῦ συστήματος 


3Χχ-δγ-ὐωΞξξΞιθά 
ϑχ- ϑγ- ϑωΞε1θ4 


2059, (901). Νὰ εὑρεϑοῦν τρεῖς ἀκέραιοι καὶ ϑετικοὶ ἀριϑμοὶ τοιοῦτοι, 
ὥστε, ἐὰν πολλαπλασιασϑοῦν ἀντιστοίχως ἐπὶ ὃ, ὅ καὶ ἴ, τὸ ἄϑροισμα τῶν 
γινομένων τῶν νὰ ἰσοῦται μὲ δθ0' καὶ τοιοῦτοι ὥστε, ἐὰν πολλαπλασιασϑοῦν ἐπὶ 
9, ὃ6 καὶ 49, τὸ ἄθροισμα τῶν γινομένων των νὰ ἰσοῦται μὲ 2. 990. 

2040. (9081). Νὰ εὑρεθῇ ὁ ἀριϑμὸς Α, ὅστις διαιρούμενος διὰ 11 δίδει 
“ὑπόλοιπον 8’ διαιρούμενος διὰ 11 δίδει ὑπόλοιπον 10 καὶ διαιρούμενος διὰ 87 
δίδει ὑπόλοιπον 18. 

2041. (909η. Νὰ εὑρεϑῇ τριψήφιος ἀριϑμός, τοῦ ὁποίου τὰ ψηφία ἔχουν 
ἄϑροισμα 20, ᾿Εὰν ἀφαιρέσωμεν ἀπὸ τὸν ζητούμενον ἀριϑμὸν 18 καὶ διαιρέσω- 
μὲν τὸ ὑπόλοιπον διὰ 2, εὑρίσκομεν τὸν ἀριϑμόν, ὃ ὁποῖος προκύπτει, ἐὰν τὰ 
ψηφία του γραφοῦν κατ΄ ἀντίστροφον τάξιν. 

2942. (910). ᾿Ηγόρασέ τις μὲ 100 δεκάδραχμα 100 διάφορα ἀντικείμενα. 
Ἕκαστον ἀντικείμενον τοῦ πρώτου εἴδους τιμᾶται ἥμισυ δεκάδραχμον, ἔκα- 
στον τοῦ δευτέρου εἴδους 2 δεκάδραχμα καὶ ἕκαστον τοῦ τρίτου εἴδους 4 δεκά- 
ὄραχμα. Νὰ εὑρεϑῇ πόσα ἀντικείμενα ηγόρασεν ἐξ ἑκάστου εἴδους. 


482 "᾿ΑἈσκήσεις 


2043, (911. Κιηνοτρόφος ἠγόρασε μὲ 100 λίρας 100 ζῶα, μόσχους, πρό“᾿ 
βατα καὶ ἀρνιά. “Ἕκαστος μόσχος τιμᾶται 8 1|. λίρας, ἕκαστον πρόβατον 1 1. 
λίρας καὶ ἕκαστον ἀρνίον 12 λίρας. Νὰ εὑρεϑῇ πόσα ζῶα ἠγόρασεν ἐξ ἑκάστου 
᾿αἴδους. ᾿ 


2044. (913). Νὰ εὑρεθῇ τετραψήφιος ἀριϑμὸς διαιρετὸς διὰ 9, τοῦ 
ὁποίου τὸ ἄϑροισμα τῶν ψηφίων του περιλαμβάνεται μεταξὺ 10 καὶ 20 καὶ 
τοῦ ὁποίου τὸ ψηφίον τῶν ἑκατοντάδων ἰσοῦται μὲ τὰ δύο τρίτα τοῦ ψηφίου 
τῶν δεκάδων. , 


2045. (918. Νὰ εὑρεϑῇ πενταψήφιος ἀριϑμὸς διαιρετὸς διὰ 9, ἐὰν γνω- 
οίζωμεν, ὅτι τὸ ψηφίον τῶν χιλιάδων ἰσοῦται μὲ τὰ τρία τέταρτα τοῦ ἀϑροί- 
σμοτος τῶν ψηφίων τῶν δεκάδων καὶ μονάδων, ἣ δὲ διαφορὰ τοῦ ψηφίου τῶν 
δεκάδων ἀπὸ τοῦ ψηφίου τῶν δεκάδων χιλιάδων εἶναι 8. 


2046. (914). Νὰ εὑρεϑοῦν αἱ ἀκέραιαι καὶ ϑετικαὶ λύσεις τῶν ἐξισώσεων : 
Ι. θχΈϑον-ΕἸδωξετί ἢ, βχ-Έδγ- 1ω-Ξ80, 


2047. Νὰ εὑρεϑοῦν ὅλαι αἱἷ τιμαὶ τοῦ Υ, ἵνα ἡ ἐξίσωσις θχ- Ἰ γΞξγ 
ἔχῃ 10 ἀκεραίας καὶ ϑετικὰς λύσεις. 


2048. Νὰ εὑρεθῇ τριψήφιος ἀριδμός, τοῦ ὁποίου τὰ ψηφία ἔχουν ἄϑροι- 
σμα 8 καὶ τὸ ἄϑροισμα τοῦ ψηφίου τῶν μονάδων καὶ ἑκατοντάδων εἶναι τρι- 
πλάσιον τοῦ ψηφίου τῶν δεκάδων, 


2049. Νὰ εὑρεθῇ τροιψήφιος ἀριϑμός, τοῦ ὁποίυυ τὰ ψηφία ἔχουν 
ἄθροισμα 6. καὶ ὁ ὁποῖος δὲν μεταβάλλεται, ἐὰν τὰ ψηφία του γραφοῦν κατ᾽ 
ἀντίστροφον ταξιν. 


2050. Νὰ ἀποδειχϑῇ, ὅτι, ἐὰν γζαβ, ἡ ἐξίσωσις αχ-βγ ΞΞγ περιέχει 
Ὁ ἢ 1. ἀκεραίαν λύσιν. ᾿Εὰν γεΞαβμ, περιέχει μ- ] λύσεις. Ἐὰν γεΞαβμ-Ἐυ, 
ἀν αβ), περιέχει μ ἢ μ-Ἐ1 λύσεις, καϑ' ὅσον ἣ ἐξίσωσις ἀχίβνγξευ περιέ- 
χει Ὁ ἢ 1 λύσιν ((αἰα! 6). ' 


2051. Νὰ χωρισϑῇ ὁ ἀριϑμὸς 111 τὶς τρία μέρη, οὕτως ὥστε τὸ πρῶτον 
μέρος νὰ εἶναι διαιρετὸν διὰ 2, τὸ δεύτερον διὰ ὅ͵ τὸ τρίτον διὰ 1 καὶ τοιαῦτα 
ὥστε το τριπλάσιον τοῦ πρώτου μέρους, τὸ διπλάσιον τοῦ δευτέρου καὶ τὸ 
πενταπλάσιον τοῦ τρίτου νὰ ἔχουν ἄϑροισμα 400. 


